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AVANT-PROPOS 


Le présent ouvrage est le développement d’un cours que’ nous 
avons exposé pendant près de vingt ans aux étudiants de l’Institut 
de Physique technique de Moscou. Pendant cette période ni le plan 
général du cours, ni l’approche de l'exposé des questions fondamen- 
tales n’ont subi de modifications importantes. Mais chaque année 
nous éprouvions le besoin d’y inclure de nouvelles questions et de 
nouveaux exemples se substituant aux précédents que nous étions 
obligés d'éliminer par manque de temps. 

Le lecteur trouvera dans cet ouvrage la presque totalité des ques- 
tions abordées au cours de ces années, ainsi que d’autres qui ne l’ont 
pas été. On y a inclus aussi nombre de problèmes avec indication 
des réponses ou des procédés de résolution. Nous estimons que tout 
cela sera utile aux étudiants désireux d'approfondir leurs connais- 
sances en physique et contribuera à leur formation de physicien. 
L'objectif est de les conduire à formuler et à résoudre eux-mêmes 
les questions de principe et les problèmes d'application. Il est bien 
évident que tout ce que nous avons jugé utile d'inclure dans cet 
ouvrage ne saurait faire partie du programme obligatoire. Pour la 
commodité du lecteur les questions les plus importantes sont impri- 
mées en caractères courants et les autres en petits caractères. 

L'enseignement oral était toujours complété par des démonstra- 
tions qui sont, avec les travaux pratiques, le moyen le plus efficace 
d’initier les étudiants aux phénomènes physiques. Aucune descrip- 
tion, aussi précise et aussi imagée soit-elle, ne saurait les remplacer. 
Les démonstrations en salle de cours fournissant les premières données 
expérimentales permettent d'introduire de nouvelles notions, de 
procéder à des généralisations, de formuler les lois et les principes 
de la Physique. De plus, elles rompent la monotonie des exposés 
oraux et rendent les cours plus attrayants. 

Dans cet ouvrage le but est tout autre ; les descriptions des expé- 
riences de démonstration y sont moins nombreuses et notablement 
plus schématiques. Ce qui importe ici c’est de bien dégager la signi- 
fication physique et le contenu des principaux concepts et proposi- 
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tions de la physique. Une attention particulière est accordée à la 
fixation des limites de validité des lois physiques et des modèles 
idéalisés. 

Dans le premier tome de notre ouvrage le lecteur trouvera un 
exposé systématique des fondements physiques de la mécanique 
classique non relativiste. Mais comme il est impossible d'exposer 
les fondements physiques de la mécanique sans établir de lien avec 
les autres parties de cette science, nous donnerons dès le premier 
tome quelques notions de la théorie de la relativité et de la mécani- 
que quantique. On ne saurait autrement préciser la limite de validité 
de la mécanique classique non relativiste. Les quelques notions de 
mécanique quantique sont données très brièvement et sans aucune 
justification. Nous serons plus précis sur la mécanique relativiste 
ou mécanique de la théorie de la relativité. Ces exposés se fondent 
sur la variation de la masse avec la vitesse, que nous présentons com- 
me un fait expérimental. Cela nous paraît être suffisant non seule- 
ment pour une étude qualitative, mais aussi pour l’étude quantita- 
tive des problèmes simples dont des exemples sont donnés ici. Les 
exposés systématiques des mécaniques relativiste et quantique seront 
présentés dans les autres tomes de notre ouvrage, à la suite de l'étude 
des phénomènes électriques et optiques. 

._ Les tomes suivants seront consacrés à la thermodynamique, à la 
physique moléculaire, à l'électricité, à l’optique et à la physique 
atomique et clés 

Nous avons adopté en qualité d'unités de mesure celles du systè- 
ie G.G.S. En mécanique, ces unités ne se distinguent pratiquement 
pas des unités du système international SI. La différence unique- 
ment quantitative est déterminée par une différence des unités de 
longueur et de masse (dans le système SI le centimètre fait place 
au mètre et le gramme fait place au kilogramme). Ces différences 
n’affectent ni le sens des concepts ni la forme des formules physiques ; 
en mécanique les:deux systèmes sont aussi commodes l’un que l’au- 
tre. Il en va tout autrement dans l’électrodynamique. Dans le système 
SI l'état électrique du vide est caractérisé par quatre vecteurs: 
l'intensité E et l'induction D du champ électrique, l'intensité H 
et l'induction B jdu champ magnétique. Du point de vue de la physi- 
que c’est une complication inutile et contre nature. Pour caractériser 
le vide, deux vecteurs suffisent — ceux que l’on introduit dans le 
système C.G.S. Dans ce système les quatre vecteurs E, B, H, D 
ont les mêmes dimensions tandis que dans le système SI leurs dimen- 
sions sont différentes, ce qui est aussi contre nature, puisque les 
champs électrique et magnétique sont intimement liés entre eux. 
C'est en électrodynamique relativiste que ce lien se trouve établi 
sous la forme la plus générale, puisqu'elle associe les vecteurs E 
et B, ainsi que les vecteurs H et D dans des tenseurs antisymétriques. 
Pour composer ces tenseurs dans le système SI, on est.obligé de re- 
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courir à des facteurs dimensionnels pour homogénéiser les équations 
aux dimensions de leurs composantes. C’est une complication inutile. 
Le seul avantage du système SI par rapport au système physique 
C.G.S. est l'inclusion organique dans ce système de l’ampère, du 
volt, de l’ohm et de toutes les dérivées de ces unités qui, par suite 
d’aléas historiques, sont largement utilisées en électrotechnique. 
Mais c’est là un avantage pratique et non de principe. Comme les 
questions de mesures ne jouent dans notre cours qu’un rôle secon- 
daire, il nous à paru indu de sacrifier à des besoins purement prati- 
ques l'élégance et la logique des concepts et des formules de la physi- 
que tels qu’ils apparaissent dans le système C.G.S. 

Cet'ouvrage n’aurait jamais vu le jour si le professeur G. Gorélik, 
dirigeant la chaire de physique de l’Institut de physique technique 
de Moscou, ne m'avait chargé du cours de physique générale. 

Les expériences de démonstration ont été conçues et réalisées 
par nos assistants à qui nous tenons à adresser nos remerciements. 

Une partie notable des problèmes donnés dans ce cours sont au 
programme des examens et ont été conçus par mes collègues. 

Le manuscrit du présent tome a été relu par les académiciens 
V. Ginzburg, B. Kadomtsev, M. Léontovitch, R. Sagdéev et les 
professeurs S. Guerstein et I. lakovlev. Il à également fait l’objet 
d’une analyse approfondie à la chaire de physique générale de la 
faculté de mécanique et des mathématiques de l’Université de Mos- 
cou, dirigée par le professeur S. Strelkov. 

Les remarques critiques, les conseils et les suggestions de toutes 
les personnes citées dans cet avant-propos ont grandement contribué 
à la mise au point de notre ouvrage. L'auteur tient à leur exprimer 
ici sa profonde gratitude, 

D, Sivoukhine 


INTRODUCTION 


1. Chaque fois que l’on se propose d’étudier un ensemble de 
phénomènes naturels, il importe de préciser les lois ou les principes 
fondamentaux permettant d'expliquer les phénomènes connus et de 
prédire l'existence de phénomènes nouveaux. Cette approche de 
l'étude des phénomènes naturels est désignée sous le nom de méthode 
des principes fondamentaux. Cette méthode qui remonte à Newton 
(1643-1727) devint entre les mains d’Einstein (1879-1955) un extra- 
ordinaire instrument de progrès des connaissances. 

Les lois ou principes fondamentaux ne se laissent pas démontrer 
par un raisonnement logique et leur validité n’est vérifiée que par l'ex- 
périence. L'expérience qui importe surtout doit tendre non pas à 
confirmer la justesse des principes eux-mêmes, mais à vérifier les 
conséquences qu'on peut en tirer. Aussi pourrait-on dire que les 
principes fondamentaux sont des généralisations des faits expérimen- 
taux. Or, comme les expériences ne sauraient embrasser toutes les 
conditions imaginables d'évolution d’un phénomène et que toute 
expérience est entachée d'erreurs, la méthode expérimentale (qui est 
d’ailleurs la seule qui soit à notre disposition) ne permet de confirmer 
la validité des principes fondamentaux que dans certaines limites con- 
nues aux erreurs expérimentales près. À mesure que s’étend le champ 
des investigations des phénomènes naturels et que s'améliore la 
précision des mesures, les limites de validité des principes peuvent 
être étendues. Il peut arriver cependant que lorsqu'on dépasse les 
limites connues, certains principes fondamentaux cessent d’être 
valables. On doit procéder alors à leur généralisation ou les remplacer 
par d’autres possédant un domaine de validité plus étendu. Les an- 
ciens principes conservent cependant toute leur valeur dans leur 
domaine de pertinence. L’attrait et la puissance de la méthode des 
principes fondamentaux résident en ce que toutes les données que 
l'on peut en tirer par la logique ou les mathématiques sont véridiques 
dans les limites où les principes établis par l’expérience sont vérifiés, 
à la précision des mesures près. 

. 2. La Mécanique se développa avant les autres parties de la 
physique. Elle a pour objet l'étude du mouvement et de l'équilibre des 
corps. Dans un sens large, le mouvement de la matière correspond aux 
différents changements qu'elle peut subir. En Mécanique on entend 
par mouvement sa forme la plus simple, celle qui concerne le déplace- 
ment d'un corps par rapport à d'autres corps. Les principes de la 
Mécanique ont été formulés pour la première fois par Newton dans. 
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son traité intitulé « Principes mathématiques de philosophie naturel- 
le », dont la première édition remonte à 1687. Il est vrai que Newton 
avait de grands prédécesseurs : Archimède (287-212 av. J.-C.), Kepler 
(1571-1630), Galilée (1564-1642), Huygens (1629- 1695) et d’autres 
«encore, qui réussirent à trouver des solutions à plusieurs problèmes 
particuliers de statique et même de dynamique. Mais Newton fut le 
premier à formuler un système complet de principes de Mécanique et 
à bâtir sur ces bases un édifice cohérent. Les grands succès que per- 
mit de remporter la Mécanique de Newton et l’autorité de son nom 
‘irent que pendant deux siècles aucun savant n’osa s’apercevoir des 
défauts de sa Mécanique. Ce n’est que dans la seconde moitié du 
XIXE siècle que l’on s’enhardit à procéder à une révision critique 
de son œuvre. 

Après Newton l'essor de la Mécanique fut rapide, quoique jus- 
qu'au début du XX® siècle les efforts des savants fussent concentrés 
Sur le perfectionnement de l’appareil mathématique et sur l’applica- 
tion des lois de Newton à tous les nouveaux domaines scientifiques 
qui se constituaient alors. Mais les principes de base et les concep- 
tions physiques de la Mécanique, établis par Newton, restaient 
immuables. Aussi jusqu’au début du XX® siècle aucun nouveau 
principe n’y fut introduit et ce n’est qu’à la charnière des XIXe 
et XX siècles que la situation commença à changer. 

La Mécanique de Newton se fonde bien sur une base solide de 
faits expérimentaux, mais ceux-ci concernent les mouvements lents 
des corps macroscopiques. On entend par corps macroscopiques les 
corps de dimensions ordinaires qui nous entourent dans la vie quoti- 
dienne. Ces corps sont donc constitués par des quantités énormes 
d’atomes ou de molécules. On dira qu’un mouvement est lent ou non 
relativiste si sa vitesse est petite par rapport à celle de la lumière 
dans le vide, c — 300 000 km/s. Tout mouvement dont la vitesse 
‘se rapproche de celle de la lumière dans le vide sera dit rapide ou 
relativiste. De ce point de vue le mouvement d’un vaisseau spatial 
se déplaçant à la vitesse de 8 km/s doit être considéré comme très 
lent. De même sont lents comparés au Soleil les mouvements des 
planètes du système solaire, de leurs satellites et comètes. L'appli- 
<ation des principes de la Mécanique newtonienne à l'étude du mouve- 
ment de ces corps démontra l’étendue de sa validité. Le mouvement 
des satellites artificiels et des vaisseaux spatiaux est lui aussi par- 
faitement conforme aux résultats des calculs fondés sur la mécanique 
de Newton. 

3. On est amené à se poser alors les questions suivantes: est-il 
permis d’ extrapoler jusqu'aux très grandes vitesses les principes 
de la mécanique newtonienne qui avaient été établis pour le mouve- 
ment lent des corps macroscopiques; peut-on appliquer les concep- 
tions et les principes fondamentaux de cette mécanique à l’étude 
-des phénomènes du microcosme, c’est-à-dire aux phénomènes concer- 
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nant les particules isolées telles que les molécules, les atomes, les 
électrons, les protons, les neutrons et les autres particules dites 
élémentaires? Le raisonnement logique ne peut conduire à une 
réponse satisfaisante; celle-ci ne peut être-obtenue qu'à l’aide d’ex- 
périences faites avec des corps animés de grandes vitesses et d’expé- 
riences effectuées avec des molécules, des atomes, des électrons, etc., 
isolés. Ce n’est qu’au XX° siècle que ces expériences furent réalisées ; 
les résultats obtenus ont démontré clairement que la réponse aux 
questions posées est généralement négative. 

La théorie de la relativité d’Einstein affirma que la mécanique 
newtonienne ne pouvait s'appliquer au mouvement des particules 
dont la vitesse est proche de celle de la lumière dans le vide, et l’ex- 
périence confirma cette assertion. Partant de la théorie de la relati- 
vité, une nouvelle mécanique fut alors établie ; c'était la mécanique 
relativiste (ou mécanique de la théorie de la relativité) qui était valable 
aussi bien pour des vitesses faibles que pour des vitesses aussi grandes 
que possible. Selon la mécanique de Newton, la vitesse que peut 
acquérir un Corps serait en principe illimitée, tandis que la nouvelle 
mécanique relativiste imposait à la vitesse des corps une limite 
insurmontable — la vitesse de la lumière dans le vide c. La vitesse 
de la lumière c est donc une vitesse limite qu'aucun corps ne saurait 
atteindre, bien que sa vitesse pourrait s’en approcher d’aussi près 
que l’on voudrait. Dans les accélérateurs de particules modernes, 
on peut produire des protons animés d’une vitesse qui n’est que de 
quelques dixièmes ou centièmes de pour cent inférieure à la vitesse 
de la lumière, On peut obtenir des électrons dont les vitesses sont 
inférieures à la vitesse de la lumière de quelques mètres ou de quel- 
ques dizaines de mètres par seconde. Dans les gerbes de rayons cos- 
miques on enregistre la présence de protons dont la vitesse n’est 
inférieure à celle de la lumière que de 10% cm/s environ. La méca- 
nique de Newton est absolument inapplicable aux calculs du mouve- 
ment des corps animés d’aussi grandes vitesses. Les calculs sur les- 
quels se fondent les projets des accélérateurs font appel à la méca- 
nique relativiste d’Einstein; comme les résultats pratiques sont 
conformes aux Calculs, on dispose ainsi d’une preuve expérimentale 
directe et irréfutable de la pertinence de la mécanique relativiste. 

4. La théorie de la relativité fixa à la mécanique de Newton 
une limite du côté des grandes vitesses. Une autre limitation de cette 
théorie ainsi que de la mécanique relativiste a été imposée par l’étude 
du microcosme, donc du monde des atomes, des molécules, des 
électrons, etc. 

Tout au début, les physiciens ont cherché à appliquer au micro- 
cosme les conceptions et les lois qui avaient été élaborées pour les 
corps macroscopiques. On assimilait, par exemple, l’électron à une 
bille rigide ou au,contraire déformable, dans le volume de laquelle 
se trouvait répartie la charge électrique, et on admettait que son 
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comportement était assujetti aux lois de la mécanique et de l’électro- 
dynamique vérifiées pour les corps macroscopiques chargés. Cela 
revenait à affirmer que toutes les conceptions et lois de la physique 
macroscopique conservaient toute leur signification et leur validité 
pour des corps et des intervalles de temps indéfiniment petits. On 
croyait que pour apprendre à connaître le microcosme, on n'avait 
nul besoin d’autres concepts et d’autres lois que ceux dont disposait 
la physique macroscopique. Cela revenait à considérer tout bonne- 
ment le microcosme comme une copie réduite du macrocosme. Cette 
approche de l'étude des phénomènes de la nature et les théories 
physiques correspondantes sont dites classiques. 

Le raisonnement ne permet pas de décider de l’adéquation de la 
méthode classique aux problèmes du microcosme et il faut recourir 
à l'expérience. L'expérience .a montré que l’approche classique des 
phénomènes du microcosme n'est pas valable ou tout au moins ne l’est 
que partiellement. On arrive à une description adéquate du micro- 
cosme (applicable, certes, dans des limites déterminées) en faisant 
appel à la mécanique quantique qui se distingue essentiellement de la 
mécanique classique. La mécanique quantique modifie radicalement 
nos idées sur le mouvement. L'image classique du mouvement 
d’une particule le long d’une trajectoire déterminée, en tout point 
de laquelle la particule possède une vitesse bien déterminée, ne s’ap- 
plique plus lorsqu'il s’agit d’une microparticule. Dans le microcosme 
le mouvement prend une forme plus compliquée que celle du déplace- 
ment mécanique des corps dans l’espace. D'une manière générale, 
la description de phénomènes du microcosme ne saurait être d’une 
perception immédiate puisqu'on est amené à introduire des concepts 
et des notions essentiellement nouveaux, irréductibles à ceux en 
usage pour l’étude des objets macroscopiques. Comme notre cours de 
mécanique faisant l’objet du tome I ne concerne que les mouvements 
des corps macroscopiques, il serait inopportun de développer ici 
des considérations sur la mécanique quantique. Il suffit de préciser 
les limites de validité des concepts et des lois que nous aurons à uti- 
liser; ce sera fait au paragraphe 5. 

5. Il apparaît ainsi que la Mécanique de Newton est une mécanique 
classique, non relativiste, qui étudie les mouvements. lents des corps 
macroscopiques. 

Les mécaniques relativiste et quantique sont des théories plus géné- 
rales que celle de Newton. Cette dernière y est incluse comme un cas 
limite et approché. La mécanique relativiste se réduit à la mécanique 
newtonienne lorsque le mouvement envisagé est lent. La mécanique 
quantique, elle, se ramène à la mécanique de Newton dès que les corps 
étudiés ont des masses suffisamment grandes et qu'ils se meuvent dans 
des champs de force lentement variables. I1 ne faut pas en inférer que 
la mécanique de Newton a perdu toute son importance. Dans de 
rombreux cas les corrections réelles qu’apportent la théorie de la 
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relativité et la mécanique quantique aux résultats fournis par la 
mécanique classique sont peu importantes. On dira que ce sont des 
corrections relativistes et quantiques. Dans le cas de mouvements lents 
des corps_macroscopiques, ces corrections sont tellement petites 
qu'elles sont inférieures à la précision des mesures physiques les 
plus sophistiquées. Par ailleurs, les problèmes simples sur le mouve- 
ment des corps macroscopiques, que la mécanique classique résout 
aisément, deviennent à tel point ardus dans le cadre de la mécani- 
que relativiste ou quantique qu’on est amené à y introduire toutes 
sortes de simplifications et à faire appel à des méthodes de calcul 
approché; ces simplifications et ces approximations nous ramènent 
en fait à la mécanique de Newton. 

Prenons le cas du calcul classique du mouvement d’un vaisseau 
spatial; en posant que sa vitesse v — 8 km/s, l'erreur commise en 
négligeant les effets relativistes sera de l’ordre de (2) — Gi) — 
10%, La mise en œuvre de la mécanique de Newton garantit 
donc une précision des calculs à 10-7 pour cent près. Il est clair qu’il 
est parfaitement illusoire d'essayer de tenir compte des corrections 
relativistes puisque les données initiales du problème sont d'une 
précision moindre. D'ailleurs ces corrections sont parfaitement 
inutiles pour la pratique *). 

La mécanique de Newton reste valable dans un grand nombre 
de cas d'importance pratique. Elle gardera sûrement toute sa 
valeur scientifique et pratique dans ses limites de validité. 
Au-delà de ces limites, les résultats qu'elle fournit seront ou 
erronés ou insuffisamment précis. Par exemple, le problème du 
mouvement des particules chargées dans les accélérateurs devra 
être traité par la mécanique relativiste. De même le problème du 
mouvement des électrons dans les atomes ne peut être résolu que 
par la mécanique quantique. 


*) On doit remarquer que dès le XIX® siècle, les études des planètes du 
système solaire (Mercure, Vénus, Terre, Mars) avaient permis de déceler de 
petits écarts Le rapport à la mécanique newtonienne; plus tard, dans le cadre 
de la théorie de la relativité générale, ces écarts furent identifiés aux corrections 
relativistes —v?/c? (v étant la vitesse de la planète). On démontra que le péri- 
hélie d'une planète tourne lentement et dans le même sens que la planète. Ce 
déplacement du périhélie résulte pour l'essentiel de l'influence perturbatrice 
des autres planètes. Le calcul de cette rotation du périhélie par la mécanique 
newtonienne fournit une valeur plus petite que celle que l’on observe. L'écart 
le plus important s'observe justement pour Mercure dont la trajectoire est la 
plus allongée et dont la vitesse v est la plus grande; cet écart est d'environ 
43 secondes d'angle par siècle et résulte d'un effet relativiste dont il n’a pas 
été tenu compte dans les calculs. Cet effet subsisterait même en l'absence des 
perturbations apportées par les autres planètes, donc si le système solaire ne 
comportait que le Soleil et Mercure. Actuellement, par la mise en œuvre des 
techniques laser, on étudie d’autres corrections relativistes à apporter à la 
mécanique céleste classique. 


CHAPITRE PREMIER 


LA CINÉMATIQUE 


$ 1. L’espace et le temps 


1. En mécanique on entend par mouvement le changement avec 
le temps de la position spatiale d’un corps. La position du corps dont 
il est question est une position relative, définie par rapport à d’autres 
corps. Le concept de position absolue, qui serait la position d'un 
corps dans un « espace absolu », donc sans aucune référence à celles 
d’autres corps, est dénué de sens. 

‘Le corps ou le système de corps par rapport auxquels on définit 
les positions d’autres corps sont désignés sous le nom de système 
de référence ou référentiel ou repères. 

Il est dénué de sens d'affirmer que deux événements différents 
et non simultanés se sont produits dans un seul'et même point de 
l’espace si on ne précise pas le référentiel utilisé. Soit un voyageur, 
assis dans un train en mouvement, qui retire à un instant donné un 
objet de sa valise, puis le remet à sa place. On ne pourra dire que 
ces deux actions du voyageur ont eu lieu au même endroit que si on 
avait choisi comme référentiel le wagon du train en mouvement. 
Mais si nous avions choisi pour référentiel la voie du chemin de fer, 
les deux événements en question auront eu lieu en des endroits dif- 
férents, par exemple l’un à Moscou et l’autre à Léningrad. 

2. On peut choisir comme référentiel un corps solide auquel 
seraient liés des axes de coordonnées, par exemple un trièdre trirectan- 
gle constitué par des tiges rigides. Dans ce référentiel la position de 
tout point pourrait être définie par trois nombres que sont les coor- 
données x, y et z de ce point ; ces coordonnées représentent respective- 
ment les distances de ce point aux trois plans YZ, ZX et XY de 
notre référentiel (fig. 1). Les trois coordonnées x, y, z peuvent être 
combinées pour définir un rayon vecteur r, qui est un segment de 
droite pointant de l’origine du trièdre de référence vers le point 
considéré. Les coordonnées zx, y, z sont les projections du rayon 
vecteur sur les axes de coordonnées. Aussi écrira-t-on 


r = Zi + yj + zk, (1.1) 
où ë, j, k sont des vecteurs unitaires orientés le long des axes X, Y, Z. 
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On utilise deux trièdres de référence qui se laissent distinguer par 
application de la règle du tire-bouchon. Prenons un tire-bouchon 
normal'(filetage à droite) et tournons-le de manière que son manche 
soit dans le plan XY. Dans un trièdre de référence de sens direct 
(£ig. 1) le tire-bouchon avance dans le sens des z positifs et dans un 
trièdre de sens inverse (fig. 2) il avance dans le sens des z négatifs. 
Aucune rotation ne permet de faire coïncider ces deux trièdres qui. 
se distinguent l’un de l’autre comme la main gauche se distingue de 
la main droite. Mais on transforme un trièdre de sens direct en trièdre. 
de sens inverse en inversant le sens d’un seul ou des trois axes de 


Fig. 1 Fig. 2 


coordonnées. Dans ce dernier cas on effectue une inversion des axes 
de coordonnées ou encore une réflexion par rapport à l’origine. L'image 
dans un miroir plan d’un trièdre de sens direct'est un trièdre de sens 
inverse. En physique on n'utilise que le trièdre de référence direct. 

8. Les coordonnées x, y, z servant à définir la position d’un 
point dans le référentiel choisi sont des nombres. La détermination 
quantitative des coordonnées d’un point implique, comme celle d'ailleurs 
de n'importe quelle grandeur physique, la définition du principe du 
procédé de leur mesure. Il importe de souligner qu'il s'agit bien du 
principe de la méthode de mesure et non du procédé pratique de la. 
détermination de la valeur de la grandeur considérée. Ces méthodes 
de mesure ne doivent que dévoiler la signification ou mieux le prin- 
cipe de la détermination de x, y, z ou des nombres servant à carac- 
tériser quantitativement toute autre grandeur physique. Aussi nous 
est-il loisible de supposer que les procédés de mesure utilisés sont 
parfaits et les résultats ainsi obtenus sont d’une précision absolue: 
Les coordonnées x, y, z sont des longueurs, de sorte que leur dé- 
termination se ramène à des mesures des longueurs, donc à des nom- 
bres caractérisant les longueurs. En parlant de la mesure des longueurs,. 
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aous avons en vue l'opération suivante. Par convention on adopte 
pour étalon de longueur une certaine tige rigide dont la longueur est 
prise pour une unité de longueur. Pour mesurer la dimension d’un 
Corps, nous cherchons le nombre qui indique de combien de fois 
cette dimension du corps est plus grande que notre tige étalon. C'est 
<e nombre que l’on appelle dimension du corps le long d’une direction 
donnée. Si ce nombre n’est pas entier, on devra diviser préalablement 
notre tige étalon en parties plus petites: dixièmes, centièmes, etc., 
de l’unité de longueur. Nous pouvons utiliser maintenant l'unité 
étalon munie de ses subdivisions pour caracté- 
£ riser n’importe quelle dimension par un nombre 
décimal ou par un nombre entier suivi de dé- 

cimales. 

4. Le procédé consistant à déterminer la 
dimension d’un corps par application à celui-ci 
de l’étalon ou de ses subdivisions constitue la 
mesure directe. Or, il n’est pas toujours possible 

TA A 8 d’effectuer une mesure directe; on ne peut le 
. faire lorsqu'il s’agit de déterminer la distance 
Fig. 3 jusqu’à un corps extrêmement éloigné, par 
exemple les planètes, les étoiles et les autres 
objets célestes. La mesure directe est tout aussi irréalisable pour les 
très petites dimensions auxquelles sont confrontés les physiciens étu- 
diant les atomes, les noyaux atomiques ou les particules élémentai- 
res. On devra alors avoir recours à des méthodes de mesure indirectes. 
La pertinence de ces méthodes doit être vérifiée par des méthodes di- 
rectes (lorsque celles-ci sont possibles). Mais lorsque les méthodes 
directes cessent d’être utilisables, ne subsistent que les méthodes 
indirectes. Dans toute méthode indirecte les opérations de mesure di- 
rectes, à l’aide desquelles fut initialement introduit le concept quan- 
titatif de longueur, prennent un caractère abstrait ; aussi ce sont les 
méthodes indirectes qui assument alors le rôle des opérations de me- 
sure fondamentales susceptibles de dégager la signification des lon- 
gueurs elles-mêmes ou plus exactement des nombres caractérisant 
les longueurs mesurées. 

Un exemple de méthode de mesure indirecte est la triangulation 
qui est le procédé généralement utilisé pour déterminer les distances 
jusqu’à des objets éloignés. Par une mesure directe on détermine la 
longueur de la « base » AB (fig. 3); en se plaçant aux extrémités 
de cette base AB on effectue des pointages vers l’objet éloigné C, 
ce qui a pour but de mesurer les angles & et 6 que forment les droites 
AC et BC avec la base AB. Disposant de ces données numériques, la 
distance inconnue à laquelle se trouve le point C peut être calculée 
par une construction ou par un calcul géométrique. Si la base AB 
choisie est trop grande pour que sa longueur puisse être déterminée 
par une mesure directe, on commencera par adopter une base plus 
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courte, mesurer sa longueur puis déterminer la longueur de la base 
AB par le procédé de la triangulation. En principe cela ne change 
rien à notre affaire. Il est beaucoup plus important d'établir les 
fondements théoriques de la méthode considérée. Celle-ci postule que 
les côtés du triangle ABC sont des droites satisfaisant aux axiomes 
de la géométrie d'Euclide. Mais on doit encore. établir quels sont les 
constituants matériels délimitant ce triangle; ce sont les rayons lu- 
mineux issus de l’objet C et parvenant aux points À et B. On en 
conclut que notre méthode repose sur l’hypothèse que les rayons 
lumineux sont rigoureusement rectilignes et satisfont donc aux 
mêmes axiomes de la géométrie d’'Euclide que les droites géomé- 
triques. Cette hypothèse n’est nullement évidente à priori et le seul 
moyen de la confirmer ou de l’infirmer est l’expérience. Ce que l’on 
a en vue en faisant cette hypothèse c’est la propagation des rayons 
lumineux dans le vide et non pas dans l’atmosphère terrestre où ils 
s’incurvent effectivement par suite des variations locales de l’indice 
de réfraction de l’air. Il est possible de tenir compte de ces écarts 
à la propagation rectiligne des rayons lumineux et on le fait dans les 
mesures de haute précision. 

Üne autre question vient encore à l’esprit: comment peut-on 
s'assurer que la géométrie d’Euclide est applicable dans des circons- 
tances réelles? La méthode directe que l’on peut utiliser pour 
répondre à cette question consiste à soumettre à une vérification 
expérimentale les corollaires des axiomes de la géométrie euclidienne. 
Un des corollaires est le théorème affirmant que la somme des angles 
internes d’un triangle est égale à 180°. Le célèbre mathématicien 
Gauss (1777-1855) s'est attaché, de 1821 à 1823, à mesurer avec. 
précision les angles internes d’un triangle formé par trois 
pics de montagne. Les longueurs des côtés de ce triangle étaient 
d'environ 100 km. Il en conclut qu'aux erreurs de mesure près ce 
théorème se trouvait vérifié. Cette méthode ne peut être utilisée à 
l'échelle du système solaire et à fortiori à plus grande échelle puisque, 
toutes les mesures s’effectuant sur Terre, on ne peut mesurer directe- 
ment les trois angles internes d’un triangle dont les sommets se 
trouvent, à part la Terre, sur deux planètes ou deux étoiles quelcon- 
ques. Dans ce cas nous concluons à l’applicabilité de la géométrie 
euclidienne en nous fondant sur des données indirectes — la con- 
cordance des différents résultats obtenus par la mise en œuvre de 
cette géométrie. On peut, par exemple, prédéterminer par le calcul 
le mouvement des planètes du système solaire pour plusieurs années 
et vérifier ensuite la validité des résultats. Au cas où les résultats du 
calcul seraient erronés, une des raisons èn pourrait être l'inadéqua- 
tion de la géométrie d’Euclide à des espaces d’étendue comparable 
à celle du système solaire. Par contre, l’accord entre calcul et obser- 
vation (ce qui est le cas effectivement) témoigne de ce qu’il n’y a 
pas de raison de mettre en doute la validité de la géométrie eucli- 


2=01433 


18 LA CINÉMATIQUE [CH. 1 


dienne. Sans plus nous attarder sur cette question, nous noterons 
simplement que cette géométrie ne laisse pas apparaître d'écarts 
notables dans des régions de l’espace de la taille de notre Galaxie 
(10% m) ou même de celle de la Métagalaxzie qui est la région de 
l'Univers que l’on arrive à observer à l’aide des plus puissants 
télescopes (107% m). De même il n’y a aucune raison de mettre 
en doute la géométrie euclidienne lorsqu'il s’agit d'étendues subato- 
miques, de l’ordre de 10-1 m. 

Dans les mesures de la position des corps lointains les rayons 
lumineux assument la fonction d’objets matériels constituant le 
référentiel réel. Comme on ne peut construire des tiges indéfiniment 
longues, elles ne peuvent servir à marquer les axes de coordonnées 
s'étendant loin dans l’espace. Ce rôle est alors assumé par les rayons 
lumineux qui prolongent au loin les axes de coordonnées initialement 
réalisés en tiges rigides. 

5. Ces considérations appellent à faire quelques remarques sur 
les liens entre physique et mathématiques. Les mathématiques jouent 
un rôle tellement important en physique que sans mathématiques 
celle-ci est impensable. [l importe cependant de situer correctement 
la place des mathématiques en physique; cette question nous semble 
à tel point importante que nous y reviendrons à de nombreuses 
occasions. Les mathématiques pures ont affaire à des objets et à des 
notions abstraits qui sont régis par une axiomatique. La seule condi- 
tion à laquelle doivent satisfaire les notions et les axiomes des ma- 
thématiques est celle d’être logiquement consistants. Les mathéma- 
tiques pures tirent tous leurs résultats de ces axiomes à l’aide de 
raisonnements logiques fondés sur les règles de la logique formelle. 
Il est bien évident que le contenu de ces résultats ne saurait dépasser 
le cadre des liens logiques existant entre les divers objets et notions 
des mathématiques pures. On peut dire que les mathématiques pures 
constituent une discipline logiquement cohérente. Formant un système 
clos où tout est logiquement cohérent, les mathématiques ont leur 
esthétique propre à laquelle les mathématiciens sont sensibles. 

On ne doit cependant pas perdre de vue que les mathématiques 
pures, formant de par leur rigueur même un domaine fermé sur lui- 
même, sont détachées du monde réel et ne peuvent être directement 
mises en œuvre dans d’autres sciences ou dans la pratique humaine. 
Afin que les mathématiques puissent constituer un puissant appareil 
d'étude et de description des phénomènes naturels, il faut établir 
des liens entre les objets et notions abstraits des mathématiques 
d’une part et les objets et les phénomènes naturels d’autre part. En 
physique les objets et les notions mathématiques doivent figurer 
non comme des catégories purement logiques, mais comme des 
abstractions d'objets réels ou de processus naturels. Aïnsi le point est 
l’abstraction d’un corps physique de faible étendue, la ligne droite 
est l’abstraction d'une tige rigide de faible section ou celle d’un 
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faisceau lumineux se propageant dans un milieu homogène. La 
question de la légitimité des mathématiques se réduit à celle de ses 
axiomes. Or la légitimité des axiomes ne peut être établie que par 
l'expérience. 

Il est vrai qu'on ne peut soumettre à l’expérimentation les 
objets mathématiques eux-mêmes, puisque ce sont des objets idéalisés 
que l’on ne trouve pas dans la Nature. Toute expérience porte sur des 
objets réels. La rigueur mathématique dont sont tellement satisfaits, 
et à juste titre, les mathématiciens, doit être interprétée comme la 
concordance logique des conclusions auxquelles on parvient et non 
comme une justification de ses axiomes. 

La seule rigueur mathématique ne peut suffire à la Fa ou 
toute autre science ayant affaire à des objets réels et à des phénomè- 
nes naturels. Aucune étude théorique, même si elle est mathématique- 
ment rigoureuse, ne peut être considérée comme étant physiquement 
rigoureuse, et ce pour les raisons suivantes. Premièrement, toute 
recherche ou étude se fonde sur certaines lois dont la validité est en 
dernière instance toujours vérifiée par l'expérience; or toute expé- 
rimentation et toute.mesure physique sont éntachées d'erreurs et ne 
sont effectuées qu'avec un certain degré de précision. Au-delà du 
degré de précision atteint dans une expérience, la loi physiqueÏcon- 
cernée peut cesser d’être juste. Deuxièmement, tout objet physique 
réel possède une infinité de déterminations. Il est impossible d’expli- 
citer toutes les déterminations d’un objet réel, d’une part parce 
qu’elles sont en nombre infini, et d'autre part, parce qu'on les ignore. 
En construisant ses théories, le physicien substitue aux objets réels 
leurs modèles idéalisés qui reposent sur un nombre restreint de détermi- 
nations explicites et essentielles pour traiter le problème étudié. Seule 
l'expérimentation permet de décider du choix des déterminations faites 
pour passer de l'objet réel à son modèle. C'est toujours l'expérience 
qui tranche la question de la justesse d'une théorie physique et des limi- 
tes de sa validité. Toute mise en œuvre d’une loi physique en dehors 
de son domaine de validité et d'un modèle ne spécifiant pas l’ensem- 
ble des déterminations de l’objet réel qui importent pour une étude 
donnée, conduit à des vices théoriques qui ne sauraient être corrigés 
par des raisonnements et des calculs mathématiques, aussi rigoureux 
soient-ils. 

Cette assertion importe aussi pour la pratique. Il est bien évident 
qu’une fois le modèle construit, il n’est pas interdit d'effectuer les 
calculs ultérieurs avec toute la rigueur mathématique, même si les 
lois physiques pertinentes ne sont qu'approximatives. Mais bien 
souvent le calcul rigoureux est trop encombrant et trop ardu pour 
être effectué. Le degré de précision auquel il tend est déjà dévalorisé 
par le caractère approximatif des lois physiques et par l’imperfection 
du modèle théorique servant de base aux calculs. Dans cette situa- 
tion on peut et on doit même avoir recours au calcul approché. 


2% 


20 LA CINÉMATIQUE ICE. I 


Un calcul approché est tout aussi valable qu’un calcul dit exact, 
à condition que les erreurs qu’il introduit ne dépassent pas les erreurs 
dues aux imperfections des lois physiques et des modèles théoriques. 

Nombre de notions et de découvertes que les mathématiciens 
estiment primordiales sont dénuées de sens lorsqu'il s’agit de les 
appliquer à des objets réels. Un exemple en est le nombre irrationnel. 
Dire qu’une grandeur physique a une valeur irrationnelle est un 
contresens puisqu’une telle assertion ne peut être vérifiée. Les 
nombres rationnels suffisent amplement pour représenter les résul- 
tats des mesures avec toute la précision requise. En outre, la notion 
même de grandeur physique perd toute sa signification lorsqu'on 
impose que sa mesure soit effectuée. à un degré de précision injustifié. 
Ainsi, par exemple, on ne saura plus de quoi il s’agit si on mesure 
la longueur d’une tige rigide, à un atome près. Une précision illimi- 
tée de la mesure des longueurs est en principe utile pour les segments 
de droite considérés en géométrie mais ne l’est plus pour les corps 
réels caractérisés par une structure atomique. 

6. Examinons maintenant la question de la mesure du temps. 
Tout comme les autres grandeurs physiques, on caractérise le temps 
par des valeurs numériques. Il s’agit tout d’abord de préciser par 
quelles mesures de principe on peut déterminer ces valeurs numé- 
riques ; c’est la condition nécessaire pour que ces valeurs aient une 
signification précise. 

Nous entendrons par temps dans le sens quantitatif de ce mot les 
indications d'une horloge quelconque. Il serait d'ailleurs plus exact 
de parler non du temps lui-même, mais des intervalles de temps 
séparant deux événements ou deux instants. On caractérise un inter- 
valle de temps par la différence des indications que fournit une horlo- 
ge aux instants considérés. Lorsqu'on parle du temps, sans indication 
des instants délimitant un intervalle de temps, on admet implicite- 
ment que l’un de ces instants avait été défini et choisi pour origine 
des temps. On utilise ici le terme horloge dans un sens plus large que 
dans la vie courante. Par horloge on entend tout corps ou système de 
corps qui est le siège d’un processus périodique utilisé pour mesurer le 
temps. Comme exemples de processus périodiques, on peut citer les 
oscillations d'amplitude constante d’un pendule, la rotation de la 
Terre autour de son axe par rapport au Soleil ou à une étoile, les 
oscillations d’un atome appartenant à un réseau cristallin, les oscil- 
lations d’un champ électromagnétique correspondant à une raie spec- 
trale suffisamment fine, etc. Si entre deux événements la Terre aura 
effectué, par rapport aux étoiles, une rotation complète, on dira que 
l'intervalle de temps séparant ces événements est égal à un jour 
sidéral. Si, entre les deux événements considérés la Terre aura effec- 
tué 10 rotations, l'intervalle de temps les séparant sera égal à 10 jours 
sidéraux. Si au cours d’un jour sidéral un pendule effectue près de 
86 164 oscillations, on dit que la période d’une oscillation représente 
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une seconde, etc. On doit noter la différence entre jour sidéral et 
jour solaife, qui est l'intervalle de temps pendant lequel la Terre 
effectue une rotation complète autour de son axe, évaluée par rapport 
au Soleil. Etant donné que la Terre se meut autour du Soleil sur une 
orbite elliptique et non pas circulaire, son mouvement n'est pas 
parfaitement uniforme (cf. $ 55). Il en résulte que la durée du jour 
solaire varie d’un jour à l’autre durant l’année. Par suite on utilise 
pour la mesure du temps le jour solaire moyen qui comporte 24 heures=— 
— 24.60 — 1440 minutes — 1440.60 — 86 400 secondes. 

Toute horloge doit avoir une « marche régulière ». Mais que faut-il 
entendre par marche régulière? On dit parfois que cela signifie que 
le processus périodique utilisé pour le repérage du temps doit se 
reproduire à des intervalles de temps rigoureusement identiques. Or 
cette définition ne répond pas à la question posée, car pour s’assurer 
que les intervalles de temps successifs sont égaux entre eux, on doit 
disposer déjà d’une horloge à marche parfaitement régulière. On ne. 
peut briser ce cercle vicieux qu’en introduisant une définition ad 
hoc puisqu'il n'existe a priori aucune conception d'écoulement régu- 
lier du temps. On doit donc par convention adopter une certaine 
horloge comme étalon, poser qu'elle a une marche régulière et s’en 
servir pour l’étalonnage de toutes les horloges en usage. 

En principe n’importe quelle horloge pourrait être choisie comme 
étalon. Mais ce ne serait guère raisonnable, car l'horloge choisie 
comme étalon doit être de « bonne qualité » et surtout être haute- 
ment reproductible. Cela signifie que si on construisait avec soin un 
grand nombre d'horloges étalons, toutes devraient fonctionner d'une 
façon identique, indépendamment de la date de leur fabrication. 
Par exemple, la reproductibilité des sabliers est beaucoup moins 
bonne que celle des horloges à pendule. 

Il y a peu de temps encore on utilisait comme étalon l’« horloge 
astronomique ». Pendant longtemps l'horloge de référence fut la 
Terre tournant autour de son axe par rapport aux étoiles; l'unité 
de temps fondamentale était alors le jour. Récemment on a remplacé 
la rotation de la Terre autour de son propre axe par son mouvement 
orbital autour du Soleil, avec pour unité fondamentale l'année 
tropique définie comme l'intervalle de temps s’écoulant entre deux 
passages successifs du centre du Soleil par le point équinoxial de 
printemps. Ce procédé assurait une meilleure reproductibilité, mais 
une bien meilleure reproductibilité fut atteinte après la mise au 
point d’horloges à quartz, moléculaires et atomiques. 

Ces trois types d’horloges sont des dispositifs radiotechniques 
sophistiqués. Il n’est nul besoin ici de décrire leurs principes de 
fonctionnement et les détails de leur arrangement ; il suffit d'indiquer 
que le rôle de balancier ou de pendule est assumé dans l’horloge 
à quartz par les vibrations du réseau cristallin du quartz, dans l’hor- 
loge moléculaire par les oscillations des atomes dans les molécules, 
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et dans l'horloge atomique par les oscillations d’un champ électro- 
magnétique dans l'intervalle d’étroites raies spectrales des atomes 
de certains isotopes des éléments chimiques se trouvant dans des 
conditions ambiantes bien déterminées et rigoureusement contrôlées. 
Les oscillations du dernier type sont les plus reproductibles et c'est 
pour cela que leur période fut adoptée comme unité fondamentale de 
temps, à l’aide de laquelle on détermine la seconde. La seconde est 
définie alors comme l'intervalle de temps pendant lequel le rayonne- 
ment électromagnétique, correspondant à la transition entre deux 
niveaux hyperfins de l’état fondamental de l’atome de césium 133, 
en l’absence de tout champ extérieur, effectue 9 192 631 770 oscilla- 
tions. 

La mise en œuvre des horloges à quartz, moléculaire et atomique 
a.permis de démontrer que la rotation de la Terre autour de son axe 
n'est pas parfaitement « régulière ». 

7. Pour l'unité de longueur, il en va de même que pour l’unité 
de temps. Comme il n'existe pas de corps parfaitement rigides, 
l’étalon initial du mètre, qui fut réalisé sous forme d’une tige en 
alliage platine-irridium, n’est pas suffisamment fiable. Il est exposé 
à l’action de facteurs extérieurs et sa structure moléculaire interne 
peut se modifier. Enfin il n’est nullement exclu qu’il soit détérioré 
ou égaré. Il est donc bien préférable de choisir comme unité fonda- 
mentale une longueur naturelle, parfaitement reproductible. On 
a choisi pour cela la longueur d'onde d’une étroite raie spectrale 
émise dans des conditions bien déterminées. C'est en partant d’une 
telle unité fondamentale que l’on assure la reproduction de l’unité 
pratique de longueur qu'est le mètre. Par définition, le mètre cor- 
respond à 1 650 763,73 longueurs d'onde dans le vide de la raie 
d'émission orange de l'atome de krypton-86 qui correspond aux 
transitions entre les niveaux 2p,, et 5d, de cet atome. 

Il n'est nullement exclu qu'à l'avenir nos étalons modernes de 
temps et de longueur ne puissent satisfaire à des exigences de préci- 
sion et de reproductibilité plus sévères. On remplacera alors nos 
étalons par d’autres qui seront plus stables, mais ceci ne change 
rien aux principes. 

8. Pour donner une description du mouvement, ainsi que de tout 
autre phénomène physique évoluant dans le temps, les seuls référen- 
tiels spatiaux ne sauraient suffire, et il est nécessaire de les transfor- 
mer en référentiels spatio-temporels. En principe, pour effectuer une 
telle transformation, il suffirait de répartir dans le référentiel spatial 
un nombre suffisant d’horloges immobiles ayant même rythme. 
‘On pourrait alors caractériser tout événement par le lieu où il s’est 
produit et par l'instant auquel il a eu lieu, i.e. par l’indication 
de l’horloge locale. Mais en procédant ainsi on ne peut déterminer que 
le temps local, qui est le temps en un point donné de l’espace. Or 
les temps marqués par les horloges placées en différents points de 
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l'espace ne sont pas corrélés. En principe une telle corrélation n’est 
nullement requise pour décrire les processus physiques. On pourrait 
se contenter du temps local en différents points de l’espace si on 
consentait à adopter autant de temps différents qu’il y a de points. 
La description qui en résulterait serait tellement confuse que l’on 
ne pourrait l'embrasser. Pour arriver à une description simple et 
claire, on utilisera un temps unique dans tout le référentiel spatio- 
temporel. On pourrait y parvenir en « synchronisant » les horloges 
disposées en différents points de l’espace, ce qui reviendrait à les 
régler de telle sorte qu’elles indiqueraient toutes le « même » temps. 

Il peut sembler à première vue facile de synchroniser des horloges 
réparties dans l’espace. Plaçons, par exemple, deux horloges identi- 
ques d’abord en un point À, où nous égalisons leurs indications; 
après cela transportons l’une des horloges en un point BP. Maintenant 
nos deux horloges, placées l’une en À et l’autre en B, sont synchro- 
nes. Un tel procédé de synchronisation n'aurait été correct que si les 
indications de l'horloge transportée ne dépendaient pas du procédé 
utilisé pour passer du point initial À au point final B. Pour s’en 
rendre compte il faut comparer les indications fournies par l'horloge 
transportée en ces deux points avec celles de deux horloges fixes 7 
et 2 se trouvant l’une au point À et l’autre au point B. Mais comme 
les horloges Z et 2 doivent être préalablement synchronisées, on ne 
sort pas du cercle vicieux. 

Essayons le procédé de synchronisation des horloges à l’aide de 
signaux. On peut le réaliser comme suit. À un instant arbitrairement 
choisi t,, on envoie vers B un signal contenant l'information sur 
l'heure marquée par l’horloge À. Dès que le signal parvient en P, 
‘on règle l'horloge B de manière qu’elle indique le temps tx = #4 + 
+ Tap, Tar étant la durée de transmission du signal de À en B. 
On pourrait penser que maintenant nos horloges À et B sont bien 
synchronisées. Or, pour qu’elles le soient effectivement, il nous faut 
connaître la durée TA» de transmission du signal et on ne peut la 
déterminer que si les horloges sont synchrones. Nous sommes à 
nouveau dans un cercle vicieux. Einstein a montré que pour en sortir 
il est nécessaire de définir le concept de simultanéité. La physique 
prérelativiste posait que la simultanéité des événements est absolue 
et que ce concept est parfaitement explicite. Einstein démontra que 
cette conception était erronée. Le concept de simultanéité n'est 
explicite que si les événements considérés se produisent en un même 
point de l’espace. Mais lorsqu'ils se produisent en des lieux diffé- 
rents, il faut adopter une convention spéciale pour juger quels événe- 
ments peuvent être considérés comme simultanés. De toute évidence 
la question de la simultanéité des événements se produisant en des 
points différents de l’espace est équivalente à celle de la synchroni- 
sation des horloges spatialement séparées. 

Toute solution d’un problème reposant sur une définition renfer- 
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me un certain arbitraire. C’est notamment le cas de la détermination 
de la simultanéité d'événements spatialement séparés. Le caractère 
objectif des lois de la Nature ne peut naturellement dépendre de l’ar- 
bitraire des définitions adoptées. Ces dernières ne peuvent modifier 
que la forme d’expression des lois; il convient donc d’adopter des 
définitions rendant simple et claire l'expression des lois. C’est ce qui 
nous conduit à adopter la définition de simultanéité avancée par 
Einstein dans sa théorie de la relativité. . 

Pour la synchronisation des horloges, Einstein fait appel aux 
signaux lumineux se propageant dans le vide. Le temps que met un 
signal pour faire l’aller et le retour entre À et B est égal à t — 
= Tag + TBA, TBA étant la durée de parcours de B à A. Pour 
mesurer le temps t l'horloge À suffit amplement et ceci sans aucune 
synchronisation préalable. Mais les durées tT48 et TRA ne peuvent 
être déterminées qu'après synchronisation des horloges À et B. 
Tant qu’elles ne le sont pas, on peut toujours exiger que Tag et 
TA Soient reliées entre elles à l'aide d’une certaine relation. Con- 
naissant cette relation et la valeur t = T4g + Tr4, On pourra alors 
calculer les durées t4# et Tr4. Il s'ensuit que les horloges À et B 
seront alors synchronisées et le concept de simultanéité se trouvera 
établi. Einstein pose, par définition, que Tip = TA, Ce qui revient 
à affirmer que la lumière se propage de À en B à la même vitesse que 
de B en À. Ainsi Tag = TpAa = T/2 et par conséquent {3 = ta + 
+ +/2. Pour des signaux instantanés (vitesse de propagation infinie) 
tr —=0etf, = 3. Dans le cas de signaux se propageant à une vitesse 
infiniment grande, la simultanéité des événements serait absolue. 
Or il n'existe pas de signaux instantanés. 

D'après Eïnstein, la synchronisation des horloges n'implique 
pas la détermination préalable de la vitesse de la lumière et peut être 
réalisée de la manière suivante. Soit C un point situé à mi-chemin 
entre des points À et B (immobiles l’un par rapport à l’autre). 
Déclenchons en € un éclair de lumière. Par définition, la lumière 
produite parviendra simultanément aux points À et B. Donc si 
on aura rendu identiques les indications des horloges À et B au 
moment de l’arrivée de la lumière issue de C, ces horloges seront 
synchrones. 

Toute définition doit être non contradictoire. Si on synchronise 
les horloges À et B, la troisième horloge C peut l'être soit par rap- 
port à l'horloge À, soit par rapport à l’horloge B. Les deux procédés 
doivent conduire au même résultat, sinon on se trouverait en présence 
d’une contradiction interne. On ne s’est cependant pas préoccupé de 
vérifier directement le caractère non contradictoire de la définition 
de la simultanéité donnée par Einstein, car les multiples corollaires 
établis en partant de cette définition sont logiquement consistants. 

9. La simultanéité des événements spatialement séparés, dans le 
sens de la définition d'Einstein, est relative. Cela signifie que deux 
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événements qui sont simultanés dans un référentiel donné peuvent 
ne plus l'être dans un deuxième référentiel en mouvement par rap- 
port au premier. Illustrons cette assertion par l’exemple suivant. 
Supposons qu’un référentiel S soit lié à une tige rigide AB et qu'un 
autre référentiel S’ soit lié à une tige rigide A’B' qui se meut par 
rapport à AB (fig. 4). A l'instant où les centres € et C’ des deux 
-tiges coïncident entre eux, on fait jaillir une étincelle en ce point 


Peru 
À 


Fig. 4 


de coïncidence. Etudions la propagation de cette lumière d’abord 
dans le référentiel S. En vertu de la définition de la simultanéité, 
le signal lumineux parviendra simultanément aux deux extrémités 
A et B de la première tige. Or, comme l’extrémité 4’ de la seconde 
tige se meut à l'encontre du signal et que son extrémité P’ fuit le 
signal, le signal parviendra au point 4’ plus tôt qu’au point B’. 
Ainsi l'expérience rapportée au référentiel S conduit à conclure que 
notre signal lumineux parvient simultanément aux points À et B, 
tandis que son arrivée aux points A’ et B' ne peut être simultanée: 
il parvient au point A’ plus tôt qu’au point B’. Nous aboutirons à des 
conclusions différentes si nous effectuons nos observations dans le 
référentiel S'. En vertu de la définition adoptée, le signal parviendra 
en même temps aux extrémités A’ et B', mais son arrivée au point BP 
sera en avance sur son arrivée au point À. Ces deux conclusions ne 
sont nullement contradictoires puisque dans ces deux situations la 
simultanéité est comprise dans des sens différents. Nous voyons ainsi 
que le concept de simultanéité des événements est relatif. 

10. La longueur d'un corps est elle aussi relative et dépend du 
référentiel dans lequel on la mesure. La physique prérelativiste ne se 
posait même pas la question de savoir quelle serait la longueur d’une 
tige en mouvement. La théorie de la relativité démontre que l’on 
doit distinguer strictement la longueur l, d’une tige au repos, donc 
mesurée dans un référentiel par rapport auquel elle est immobile, 
et la longueur l d'une tige en mouvement, donc mesurée dans un réfé- 
rentiel par rapport auquel elle se meut. Ces deux longueurs ne de- 
viennent égales que dans le cas limite de mouvements infiniment 
lents. On détermine la valeur de /, en appliquant à la tige, le nombre 
de fois nécessaire, un étalon unitaire au repos par rapport à cette tige. 
La détermination de / se réduit à la mesure de la distance entre des 
points immobiles. Pour ce faire, on procédera de la manière suivante. 
On commencera par repérer à un même instant par des points immo- 
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biles À et B les positions des extrémités de la tige en mouvement 
par rapport au référentiel considéré. Par définition, la longueur de la 
tige en mouvement / sera égale à la distance entre les points immobi- 
les À et B. Si on choisit un autre référentiel, du fait du caractère 
relatif du concept de simultanéité, les extrémités de la tige mobile 
ne passeront pas simultanément devant les anciens repères À et B. 
A la place des points À et B on devra repérer d’autres points 4’ 
et B’ qui seront immobiles dans le nouveau référentiel. La distance l’ 
entre les points À’ et B’ sera, d’une manière générale, différente 
de L. Il s'ensuit que, tout comme les intervalles de temps, les longueurs 
des segments de droite sont également relatives. 

11. La physique prérelativiste considérait que les intervalles 
de temps et les longueurs ne pouvaient avoir que des valeurs absolues 
et que l’on pouvait parler de la simultanéité des événements sans 
préciser le référentiel adopté pour les observer. De même on pouvait 
parler de la longueur d’un corps sans préciser s’il était au repos ou en 
mouvement par rapport au référentiel choisi. Ce point de vue était 
implicitement justifié par l’idée que la vitesse des signaux était 
illimitée. Tant que l’on étudie des mouvements lents, la vitesse de 
propagation de la lumière dans le vide peut être considérée comme 
infiniment grande. Dans cette approximation tous les effets relati- 
vistes disparaissent. Nous présenterons plus tard quelques résultats 
importants pour la physique nucléaire et la physique des particules 
élémentaires. Quant à l'exposé systématique de la mécanique relati- 
viste, nous ne l’aborderons qu'après avoir appris à connaître les 
phénomènes électriques et optiques. Cet exposé de la mécanique 
relativiste comprendra aussi une étude quantitative des problèmes 
de temps et d’espace, que nous venons d’esquisser qualitativement. 


$ 2. Description cinématique du mouvement. 
Le concept de point matériel 


1. La cinématique est la partie de la mécanique consacrée à la 
description des mouvements, abstraction faite des causes qui les 
déterminent. Pour décrire un mouvement, on peut utiliser différents 
référentiels, mais le mouvement d’un même corps apparaîtra alors 
différent suivant le référentiel choisi. En cinématique le choix d’un 
référentiel se fonde uniquement sur des considérations d’adéquation 
aux conditions concrètes dans lesquelles s'effectue le mouvement 
considéré. Aussi pour une étude du mouvement des corps terrestres 
est-il tout indiqué de lier le référentiel à la Terre et c’est ce que nous 
ferons. Lorsqu'il s’agit du mouvement de la Terre elle-mêm, il est 
commode de lier le référentiel au Soleil et ainsi de suite. En cinéma- 
tique on n’a, en principe, aucun avantage à utiliser un référentiel 
plutôt qu'un autre. Tous les référentiels sont cinématiquement équiva- 
dents. Ce n’est qu’en dynamique (partie de la mécanique consacrée à 
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l'étude des mouvements sous l'influence des forces agissant sur les 
corps en mouvement) qu’apparaissent les avantages de principe de 
certains référentiels ou plutôt de certaines classes de référentiels. 

2. En mécanique classique l’objet le plus simple dont on puisse 
étudier le mouvement est le point matériel. On entend par point 
matériel un corps macroscopique dont les dimensions sont suffisam- 
ment petites pour pouvoir être négligées dans l’étude du mouve- 
ment, ce qui revient à admettre que la totalité de la masse de ce 
corps se trouverait pour ainsi dire concentrée en un point. Il n'existe 
pas de points matériels dans la Nature, c’est donc une abstraction, 
un objet théorique — représentation idéalisée du corps réel. On peut 
se poser la question de savoir quels corps on peut assimiler à un point 
matériel dans les études de leurs mouvements. La réponse à cette 
question dépend, d’une part, du caractère propre du mouvement et, 
d'autre part, du but poursuivi par l’étude. Les dimensions absolues 
du corps importent peu, car ce qui compte, ce sont ses dimensions 
relatives, c’est-à-dire le rapport des dimensions réelles du corps à cer- 
taines distances caractéristiques du mouvement étudié. Par exemple, 
dans les études du mouvement orbital de la Terre autour du Soleil, 
on peut assimiler la Terre à un point matériel, et ce, à un très grand 
degré de précision. La distance caractéristique est dans ce cas le 
rayon de l'orbite terrestre R & 1,5:10$ km. Comme cette longueur 
est très grande comparativement au rayon de la Terre r = 6,4X 
X 105 km, lors du mouvement orbital tous les points de la Terre se 
meuvent pratiquement de manière identique. Il suffit donc de consi- 
dérer le mouvement d’un seul point, par exemple, celui du centre 
de la Terre, et d'admettre que toute la substance de la Terre est 
pour ainsi dire concentrée en ce point. Une telle approche simplifie 
grandement le problème du mouvement orbital de la Terre, sans 
que les traits essentiels de ce mouvement soient estompés. Mais cette 
approximation n’est plus valable lorsqu'il s’agit du mouvement 
de rotation de la Terre autour de son propre axe, puisqu'il est dénué 
de sens de parler de la rotation d’un point autour d’un axe lorsque 
cet axe passe par le point considéré. f 

Nous avons inclu dans la définition du point matériel la condition 
que ce point doit être un corps macroscopique. Nous avons introduit 
cette condition afin de pouvoir mettre en œuvre la mécanique classi- 
que. Cependant, dans nombre de cas, le mouvement des microparti- 
cules peut être aussi traité par la mécanique classique. C'est le cas, 
par exemple, du mouvement des électrons, des protons ou des ions 
dans les accélérateurs de particules ou dans les dispositifs électroni- 
ques et ioniques. Les microparticules peuvent alors être assimilées aux 
points matériels de la mécanique classique. 

3. En physique classique la mécanique du point matériel ou méca- 
nique du point est la base de toute la mécanique. Du point de vue de 
la physique classique, tout corps macroscopique ou tout système de 
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corps peut être subdivisé en pensée en parties macroscopiquement 
petites, en interaction les unes avec les autres. Chacune de ces parties 
peut être assimilée à un point matériel, de sorte que l’étude du mouve- 
ment d'un système de corps se trouve ramenée à celle d'un système 
de points matériels interagissant entre eux. Il est donc tout indiqué 
de commencer l'étude de la mécanique classique par celle de la 
mécanique du point matériel ; on pourra passer ensuite à l'étude du 
mouvement d’un système de points matériels. 

Choisissons un système de référence et rapportons à ce système 
le mouvement du point matériel. La description de ce mouvement 
sera complète si on connaît à tout instant la position du point par 
rapport au référentiel choisi. Par convention nous définirons la posi- 
tion du point par ses coordonnées cartésiennes x, y, z, qui sont les 
projections du rayon vecteur r sur les axes de coordonnées. Pour 
que la description du mouvement du point soit complète, il faut déter- 
miner les variations des coordonnées x, y et z en fonction du temps f: 


z=z®, y=y®, 2=2:(% (2.1) 

ou en notation vectorielle 
r=r (ft) (2.2) 
Pour établir les lois fondamentales de la mécanique, dont la connais- 
sance permettrait de déterminer par le calcul la forme de ces fonc- 


tions, on doit introduire deux nouvelles notions, la notion de vitesse 
et celle d'accélération. 


$ 3. Vitesse et accélération dans le cas d’un mouvement 
rectiligne. 
Vitesse et accélération angulaires 


1. Nous considérerons d’abord le cas particulier du mouvement 
d'un point matériel le long d'une droite que nous ferons coïncider 


0 A À 
PAL Z X 
se Ti = 
Az 
Fig. 5 


avec l’axe de coordonnées X dont l’origine se trouve au point arbi- 
traire O situé sur cette droite (fig. 5). La position du point matériel 
est alors déterminée par une seule coordonnée 


z = x (6). (81) 


Soit À, la position du point à un instant {. Sa coordonnée sera alors 
% = t(t). À un instant ultérieur le point matériel occupera la posi- 
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tion A de coordonnée x, = x (t + At). Pendant l'intervalle de 
temps Af le point matériel parcourt sur la droite un trajet Ax = 
= To — 2% = t(t + At) —zx(#). Ce trajet sera considéré comme 
positif si le point se déplace vers la droite et il sera négatif si le 
point se déplace vers la gauche. Le rapport du chemin Az parcouru 
par le point à l'intervalle de temps At est désigné sous le nom de 
vitesse moyenne du point matériel entre les instants t et t + At. Par 
définition la vitesse moyenne est égale à 


A At) (6 
Vmoy = 47 = EAN ED, (3.2) 


Une telle définition de la vitesse moyenne reste valable quelle que 
soit la valeur de Af; on doit cependant en exclure la valeur At = 0, 
püisqu’alors la vitesse moyenne serait égale à 0/0, ce qui n’a pas de 
sens. Mais l’intervalle de temps At peut devenir aussi petit que l’on 
veut, sans devenir égal à zéro. La vitesse moyenne dépend en général 
non seulement de f, mais aussi de Af. Considérons { comme fixe et 
prenons des intervalles de temps Af de plus en plus petits en les fai- 
sant tendre veis zéro ; simultanément le chemin Ax parcouru par æ 
point tend lui aussi vers zéro. L'expérience montre que le rapport à _. : 
tend alors vers une limite bien déterminée qui ne dépend plus que 
de t. Gette limite est la vitesse vraie du point matériel à l'instant t: 
v= lim, = lim 26H02, (3.3) 
At-0 At->0 

Des limites telles que (3.3) se rencontrent souvent en mathéma- 
tiques et dans leurs applications. En mathématiques la limite définie 
par une formule de la forme (3.3) porte le nom de dérivée de la fonc- 
tion x(f) par rapport à la variable f. La dérivée par rapport au 


temps est désignée par le symbole z (t) ou dx/dt. Ainsi on a par dé- 
finition 
2=Ÿ = lim 2. (3.4) 


La notion de dérivée est la notion fondamentale du calcul différentiel. 

Mettant en œuvre cette notion, on dira que la vitesse vraie (ou instan- 

tanée) v est la dérivée de la coordonnée x par rapport au temps ou 

encore la dérivée par rapport au temps du chemin s parcouru par le 
mobile : 

; dx ds 

U=XT—= pra ny: . (3.5) 

La vitesse d’un point matériel dépend en général du temps: 

vu = v(t). La dérivée de la vitesse par rapport au temps porte le 

nom d'accélération du mobile que l’on désignera par a. Par définition 
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de l'accélération du mobile 


dv ° 
= =V((), (3.6) 
ou bien x 
7. Av .… v(é+At)—v(t) 
RE un A ju 


La dérivée (3.6) est la dérivée seconde de la coordonnée x par rapport 
au temps, que l'on représente par les symboles 


(3.8) 


En mécanique et d’une manière générale en physique, on justifie 
l'existence des dérivées première et seconde de la coordonnée par 
rapport au temps non par des raisonnements, mais par voie expéri- 
mentale, 


2. Considérons quelques exemples simples. 

Exemple 1. x=— const, ce qui signifie que la coordonnée x est inva- 
riable dans le temps. Le point matériel est donc immobile, et l'accroissement 
Az de la coordonnée est nul. Les vitesses moyenne et vraie du point sont nulles: 


ere 0. Ainsi la dérivée d’une quantité constante est nulle. 
Exemple 2. x — Bt+ C, où B et C sont des coefficients constants. 
On dit alors que la coordonnée x est une fonction linéaire du temps t. Il est évi- 
dent que 
z+Az=B(t+At)+C=(Bt+C)+BAt, 
Az 


Ax= BAt, moy = 47 — B. 


La vitesse moyenne est constante et égale à B. Par suite la vitesse vraie est elle 
aussi constante et égale à la vitesse moyenne: 


dx 
U—= = Vmoy = Be 


Un mouvement à vitesse constante est dit uniforme. En désignant par x, la 
coordonnée initiale x à l'instant : — 0, on a évidemment x, = C. Le chemins 
parcouru par le point est déterminé par l'accroissement de la coordonnée: 
s = x — 29 = Bt, soit 

s = vt. 

Exemple 3. x — A+ Bt+ C, où À, B et C sont des coefficients 
constants. On dit que dans ce cas la coordonnée x est une fonction quadratique 
du temps t. Il est évident que 
æ+ Az=A(t+ AP+B(t+ AD +C—= 

= (AB + Bi+ C) + (241 + B) At+ À (At}, 


A 
moy = = (2At+ B)+ AAt. 


Nous voyons que la vitesse moyenne moy dépend non seulement de t, mais 
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aussi de At. À la limite, lorsque At->0, le terme AAt s'’annule et la vitesse 
vraie du mobile a pour expression 


= 2At+TB. 


Comme la vitesse vraie est une fonction linéaire du temps t, par différentiation 
de cette fonction on obtient pour l'accélération une valeur constante: 


dv 
a= 7, — 24. 


Le mouvement à accélération constante est appelé mouvement uniformément 
accéléré. La constante À est égale à la moitié de l'accélération: À = + Déga= 


geons maintenant la signification physique des constantes 2 et C. Pour t= 0 
nous tirons de nos formules v — B. La vitesse du mobile à l'instant {= 0 
s'appelle vitesse initiale et on la désigne par v,. Il s'ensuit que la constante B 
est égale à la vitesse initiale v,: B = v,. On démontrera de la même façon que 
la constante C représente la coordonnée initiale du mobile: C = x,. En intro- 
duisant ces quantités on peut écrire 


2 at2Ævot+xo, v—at+v. 
Le chemin parcouru par le mobile s = x — ro, soit 
À at? + Vote 


A titre d'exemples de mouvements uniformément accélérés, nous citerons 
la chute libre d’un corps ou le roulement d’un corps sur un plan incliné en l’ab- 
sence de frottement. 


3. Par analogie avec les notions de vitesse et d'accélération 
linéaires, on introduit la vitesse et l’accélération angulaires qui se 
rapportent au cas du mouvement d’un point 
matériel le long d’une circonférence. La po- 
sition du point M sur la circonférence peut 
être définie par l’angleæ que forme le rayon 
vecteur OM avec une direction fixe OX 
(fig. 6). La dérivée par rapport au temps 
de cet angle 


s'appelle vitesse angulaire. La rotation est 
dite uniforme si la vitesse angulaire © est 
constante. Dans ce cas & = œt + const. Fig. 6! 

Dans le cas d’un mouvement circulaire uni- 

forme la quantité w porte aussi le nom de fréquence angulaire ou 
de pulsation. La quantité v — w/(2x), qui est égale au nombre de 
tours par unité de temps, s'appelle fréquence de rotation. La quan- 
tité T = 1/v est la durée d’une rotation et porte le nom de période 
de rotation. 
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La dérivée première de la vitesse angulaire © ou la dérivée se- 
conde de l’angle & par rapport au temps est l'accélération angulaire: 


= 10 - da 
D — due 


En désignant par s la longueur de l'arc X M de la circonférence, 
d?s 
dt 
la vitesse linéaire et l’accélération linéaire d’un mobile se dépla- 
çant le long d’une circonférence. Si r est le rayon de la circonférence, 
on a s = r@. En dérivant cette relation par rapport au temps, on 
trouve 


Îles dérivées de s par rapport au temps: v = E et a — représentent 


L2 
v—=or et a—=oœor. 


$ 4. Vitesse et accélération dans le mouvement curviligne 


1. On généralise aisément les notions de vitesse et d'accélération 
au cas du mouvement d’un point matériel le long d’une trajectoire 
curviligne. Nous définirons la position du point mobile sur la tra- 
‘jectoire par le rayon vecteur r le reliant à un point fixe O qu'on 


Fig. 7 


grend par convention pour origine des coordonnées (fig. 7). Posons 
qu’à l'instant t le point matériel se trouve dans la position M définie 
par le rayon vecteur r = r (t). Au bout d’un court intervalle de 
temps At il se trouvera dans la position M, définie par Le rayon vec- 
teur r, = r (t + At). Lors de ce déplacement le rayon vecteur prend 
un accroissement déterminé par la différence géométrique Ar — 
= r, —+r. La quantité 


Fe 
Pmoy = = CE TO (4.1) 
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f 

est la vitesse moyenne de mouvement pendant l'intervalle de temps At, 
compris entre les instants t et t + At. C’est une grandeur vectorielle 
puisqu'elle s'obtient en divisant le vecteur Ar par le scalaire At. 
La direction de la vitesse moyenne moy Coïncide avec celle de la cor- 
de MM,, donc avec celle de Ar. 

La limite de la vitesse moyenne pour At —+ 0, qui est la dérivée 
du rayon vecteur r par rapport au temps 


Spa ee fn en 
D=r= +5 (4.2) 


est la vitesse vraie du point matériel. La vitesse vraie est un vecteur 
dirigé le long de la tangente à la trajectoire du point mobile. 

On définit de même l'accélération dans le mouvement curviligne. 
L'accélération a est un vecteur qui est égal à la dérivée première du 
vecteur vitesse v ou à la dérivée seconde du 
rayon vecteur r par rapport au temps: 


: dv 5 Av 
PRE is (4.3) & 
. dà 
a =r (t) = : (4.4) 4 


2. Il existe une analogie formelle entre 
la vitesse et l'accélération. Par un point O, 
fixe arbitraire, on mène des vecteurs équipol- 
lents aux vecteurs vitesse v du point mobile à 
tous les instants (fig. 8). Le lieu géométrique Fig. 8 
des extrémités des vecteurs équipollents est 
une courbe appelée hodographe du mouvement. Lorsque le point 
mobile décrit sa trajectoire, l'extrémité des vecteurs équipollents 
aux vecteurs vitesse de ce même point se déplace le long de l’hodo- 
graphe. Aussi les courbes des figures 7 et 8 ne se distinguent l’une 
de l’autre que par les notations utilisées. Sur la figure 8 le vecteur 
vitesse v remplace le rayon vecteur r de la figure 7, de même l’extré- 
mité du vecteur vitesse prend la place du point mobile, et l'hodogra- 
phe celle de la trajectoire. Les opérations mathématiques sur le rayon 
vecteur r que l’on effectue pour calculer la vitesse du mobile sont 
identiques à celles que l’on applique au vecteur vitesse v pour calcu- 
ler l’accélération. Du point de vue des mathématiques, la significa- 
tion physique que peuvent avoir les grandeurs figurant dans le cal- 
cul ou les symboles par lesquels on les dénote importent peu. Pour 
calculer la vitesse v du mobile, il faut dériver le rayon vecteur r 
et pour calculer son accélération on prendra la dérivée du vecteur 
vitesse v. Comme la vitesse v est portée par la tangente à la trajectoi- 
re, l'accélération a sera portée par la tangente à l’hodographe. 11 s'en- 
suit que toutes les relations et tous les théorèmes que l'on peut établir 


8-01433 
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pour la vitesse resteront valables pour l'accélération, à condition toute- 
fois d'y effectuer les substitutions suivantes: 


Point mobile + Extrémité du vecteur vitesse 
Rayon vecteur — Vecteur vitesse 
Trajectoire — Hodographe 
Vitesse — Accélération 


3. A titre d'exemple simple déterminons l'accélération d’un point 
en mouvement uniforme sur une trajectoire circulaire de rayon r 
(fig. 9, a). La vitesse v est dirigée le long de la tangente au cercle 
et a pour valeur 


v=wr=27, (4.5) 


L’hodographe sera un cercle de rayon v (fig. 9, b). Lorsque le 
point matériel M décrit dans le temps 7 le cercle de rayon r, l’extré- 
mité du vecteur vitesse À tourne dans le même sens et parcourt un 


Fig. 9 


cercle de rayon v dans le même temps 7. Aux positions successives 
M;, M;,, M3, M, du mobile sur la trajectoire correspondent les 
positions À, A,, A3, À, de l'extrémité du vecteur v sur l’hodogra- 
phe. L’accélération a est dirigée suivant la tangente à l’hodographe, 
qui est un cercle de rayon v, et vers le centre O de la trajectoire circu- 
laire du mobile M. Par analogie avec la formule (4.5) la valeur de 
l'accélération s'exprime par la formule 


ao ut (4:6) 
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C'est la formule bien connue de l'accélération centrale qui sous forme 
vectorielle s'écrit 
a = —or. (4.7) 


Le signe moins indique que les vecteurs a et r sont de sens opposés, 
l'accélération a étant dirigée vers le centre de la trajectoire circu- 
laire du point mobile. Pour toute position du point mobile on peut 
exprimer son accélération par l’expression 


a = n, (4.8) 


. AS 


où » est le vecteur unitaire de la normale à la tra- 
jectoire circulaire, pointant vers le centre O (voir 
fig. 9, a). 

En vue des généralisations auxquelles nous pro- 
céderons plus tard, nous représenterons le vecteur 
vitesse sous la forme v — vs, s étant un vecteur 
unitaire de la tangente au cercle. Le facteur v dé- 
termine la valeur numérique (le module) de la vitesse 
et le facteur s détermine sa direction et son sens. | 
Pour un mouvement circulaire uniforme, le module Fig. 10 
v de la vitesse est constant, seule varie la direc- 
tion du vecteur unitaire s. On ne doit donc dériver que ce vecteur 8, 
de sorte que a = v ds/dt. Comparant cette expression avec (4.8) on 
trouve 


Mr (4.9) 

Désignons par ds la longueur du.chemin parcouru par le point 
mobile (sur une trajectoire circulaire) dans l'intervalle de temps dt, 
C’est une quantité positive égale à ds = v dt; par suite la formule 
(4.9) peut s'écrire 


a = re (4.10) 


Cette dernière formule ne renferme aucune quantité cinématique 
puisque n’y figurent que des quantités géométriques caractérisant 
le cercle. On peut donc l’établir par une construction purement 
géométrique sans avoir recours aux concepts de la cinématique, 


Cette formule détermine la dérivée du ee unitaire s de la tan- 
gente à un arc de cercle. Les vecteurs s et % | ou a) sont orthogo- 


naux parce que le module de s est étant. et seule sa direction 
varie. Le triangle que l'on construit avec les vecteurs s, s + As 
et As (fig. 10) est un triangle isocèle. Lorsque l'élément d'arc As 
tend vers zéro, l'angle 4 ne a tend aussi vers zéro. Par suite 


la direction du vecteur R © devient, à à la limite, normale à celle dû 


3° 
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vecteur s. Cette propriété n’est pas certes une propriété spécifique 
du vecteur unitaire s. La dérivée de tout vecteur À de longueur 
<onstante par rapport à toute variable scalaire est un vecteur normal 
au vecteur À. 

4. On peut généraliser la formule (4.10) à toute courbe diffé- 
rentiable. Conservons la notation s pour désigner le vecteur unitaire 
de la tangente à la courbe, et la notation ds pour l’élément d’arc de 
cette courbe. La dérivée ds/ds est un vecteur normal à la concavité 
de la courbe, Cette dérivée peut être exprimée par la formule (4.10) 
en supposant que la quantité 1/r est un facteur de proportionnalité 
entre les vecteurs ds/ds et n. Cette formule exprime simplement le 
fait que la dérivée ds/ds est un vecteur normal à la courbe. Par ail- 
leurs cette formule permet de définir deux nouvelles notions: le 
facteur {/r et le vecteur unitaire #. La quantité Â/r est la courbure 
de la courbe, r est le rayon de courbure et le vecteur # est le vecteur 
unitaire de la normale principale à la courbe. On pose que la courbure 
1/r est une quantité essentiellement positive et par suite le vecteur 
unitaire n est toujours dirigé dans la concavité de la courbe. Cette 
terminologie est justifiée par ce qu'intuitivement dans toute étude 
de courbure on peut assimiler un arc élémentaire de courbe à un arc 
de cercle. Cette approximation est d'autant plus valable que l’élé- 
ment d’arc Âs est petit. Pour un cercle la courbure {/r est constante 
en tout point. Pour une courbe différentiable de forme arbitraire, 
la courbure varie d’un point à l’autre et par suite varient sans discon- 
tinuité la direction et le sens du vecteur unitaire # de la normale 
principale. La formule cinématique (4.9) reste valable pour décrire 
le mouvement d’un mobile le long de toute courbe, que la vitesse v 
soit constante ou varie avec le temps. En effet la formule (4.10) se 
déduit de (4.9) en posant ds = v dt. 

On sait que toutes les courbes se subdivisent en courbes planes et 
en courbes gauches. Si tous les points d’une courbe se trouvent dans 
un seul et même plan, on dit que la courbe est plane, mais si les 
points de la courbe se situent dans des plans différents, on dit que la 
courbe est gauche. Le cercle, l’ellipse, l’hyperbole, la parabole, la 
sinusoïde, etc., sont des courbes planes. Quant à l’hélice, c’est une 
courbe gauche. On appelle plan osculateur à une courbe le plan défini 
par la tangente et la normale principale au point considéré de la 
courbe. Dans le cas d’une courbe plane, le plan osculateur se confond 
avec le plan de la courbe elle-même. La notion de plan osculateur se 
déduit des considérations intuitives suivantes. Il est bien évident 
qu'aucun élément d'arc fini d’une courbe gauche ne peut être conte- 
nu dans un plan. Plus l’élément d’arc est petit, plus l'erreur que l’on 
commet en l’ajustant à un plan est petite. C’est ainsi que l’on arrive 
à la notion approchée du plan osculateur. Cette représentation intui- 
tive peut aboutir à une définition exacte par un passage à la limite. 
Soit M un point arbitraire de la courbe (fig. 7) et soient MC la tan- 
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gente à la courbe en M et MM, une corde. Ces deux droites définis- 
sent un plan CMM,. Si on rapproche indéfiniment le point M, du 
point M, ce plan tend vers une position limite qui est précisément 
le plan osculateur. La normale au plan osculateur en M est appelée 
binormale à la courbe en ce point. 

5. Dans le cas d’une rotation uniforme du point mobile le long 
d'un cercle, l'accélération est dirigée vers le centre du cercle, donc 
normalement à la trajectoire. Quelle que soit la forme de la trajectoi- 
re, l'accélération du mobile sera normale à la trajectoire si le module 
de sa vitesse est constant. Voyons ce qui se passera si le module de 
la vitesse varie le long de la trajectoire. Ecrivons le vecteur vitesse 
scus la forme v = vs. Appliquant à cette égalité la règle de dériva- 
tion d’un produit, nous obtenons 


d dv ds 
a (vs) = S+vr, 


et en tenant compte de (4.9) 
a=® 5} n. (4.11) 


Ce résultat montre que le vecteur accélération a est contenu dans le 
plan défini par les vecteurs s et n et ce plan est le plan osculateur. Le 
vecteur a n'a pas de composante suivant la binormale à la trajectoire. 
Dans le cas général le vecteur a forme un angle avec la trajectoire. 
Le premier terme figurant dans (4.11) 


a=—S (4.12) 


est un vecteur porté par la tangente à la trajectoire; on l’appelle 
accélération tangentielle. Le deuxième terme 


An = n (4.13) 


est un vecteur porté par la normale principale et dirigé vers la con- 
cavité de la trajectoire ; on l'appelle accélération normale. Ainsi, dans 
le cas général, l'accélération a peut être représentée sous forme de la 
somme géométrique de l'accélération normale et de l'accélération tan- 
gentielle : 

a = & + Ane (4.14) 


L'accélération tangentielle ne fait varier que le module de la vitesse, 
tandis que l'accélération normale ne fait varier que sa direction. 

La figure {1 illustre la décomposition de l'accélération totale 
d’un point mobile en accélérations tangentielle et normale. Soit vw 
la vitesse du point mobile se trouvant en M à l'instant t. À un ins- 
tant ultérieur # + Af, la vitesse du mobile se trouvant en M, (non 
indiqué sur la figure) sera v, — v + Av. Menons par un même point 
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M les deux vecteurs v et v, et décomposons l'accroissement Av de 
la vitesse en deux composantes: la composante Av, dirigée suivant 
le vecteur v et la composante Av, dirigée suivant la normale à ce 
vecteur. À mesure que Af diminue les rapports ee et Sex tendent 
vers des limites déterminées. La limite du premier rapport est l’accé- 
lération tangentielle et celle du second est l'accélération normale. 


Dans les calculs de la vitesse d’un point mobile, l'élément d’arc 


M v Av, 


Fig. 11 


infiniment petit de la trajectoire peut être remplacé par un segment 
de droite infiniment court dont la direction est celle de la tangente 
à la trajectoire au point considéré. Cette approximation n’est plus 
utilisable dans les calculs de l'accélération. Les considérations qui 
précèdent montrent cependant qu'un élément d’arc de la trajectoire 
infiniment petit peut être remplacé par un arc de cercle qui est 
contenu dans le plan osculateur et dont le rayon est égal au rayon de 
courbure de la trajectoire au point considéré. Cette approximation 
devient inacceptable pour le calcul des dérivées supérieures du rayon 


.… se . 


vecteur: r, r, etc. 


PROBLÈMES 


4. Soit une bille qui, animée d’une vitesse horizontale v, tombe d'une 
bauteur 4 sur une plaque horizontale. Le choc de la bille contre la plaque s’ac- 
compagne d'une perte de vitesse (le rapport de la composante verticale de la 
vitesse après le cho à sa valeur avant le choc est une constante a). 

Calculer à quelle distance x du point de chute la bille ne rebondira plus. 
On suppose qu’il n’y a pas de frottement, ce qui implique que la composante 
horizontale de la vitesse de la bille ne varie pas. 

Réponse: r=v 2e. 

2. Soit un point qui se meut sur un plan; les coordonnées cartésiennes du 

point mobile sont définies par les équations 


æ—= A cos ot, y — B sin ot, (4.15) 


A, B et © étant des constantes. Déterminer la trajectoire du point mobile et 
son accélération. : | 

Solution. En éliminant le temps t entre les équations (4.15) on trouve 

a? y? 


Ætpt 
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Le point se meut le long d’une ellipse. Son rayon vecteur est.r = xè + yj et 
son accélération est à — xi + yj. Différentions deux fois les équations (4.15) 


Pis &A sin @t, z=— — ©24 cos @t= — 2x, 
y—=0B cos ot, y— — @2B sin ot—= — o?y. 
Par conséquent 
ca = —@ (xi + yj) = —wr, (4.16) 


L'accélération est dirigée vers le centre de l’ellipse et est proportionnel à r.… 
Dans le cas particulier où À = B, l’ellipse se réduit à un cercle et la/formule 
(4.16) sa ramène à la formule connue de l’accélération centrale d’un mouve- 
ment circulaire uniforme. 

3. Déterminer la relation existant entre le jour solaire moyen et le jour 
sidéral. L'année sidérale qui est l'intervalle de temps séparant deux passages 
consécutifs du Soleil par le même point de son orbite apparente comporte 


pi) 


Fig. 12 Fig. 13 


365,2564 jours solaires moyens. (On doit distinguer année sidérale et année 
tropique qui est l'intervalle de temps séparant deux équinoxes de printemps 
consécutifs et qui comporte 365,2422 jours solaires moyens). 

Solution. Supposons que dans la position 1 de la figure 12 le plan AB 
du méridien terrestre passe par le centre C du Soleil et une étoile D se trouvant 
à l'infini. Lorsque la Terre, du fait de son mouvement orbital, se trouvera dans 
la position 2, le plan du méridien considéré aura tourné d’un angle & par rap- 
port à la direction qui la relie à l'étoile et d’un angle $ par rapport à la droite 
qui la relie au centre du Soleil. Les angles & et B peuvent devenir supérieurs 
à 2x, mais ils satisfont toujours à la relation & — $ + y, où y est l’angle entre 
les pointages du centre du Soleil dans les positions 7 et } Au bout d’une année 
sidérale, lorsque la Terre viendra se replacer dans le plan initial 1CD, l’angle 
y deviendra égal à 2x et par suite dans cette position &« — fi + 2x. À cet inter- 
valle de temps correspondent Naia = œl2n jours sidéraux et No — B/2x jours 
solaires moyens. Par suite Nsig = Nso1 + 1. Si on dénote par Ta la durée 
du jour sidéral et par Tor la durée du jour solaire moyen, il est évident que 
NaiaTsià = Nsol*Tsol, Puisque ces deux produits représentent tous deux 
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l’année sidérale. A l'aide de l'égalité Na = Nso1 + 1 on trouve 


- _  Nsol : ce. 1 
Ladere pa Tsol: Tso1— Tsid — Nsoi +1 Tsol- 


En y portant Teoy = 24-60-60 — 86 400 s, Nsoi = 365,2564 on obtient: 
Tsot — Taid = 235,9003 s & 236 5, Tia & 86 164 s. 


On notera que pour ce calcul il n’a pas été nécessaire de supposer que le mouve- 
ment de la Terre sur son orbite est uniforme. 

4. Déterminer la vitesse de déplacement de l’ombre de la Lune sur la sur- 
face terrestre pendant une éclipse totale du Soleil, 

Solution. Admettons pour simplifier que l’éclipse est observée à 
l'équateur et que l'axe terrestre est Lo Te aux plans des orbites du 
Soleil et de la Lune. Nous considérons la vitesse de la lumière comme étant 
infiniment grande comparativement à toutes les autres vitesses figurant dans 
notre problème. Supposons qu'à un instant donné la droite reliant le Soleil 
et la Lune soit perpendiculaire à la surface terrestre au point d'observation À 
(£ig. 13). Nous pouvons admettre qu’au voisinage du point À la surface de la 
Terre est plane. Nous effectuerons nos calculs en adoptant un référentiel par 
rapport auquel la Terre est au repos. Soient os et or les vitesses angulaires du 
Soleil et de la Terre autour du centre de la Terre, Rs et RL leurs distances jus- 
qu’au centre de la Terre et enfin r le rayon de la Terre. En une seconde le Soleil 
et la Lune se déplaceront d’Est en Ouest d’une distance : SS’ — wsRs et LL’ — 
= @LRr. En reliant par une droite les nouvelles positions du Soleil et de la 
Lune, nous trouverons que le bord de l'ombre de la Lune se déplace sur la sur- 
face terrestre dans le sens ouest-est d’une distance v — A4’. Cette distance est 
la vitesse du mouvement de l’ombre de la Lune. Il ressort de la figure 13 quë 


D ET 
osRs OS ” Rs? 


puisque la distance Terre-Lune est petite par rapport à la distance au Soleil 
on peut poser OS = Rs. Par conséquent v = wsx. Pour trouver x nous pren- 
drons les rapports 


osRs _ SS' _ OS 
&LRL LE OL! 


En posant OS = Rs, OL = Ry, — x —r, nous trouvons l'équation pour zx: 


La vitesse de déplacement de l’ombre de la Lune de l’ouest vers l’est est donc: 
v = Ogt = (Og—@r)Rr —Osr. 


Nous avons &s = , ®8S — OL = , avec T; — 86 400 s — durée du 
J mo 


is 
jour solaire et Tmois — 29,6 T; — durée d'un mois. Utilisant ces relations et 
portant les valeurs numériques R,, = 3,8 105 km, r — 6400 km, nous obtenons 


2ñrR1, 2nr 
= ——— =0,47 km/s. 4.17 
6 Tmois T; ) 


Pour mieux apprécier la signification de ce résultat, il convient de passer 
dans le référentiel par rapport auquel le Soleil est immobile. En posant que le 
Soleil se trouve à une distance infinie, nous pouvons négliger le mouvement du 
centre de la Terre et ne tenir compte que de sa rotation autour de son propre 
axe et du mouvement de la Lune autour de la Terre. La Lune parcourt son 
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orbite dans le sens ouest-est à une vitesse v, — . Si la Terre ne tournait 


, imois. 
pas autour de son axe, l'ombre de la Lune se déplacerait sur la surface terrestre 
à la même vitesse et dans le même sens. Mais comme elle tourne, ses points 


L ; " à 2sr 
équatoriaux se meuvent dans le sens ouest-est à la vitesse ur — Te Pour trou- 


ver la vitesse de l’ombre lunaire on doit soustraire cette dernière quantité de 


v,, Ce qui est fait dans la formule (4.17). 


$ 5. Limites de validité de la description classique du mouvement 


En mécanique classique on caractérise, à tout instant, l'état de 
mouvement d'une particule par sa position (coordonnée x pour le 
mouvement rectiligne) et par sa vitesse v. À la place de la vitesse on 
peut utiliser également l'impulsion p = mv, grandeur égale au pro- 
duit de la masse de la particule m par sa vitesse *). L'image d’une 
particule élémentaire est le point géométrique qui décrit dans le 
temps une trajectoire continue. On démontre en mécanique quantique 
que ce procédé de description du mouvement a en principe une ap- 
plication limitée. Il est encore prématuré de s'engager dans une dis- 
cussion de cette question, mais on peut donner ici un exposé succinct 
du résultat fondamental auquel conduit la mécanique quantique, 
sans le justifier d'aucune manière. 

Selon la mécanique quantique, l’état d'une particule ne peut être 
caractérisé à aucun moment par les valeurs précises de sa coordonnée 
et de son impulsion instantanées. Si on connaît, pour un certain état 
de la particule, la valeur de sa coordonnée avec une incertitude ôx 
et celle de son impulsion avec une incertitude ôp, il est impossible 
de rendre simultanément ces deux quantités aussi petites que l’on 
veut, car elles sont liées l’une à l’autre par la relation 


ôx-ôp > h, (5.1) 


où h est une constante universelle appelée constante de Planck (1858- 
1947). Cette constante joue un rôle de premier plan dans tous les 
phénomènes quantiques; sa valeur numérique est 


h = 6,63.10?7 erges. (5.2) 


La relation (5.1) exprime le principe d'incertitude de Heisenberg 
(né en 1901) qui fixe une limite de principe à la précision d’une mesu- 
re simultanée de la coordonnée et de l’impulsion d’une particule; 
cette limite ne peut être dépassée par aucun perfectionnement des 
appareils et des procédés de mesure. Il ne s’agit pas ici des erreurs 
de mesure, car c'est une manifestation de la nature des particules 
réelles dont les caractéristiques instantanées de mouvement ne se 
laissent pas déterminer par le procédé classique, c’est-à-dire par des 


*) Nous supposons que le lecteur est déjà familier avec le concept de masse, 
Les concepts de masse et d’impulsion sont interprétés en détail au $ 10. 
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valeurs exactes de leurs coordonnées et impulsions. Les particules 
ont un comportement plus compliqué que celui des points matériels 
de la mécanique classique. L'image classique du mouvement suivant 
des trajectoires continues ne reflète qu'approximativement les lois 
de la Nature. Les limites de validité de la mécanique classique sont 
fixées par la relation d'incertitude (5.1) selon laquelle l’état de 
mouvement d'une particule ne peut être décrit à un instant donné 
par des valeurs parfaitement exactes de sa coordonnée et de sa vitesse. 
Les indéterminations de ces grandeurs doivent satisfaire à la condi- 
tion 


6x-môv > h. (5.3) 


Pour des corps macroscopiques le procédé de description classique 
me saurait être mis en doute. Supposons, par exemple, qu’il s'agisse 
du mouvement d’une bille ayant une masse m — 1 g. Dans les 
<onditions usuelles la position de la bille peut être déterminée à 0,1 
ou 0,01 mm près. Plus généralement il serait dénué de sens de vouloir 
préciser la position de la bille avec une précision inférieure à la 
dimension de l’atome. On posera donc ôx = 10-8 cm. L'application 
de la relation d’incertitude (5.1) donne alors 


6,63-10-27 
1078 


Comme les quantités ôx et ôv sont toutes deux et simultanément 
très petites, on en conclut que le procédé classique est pratiquement 
utilisable pour la description du mouvement des corps macroscopi- 
ques. Ïl en va tout autrement avec les phénomènes atomiques qui 
impliquent des particules de très petites masses et se produisent 
dans de très petites régions de l’espace. Considérons, par exemple, le 
mouvement de l'électron dans l'atome d'hydrogène. La masse de 
l'électron est m — 9,11.10#8 9. L'erreur commise dans la détermi- 
nation de la position de l’électron ne doit pas être supérieure à la 
dimension de l'atome, donc on doit avoir ôx << 108 cm. On tire 
alors de la relation d'incertitude 


h___ 6,63.10-27 | 
ue môx =gjio moe © 7-10 cm/s 


ôv > = 10718 cm/s 


L'incertitude sur la valeur de la vitesse est déjà plus grande que la 
vitesse de l’électron au sein de l'atome, qui est égale à 108 cm/s. 
Dans cette situation la description classique du mouvement est 
dénuée de sens. 


$ 6. Sur la signification de la dérivée 
et de l’intégrale en physique 


1. Le procédé de passage à la limite (3.4) qui sert à définir la 
dérivée porte le nom de dérivation. La notion de dérivée est d’un 
emploi courant en mécanique et dans les autres domaines de la physi- 
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que. C'est précisément l’étude du problème de la détermination de la 
vitesse d’un mouvement arbitraire qui a conduit Newton à définir 
la notion de dérivée; Newton et Leibniz (1646-1716) sont les fonda- 


teurs du calcul différentiel et intégral. La notation = de la dérivée 


fut introduite par Leibniz. En mathématiques le ns _ doit 


être pris comme une entité et non comme le rapport de deux accrois- 
sements « infiniment petits » dx et dt. La signification de la dérivée 


z = & est définie par la relation (3.4). Pour arriver à la ne. 


on commence par former le rapport des accroissements finis ee Aë 
étant différent de zéro. Ensuite, mettant en œuvre des transforma- 
tions convenables de ce rapport ou tout autre moyen, on doit déter- 
miner la limite de ce rapport. Mais on ne peut en aucun cas concevoir 
qu'on effectue d’abord un passage à la limite de Ax et de Af aux 
AUARTRES «infiniment petites » dr et dt et qu'après on forme le rap- 


port © ; de ces différentielles, Néanmoins c’est cette approche qui 


était . vigueur tout au début du développement du calcul diffé- 
rentiel ; notons qu’elle ne peut satisfaire à la condition de clarté des 
concepts mathématiques et est complètement dénuée de sens, bien 
que l’on puisse déterminer les différentielles dr et dt de manière 


que leur rapport devienne égal à la dérivée z. En mathématiques on 
définit la différentielle dt comme un accroissement arbitraire de la 
variable ft, et la différentielle dx de la fonction par la relation dx — 


= x dt. Avec cette dernière définition l’assertion que la dérivée 
est le rapport de deux quantités finies dx et dt devient évidente, 
puisque c’est une autre manière d'exprimer une notion. La notion 
primaire est toujours celle de dérivée et non de la différentielle. 

Néanmoins dans les applications des mathématiques à la physi- 
que, on doit tenir compte de ce que la connaissance des grandeurs 
physiques résulte en fin de compte de mesures concrètes qui sont 
toutes entachées d'erreurs et perturbent l’évolution naturelle des 
phénomènes. C’est cette circonstance qui, en toute rigueur, ne permet 
pas de mettre en œuvre le passage à la limite Af — 0, Ax — 0, qui 
en mathématiques conduit à la définition de la dérivée. Supposons, 
par exemple, que l’on cherche à mesurer la vitesse dans l’air d’une 
balle tirée par une arme à feu. Il s’agit de mésurer la distance Ax 
que parcourt la balle dans l'intervalle de temps Af. Si on prend un 
intervalle de temps Af trop long, la vitesse de la balle peut ae 


notablement du fait de la résistance de l’air, et le rapport 2? = peut 


avoir une valeur plus petite que la vitesse réelle de la balle à à l’ins- 
tant considéré. Si on diminue At on remarquera qu’à partir d’une 
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: Ax a 
certaine valeur, le rapport A reste constant, aux erreurs expérimen- 
tales près, abstraction faite des erreurs fortuites. Il est inutile de 

LE Az s : 
réduire davantage At car alors le rapport + recommencera à varier 


et ce d’une façon de plus en plus irrégulière; ce rapport prendra tou- 
tes sortes de valeurs, grandes ou très petites. Cela tient à ce que l’er- 
reur relative de toute mesure est d'autant plus grande que la gran- 
deur mesurée est petite. Il est, par exemple, assez facile de mesurer 
une longueur de 1 m à 1 mm près, donc avec une précision relative 
de 1/1000. Mais mesurer avec cette même précision relative une lon- 
gueur de 1 mm est beaucoup plus difficile. Plus At est petit, plus 


. Az À é sn 
l’erreur commise dans le calcul de mr est grande. Même si on dimi- 


pu rec L A À 
nuait indéfiniment At, les valeurs calculées de F ne tendraient pas 


vers une limite déterminée... Ces remarques montrent que dans notre 
exemple, du fait des erreurs de mesure, on ne peut réaliser le passage 
à la limite Af — O dans son sens mathématique. Partant des résul- 
tats de mesures physiques, on ne peut calculer la vitesse vraie ou la 


dérivée v = x que de façon approchée, en l'identifiant au rapport 


des accroissements finis a L'intervalle de temps At optimum, 
pour lequel la précision du calcul de la vitesse vraie serait la meil- 
leure, ne se laisse déterminer qu’en tenant compte des conditions 
concrètes. Les accroissements petits mais finis Ax et Af, dont le 


rapport fournit avec une approximation suffisante la valeur de la 


dérivée x, sont pour le physicien des infiniment petits ou plus préci- 
sément des quantités physiquement infiniment petites. Le physicien 
les désigne par dx et dt et les traite comme des différentielles du 
mathématicien. Ainsi, en physique, la dérivée apparaît comme le 
rapport des accroissements finis et petits de la variable et de la fonction 
et non comme la limite de ce rapport. 

Ce ne sont pas seulement les erreurs de mesures qui s'opposent à 
ce que soit réalisé dans la pratique le passage à la vraie limite mathé- 
matique ; il se peut aussi que ce passage à la limite soit impossible 
par principe, pour des raisons inhérentes à la nature des grandeurs ou 
des lois de la physique. Ainsi, par exemple, un passage à la limite 
ne peut être rigoureux en vertu de la relation d'incertitude (5.1). 
Si, en effet, l'intervalle de temps At tend vers zéro, le chemin parcou- 
ru Az tendra aussi vers zéro. L’indétermination ôÔx dans la mesure 
du chemin parcouru ne doit pas dépasser Ax, sinon le calcul de la vi- 


ste A : 8 £ 
tesse moyenne par application de la formule Umoy = = serait dénué 


de sens. Ainsi lorsque At —+ 0 l'indétermination sur la coordonnée ôx 
doit tendre aussi vers zéro. Mais selon la relation (5.1) l’indétermi- 
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nation sur la vitesse Ôv doit tendre alors vers l'infini, ce qui signifie 
que l'erreur que nous commettons en appliquant la formule (3.3) 
pour calculer la vitesse v est infiniment grande comparativement à 
Ja vitesse du mobile v. 

2. Ces considérations s'appliquent non seulement à la dérivée 
de la coordonnée, mais aussi aux dérivées de toutes les autres gran- 
deurs physiques. Soit à déterminer, par exemple, la densité d’une 
substance en un point de l’espace. Pour ce faire nous pouvons procé- 
der comme suit. Entourons le point choisi par une surface fermée 
délimitant un volume AV. Soit Am la masse de substance contenue 
dans ce volume. Le rapport 


__ Am 
Pmoy = A 


est appelé densité moyenne de la substance dans le volume AV. Comme 
la densité moyenne dépend, en général, de la dimension et de la 
forme du volume AV, on introduit la notion de densité vraie de la 
substance que l’on détermine en faisant tendre AV vers zéro. On dit 
alors que la densité moyenne Pmcy tend vers une limite déterminée p 
qui est la densité vraie de la substance au point considéré de l’espace: 


Re (6.1) 


La densité vraie est donc définie comme la dérivée de la masse par rap- 
port au volume. Elle ne dépend que de la position du point concerné. 
Si cependant on voulait appliquer à la formule (6.1) le concept de 
passage à la limite dans le sens mathématique rigoureux, on ne pour- 
rait le faire du fait de la structure atomique de la matière. À mesure 
que l’on ferait décroître le volume, il arriverait un moment où ce 
volume n’engloberait qu’un petit nombre de molécules, une par 
‘exemple, ou même aucune. D'autre part, comme les molécules sont 
animées de mouvements d’agitation thermique désordonnés, certaines 
molécules s’échappent du volume AV, d’autres y pénètrent. Par 
suite, le nombre de molécules contenues dans un petit volume AV 


invariable varie rapidement et de manière désordonnée. Aussi lors- 
qu’on diminue le volume AV, le rapport 2 subira des variations 
rapides entre la valeur zéro, si le volume AV ne contient aucune 
molécule, et une très grande valeur si ce même volume contient une 
ou plusieurs molécules. Il est clair que si on diminue indéfiniment 
le volume AV, le rapport Am/AV ne tendra pas vers une limite bien 
déterminée. On en conclut que pour déterminer la densité vraie 
d’une substance, on ne doit pas rendre les quantités Am et AV 
infiniment petites. Le volume AV doit être macroscopique et con- 
tenir donc un très grand nombre de molécules, tout en étant suffisam- 
ment petit pour que l’on puisse considérer la substance qu'il renfer- 
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me comme macroscopiquement homogène. Si on satisfait à ces deux 
ce Am : z Ba cp 
conditions, le rapport 47 prendra une valeur bien déterminée ne 


changeant pas si on diminue encore le volume macroscopique AY. 
C’est ce rapport que nous assimilons en physique à la dérivée de la 
masse m par rapport au volume V. Les quantités Am et AV qui 
satisfont aux deux conditions ci-dessus sont considérées en physique 
comme des quantités physiquement infiniment petites, et le physi- 
cien les assimile aux différentielles du mathématicien. Du point 
de vue des mathématiques, cela revient à substituer au corps réel un 
, modèle idéalisé avec une répartition continue de la masse. 

3. La situation est exactement la même en ce qui concéyne la 
notion d’intégrale. En mathématiques l'intégrale est définie par le 
passage à la limite 


b 
| f(a)dr= lim Y'f(æi) Az; 
a Ax;+0 


L’intervalle numérique (a, b) est divisé en n intervalles plus 
petits Az, Axe, . .., Nx,. La longueur de chaque intervalle Ax; 
est multipliée par la valeur que prend la fonction f (x) en un point 
quelconque situé à l’intérieur du petit intervalle des valeurs de la 
variable. Ensuite on forme la somme Ÿ f (x;) Az; et on passe à la 
limite ñ — oc en admettant que la longueur de chacun des petits 
intervalles tend vers zéro. Mais en physique, par suite d’erreurs de 
mesure ou de questions de principe (telles que la nature atomique de 
la matière), la subdivision de l'intervalle (a, b) en des intervalles 
plus petits qu’une certaine longueur (dépendant de conditions con- 
crètes) est dénuée de sens. Il s’ensuit que le passage à la limite 
Az; — 0 ne peut être entièrement réalisé et doit s'arrêter à une cer- 
taine valeur. Ainsi, en physique, l'intégrale apparaît non comme la 
limite d'une somme, mais comme la somme d'un grand nombre de ter- 


mes suffisamment petits D) f (x;) Axr 


$ 7. Remarques sur les vecteurs et la composition 
des mouvements 


4. Nous supposons connus la notion de vecteur et les fondements 
du calcul vectoriel. Nous nous proposons de préciser quelques ques- 
tions de principe importantes en physique. Parmi les grandeurs phy- 
siques il en est qui ne sont pas orientées et d’autres qui le sont. Les 
premières portent le nom de grandeurs scalaires ; telles sont les gran- 
deurs : la masse, l’énergie, la température, la charge électrique, etc. 
Les grandeurs orientées sont appelées vecteurs. La vitesse, l’accéléra- 
tion, la force, l'intensité du champ magnétique ou électrique, etc., 
en sont des exemples. Il est d'usage de représenter les vecteurs par 
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des segments de droite orientés ou par des flèches et de les dénoter 
par des lettres de caractères demi-gras (A, B, C, ..….) ou en plaçant. 


> — _ 
le signe — au-dessus des lettres (4, B, C, .….). 

On complète parfois la définition de grandeur vectorielle en pré- 
cisant que parmi les grandeurs orientées seules sont considérées 
comme des vecteurs celles qui peuvent être sommées géométriquement 
selon la règle du parallélogramme. Mais cette proposition reste vague 
tant que l’on n’a pas indiqué ce qu’on doit entendre par sommation 
des grandeurs physiques considérées. La signification de la somma- 
tion des grandeurs physiques n’est pas encore déterminée par leur 
nature physique; avant d'établir les règles de sommation de ces 
quantités il importe de préciser d’abord ce que l’on entend par ad- 
dition de deux grandeurs physiques et ce n’est qu'après que nous 
pourrons saisir la signification de la proposition complétant la 
définition de vecteur. Il arrive que pour trancher la question de 
savoir si telle grandeur physique est ou n’est pas un vecteur, on 
attribue à leur sommation une signification erronée. 

2. En mécanique on attribue à la sommation des vitesses la 
signification suivante. Considérons un point qui se déplace à une 
vitesse v, par rapport à un référentiel S, (par exemple, un passager 
marchant sur le pont d’un navire). Supposons que le référentiel S, 
se déplace à une vitesse v, par rapport à un autre référentiel S, 
que l’on admet être fixe par convention (le navire est en mouvement 
par rapport aux côtes). Par sommation (composition) des mouve- 
ments on entend une opération qui permet de trouver, en partant. 
des données initiales, la vitesse v du point matériel (le passager) par 
rapport au référentiel fixe S, (les côtes). En cinématique relativiste, 
on doit encore préciser que les vitesses v, et v, sont mesurées à l’aide 
de règles graduées et d’horloges placées dans le référentiel par rap- 
port auquel on étudie le mouvement. En cinématique non relativiste 
cette précision est inutile puisqu'elle postule que les longueurs et 
les intervalles de temps sont absolus, donc indépendants du référen- 
tiel choisi. Or voici qu'il s’avère que la composition des mouvements, 
prise dans le sens que nous venons d’indiquer en cinématique non 
relativiste, s'effectue par application de la règle du parallélogramme 
et qu’en mécanique relativiste cette règle n’est pas valable. Néan- 
moins dans les deux cinématiques, la vitesse du point est un vecteur. 
Cet exemple montre que la règle de composition des vitesses servant 
à l’étude du mouvement composé n’est d'aucune façon liée à la 
question de savoir si la vitesse est ou n’est pas un vecteur *). 


*) Si toutes les vitesses étaient mesurées par rapport au même référentiel 
« fixe » S,, la règle du parallélogramme aurait été également valable en ciné- 
matique relativiste. Mais la signification de la vitesse v, aurait été tout autre. 
On aurait dû entendre par v, la vitesse du point par rapport au référentiel mobile. 
S1, mais mesurée dans le référentiel « fixe » ‘S,. Dans l'exemple ci-dessus v, est 


48 LA CINÉMATIQUE ICH. I 


En cinématique non relativiste on peut trouver des quantités 
vectorielles dont la composition selon la règle du parallélogramme 
ne sera pas toujours possible si on attache à leur sommation le même 
sens que celui donné à la composition des vitesses dans l’exemple que 
nous venons de donner. L’accélération en est un exemple. Soit un 
point qui se déplace par rapport au référentiel S, avec une accéléra- 
tion a,, le référentiel S, ayant une accélération a, par rapport à un 
référentiel « fixe » S,. À l’aide de ces données on ne peut déterminer 
l'accélération a du point mobile par rapport au référentiel S, que 
si les mouvements que l’on cherche à composer sont des mouvements 
de translation. Dans ce dernier cas l’accélération a est trouvée par 
la règle du parallélogramme. Dans tous les autres cas la connaissance 
des accélérations a, et a, ne saurait suffire au calcul de a, cette 
accélération résultante devant être calculée par une règle plus come 
pliquée que nous donnerons au $ 64. 

3. Ces différents exemples montrent que la notion de vecteur 
doit être précisée, et ce, d'autant plus que l’on doit encore tenir 
compte d’autres considérations. Quel sens attribuer à telle ou telle 
grandeur physique n’est pas toujours évident. Dans le cas d’un seg- 
ment géométrique AB la question de son sens ne se pose même pas. 
C’est soit le sens À —+ B, soit le sens opposé B —+ À. De même il ne 
peut y avoir aucun doute au sujet du sens du déplacement, de la 
vitesse ou de l’accélération d’un point mobile, ainsi que du sens de 
la force qui lui est appliquée. D'autre part, le sens d’une vitesse 
angulaire ou d’une surface géométrique, surtout si elle est courbe, 
n’est nullement évident à priori. Il importe donc de donner une 
définition précise du vecteur afin de pouvoir généraliser cette notion 
au cas de l’espace multidimensionnel. Considérons donc le vecteur le 
plus simple qui soit — un segment de droite dûment orienté. Nous 
représenterons ce segment de droite orienté par une flèche «. Prenons 
un système arbitraire de coordonnées rectangulaires ou obliques et 
projetons notre segment de droite a sur les axes X, Ÿ,Z. Nous effec- 
tuerons cette projection à l’aide de plans parallèles aux plans de 
coordonnées ; par exemple, pour trouver la projection sur l’axe X on 
fera passer par les extrémités du segment a des plans parallèles au 
plan ŸZ. L'intersection de ces plans avec l’axe X définira un seg- 
ment de droite a, qui est la projection du segment orienté a sur l’axe 
X. On trouvera de la même manière les deux autres projections a, 
et a,. En général on utilise des coordonnées rectangulaires et dans ce 
cas 4,, 4, et a, seront les projections orthogonales du segment a. Si on 
connaît les projections 4., a, et a, dans un système de coordonnées S, 


défini comme la vitesse du point par rapport au référentiel mobile S, mesurée 
dans ce même référentiel. C'est donc une quantité essentiellement différente, 
Ce n'est que dans le cas limite de mouvements infiniment lents que les deux 
vitesses se trouvent confondues. Ces questions seront examinées en détail lorsque 
nous exposerons la théorie de la relativité. 
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on peut les déterminer dans tout autre système de coordonnées S” 
dont les axes forment un angle arbitraire avec ceux du système S. 
Il suffit pour cela de rétablir dans le système S le segment a en cons- 
truisant avec a,, a, et a, un parallélépipède dont la diagonale est le 
segment a. Ensuite on projettera ce segment a sur les axes X”, Y”, 
Z' du nouveau système S”. On obtient de nouveau trois nombres 
dx’, ay, @,r qui sont les projections du segment a dans le nouveau 
système de coordonnées S’. Nous pouvons donner maintenant la dé- 
finition suivante du vecteur. 

On appelle vecteur a un ensemble ordonné de trois nombres a,, 
äy, az donnés dans chaque système de coordonnées (dire que les 
nombres a,, ay et a, sont ordonnés, c’est dire que le premier nombre 
a, correspond à l’axe X, le deuxième a, correspond à l’axe Y et le 
troisième a, correspond à l’axe Z). Ces nombres sont les projections 
du vecteur a sur les axes de coordonnées correspondants. On les 
appelle aussi composantes du vecteur. Lors d’un changement d’origine 
ou d’une rotation des axes de coordonnées, les composantes a, a, et a, 
se transforment selon la règle de transformation des projections des seg- 
ments géométriques. 

Bref, on entend par vecteur un ensemble ordonné de trois nombres 
rapporté à un système de coordonnées qui, par suite d’un changement 
d’origine ou par suite d’une rotation des axes de coordonnées, se 
transforment comme la différence des coordonnées des points extré- 
mes d’un segment géométrique. 

En portant ces nombres sur les axes de coordonnées X, Y 2Z, 
nous y découpons trois segments de droite. Si nous construisons avec 
ces trois segments un parallélépipède, la diagonale de celui-ci, assi- 
milée à un segment orienté, sera une image du vecteur. Ce segment 
sera toujours le même, quel que soit le système de coordonnées utilisé 
pour le construire. C’est une manifestation de l’invariance des vec- 
teurs, terme servant à indiquer que tout vecteur est indépendant du 
système de coordonnées utilisé pour le représenter. Dans différents 
systèmes de coordonnées, les composantes a,, a,, a, d’un vecteur 
sont différentes, mais le vecteur a reste toujours le même. Une éga- 
lité vectorielle telle que «a — b rapportée à un système de coordonnées 
équivaut à trois égalités a; — b; (i — x, y, z). Lorsqu'on passe à 
un autre système de coordonnées (dénotées par des primes), les deux 
membres de ces égalités subissent les mêmes transformations, de 
sorte que dans le nouveau système ils conservent leur forme, soit: 
ay = byr(i = x", y’, z'). Lorsque, après changement de coordon- 
nées, les deux membres d’une équation se transforment de la même 
manière et présentent donc la même forme dans les deux systèmes, on 
dit que cette équation est invariante par rapport au changement de 
coordonnées considéré. Il s'ensuit que l'équation vectorielle a = b 
est invariante par rapport à un changement d'origine et à une rotation 
des axes de coordonnées. Etant invariantes, les équations qui exprimen 


4041433 


50 LA CINÉMATIQUE [CH. 1 


les lois physiques sous forme vectorielle sont indépendantes du choix des 
axes de coordonnées. La mise en œuvre des vecteurs permet de formuler 
les lois physiques sous une forme simple, qui ne se conserve pas si 
ces lois sont exprimées en termes de projections de vecteurs sur les 
axes d’un système quelconque. 

Il y a lieu de remarquer que la rotation n'implique pas nécessaire- 
ment une rotation simultanée de tous les axes, comme celle d’un 
corps solide. Notre définition admet les cas où les axes X, Y, Z tour- 
nent indépendamment les uns des autres. A l’aide de telles rotations 
on assure le passage de n'importe quel système rectangulaire à un 
autre système rectangulaire direct ou inverse, dont les axes sont orien- 
tés de façon arbitraire. Avec de telles rotations on peut aussi effec- 
tuer une inversion des axes, c’est-à-dire inverser les sens positifs 
de tous les axes. | 

Dans le cas où les deux systèmes sont rectangulaires, les formul 
de transformation des projections d’un vecteur sont de la forme 


Arr = Dr + AxyQy + Ax’20 2 


dy = Ay'xdx + Cyr ydy + Ayrz@2s (7.1) 
Az = Lzrxlx + UzyEy + 2025 
OÙ xx Axryr - Sont les cosinus des angles entre les axes corres- 


pondants des deux systèmes de coordonnées. Par exemple, l’angle 
y’ est le cosinus de l’angle formé par les directions positives des 
axes Ÿ” et Z. 

4. On appelle de même scalaire ou invariant tout nombre donné 
dans n’importe quel système de coordonnées, qui reste inchangé lors- 
qu’on déplace l’origine des coordonnées ou lors d’une rotation des 
axes de coordonnées. Ainsi cette définition, tout comme celle du 
vecteur, ne se réfère qu’à une translation de l’origine et à une rota- 
tion des axes de coordonnées, et sous-entend que les deux systèmes 
sont fixes l’un par rapport à l’autre. Comme exemples de quantités 
scalaires, citons le temps, la masse, la charge électrique, etc. L’abs- 
cisse x d’un point immobile n’est cependant pas un scalaire, puisque 
sa valeur numérique est différente suivant le système de coordonnées 
choisi. Un scalairé peut être formé à partir de vecteurs. Par exemple, 
la longueur du vecteur et son carré, qui dans un système rectangulaire 
est donné par l'expression a% + a + a2, sont des scalaires. Le pro- 
duit scalaire de deux vecteurs a et b, soit (ab) = ab cos ®, où À est 
l'angle entre les vecteurs, est un scalaire. Dans un système rectangu- 
laire le produit scalaire est donné par l'expression bien connue: 
(ab) = a;b, a. ayby de ab; (voir problèmes 1 et 3 à la fin de ce 
paragraphe). ” 

5, De ce qui précède, a Hope clairement’ que pour établir le 
caractère. vectoriel. d’uhñe ‘grandeur physique orientée il suffit de 
s'interroger sur-le'mode:de détermination: dé ses composantes le long 
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des axes de coordonnées et sur leurs transformations lors du passage 
d’un système de coordonnées à un autre dont les axes ne coïncident 
pas avec ceux du premier système sans rotation. On suppose impli- 
citement que les deux systèmes sont fixes l’un par rapport à l’autre. 

Si on prend, par exemple, deux vecteurs a et b de composantes 
Axs Ays Az Et 0x Dys D, On peut leur faire correspondre dansjtout sys- 
tème de coordonnées une triade ordonnée de nombres tels que c, — 
= dx + de Cy = ay + b,, c, = a, + b,. Il est facile de se rendre 
compte que ces trois nombres définissent un vecteur, puisqu'ils se 
plient aux mêmes règles de transformation que les composantes des 
vecteurs a et b. On dit que le vecteur c (c., c,, c,) est somme des 
vecteurs a et b. On démontre aisément que le vecteur c peut être obte- 
nu à partir des vecteurs a et b par une construction géométrique (règle 
du parallélogramme). On définit de manière analogue l'opération de 
soustraction de deux vecteurs. La différence de deux vecteurs a et b est 
un vecteur d, défini par trois nombres ordonnés: d, = &x — b,, 
dy = dy — by, d, = a, — b,. Pour construire ce nouveau vecteur, 
on doit d’abord inverser le sens du vecteur b, puis bâtir le parallé- 
logramme sur les vecteurs a et —b. 

En procédant comme nous venons de le faire, nous avons intro- 
duit la somme et la différence des vecteurs à l’aide d’une définition 
mathématique. De cette manière, nous pouvons introduire d’autres 
opérations pouvant être effectuées sur les vecteurs, par exemple, le 
produit d’un scalaire par un vecteur, le produit scalaire et le pro- 
duit vectoriel de deux vecteurs. Nous dirons que ce sont des opéra- 
tions mathématiques, puisque leurs propriétés découlent de théorè- 
mes mathématiques. Il est parfaitement inutile de soumettre à une 
vérification expérimentale les résultats obtenus à l’aide de ces opé- 
rations mathématiques. D'une opération d’addition de vecteurs, con- 
forme à la définition donnée, on dira que c’est une addition mathé- 
matique. Mais lorsque les vecteurs représentent une grandeur physi- 
que, leur addition ou leur soustraction a encore une autre significa- 
tion. En effet, pour trouver la somme ou la différence de. vecteurs, on 
doit les soumettre à certaines opérations physiques, même si ce ne 
sont que des opérations imaginaires. Nous conviendrons de dire que 
dans ce cas il s’agit d’une addition ou d’une soustraction physique. 
On ne peut préjuger si une addition physique concrète coïncidera 
avec le résultat d’une addition mathématique (règle du parallélo- 
gramme) et si le résultat de l'addition donnera un nouveau vecteur; 
ces questions exigent une étude plus poussée, notamment expéri- 
mentale. 

6. Analysons, par exemple, les questions suivantes. Soit un point 
qui s’est déplacé d’abord de A:en B le long d’un segment. de droite 


4B (fig. 14), ensuite de B en ê suivant le segment de droite BÈ. Si 
ôn se demande le long de quel segment. de. droite ce, ‘point: doit’ sé 


déplacer pour passer de À en €, il est clair qué la réponsé est: Buf: 
1% 
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— . — 
vant le segment de droite AC; on peut considérer que AC est la som- 


me géométrique de AB et de BC. La composition des déplacements 
s'effectue ici selon la règle du parallélogramme et coïncide donc avec 
la composition mathématique des vecteurs. Cette même règle s’ap- 
plique à la composition des vitesses, prise dans le sens suivant. Un 
point mobile se déplace en une seconde de À en B à une vitesse cons- 
tante v,. Au cours de la seconde suivante, il se déplace de B en C 
à une vitesse constante v,. À quelle vitesse constante vw doit se dépla- 
cer le point pour passer en une seconde de À en C? Or ce n’est pas 
ainsi qu’on entend généralement la composition des vitesses. L’exem- 
ple suivant nous le montrera clairement. Sur le pont d’un navire un 
point mobile passe de À en B suivant un 
8 c segment de droite, à une vitesse constante à 

Dans le même intervalle de temps le navir 

se sera déplacé par rapport à la côte d’un 

segment de droite BC avec une vitesse cons- 

tante v.,. Quelle est la vitesse v du point 

mobile par rapport à la côte? Dans ce deu- 

xième exemple la composition des mouve- 
ments et des vitesses prend un tout autre 

À sens, puisque les deux mouvements sont 
| considérés dans des référentiels différents 

Fig. 14 en mouvement l’un par rapport à l’autre. 
L'un des référentiels est le navire et la vi- 

tesse vw, du point mobile y est mesurée à l’aide de règles graduées 
et d’horloges. L'autre référentiel est la côte et c'est dans ce 
système que l’on mesure, à l’aide de règles graduées et d’hor- 
loges, les vitesses v, et v. Considérée sous cet aspect, la question du 
résultat de la composition des vitesses ne peut être tranchée définiti- 
vement que par voie expérimentale. La cinématique prérelativiste 
affirmait que le résultat de la composition doit être le même dans 
les deux cas. Cette assertion résultait de ce qu’en physique prérela- 
tiviste les longueurs des segments et les intervalles de temps ne dé- 
pendent pas du référentiel dans lequel ils étaient mesurés. On effec- 
tuait donc la composition des vitesses du deuxième exemple par la 
même règle du parallélogramme et le résultat coïncidait avec la com- 
position mathématique des vecteurs. Il en va tout autrement en 
cinématique relativiste. Prise dans son second sens, la composition 
des vitesses n'obêit plus à la règle du parallélogramme. Cette règle 
n’est approximativement vraie qu’à la limite où les deux vitesses à 
composer sont très petites par rapport à la vitesse de la lumière. 
7. A tout vecteur a (a,, ay, a.) et à tout scalaire À on peut faire 
correspondre à priori un objet Aa défini par trois nombres ordonnés 
la,; Ma,, Aa.. Il est facile de s’assurer que cet objet est un vecteur 
que l’on appelle produit du scalaire À par le vecteur a. Un accrois- 
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sement infiniment petit du vecteur da est lui-même un vecteur. Un 
accroissement infiniment petit d’un scalaire £ est un ur Fa 


À ces deux quantités on peut faire correspondre le vecteur 3 da =; a ; 


appelé dérivée du vecteur à par rapport au scalaire 1. 

8. Après ces considérations préalables nous sommes en mesure 
de démontrer le caractère vectoriel de nombreuses grandeurs physi- 
ques, importantes pour la mécanique. En premier lieu, le déplacement 
d'un point d’une position À en une 
position B suivant le segment de 
droite AB est un vecteur. Cette 
proposition est évidente puisque 
par définition, dans toute trans- 
lation de l’origine et dans toute 
rotation des axes de coordonnées, 
les composantes des vecteurs doi- 
vent être transformées exactement 
comme les projections d’un seg- 
ment de droite orienté. Désignons 
par r le segment de droite et déri- 
vons-le par rapport au temps # en 
supposant que l’origine du seg- 


ment est fixe. La dérivée T sera 


un vecteur puisque le temps est un 
scalaire. Mais une telle dérivée 
représente la vitesse v d’un point mobile. On en conclut que 
la vitesse v est également un vecteur. En dérivant de nouveau v 
par rapport à { on obtient un autre vecteur — l'accélération du point 


Fig. 15 


: dv : D: " : 
mobile a — —. La masse m du point matériel est un scalaire; si on le 


dt 
multiplie par la vitesse v, on obtient le vecteur p = mv, appelé impul- 
sion du point. En prenant sa différentielle par rapport au temps, on 


aboutit à la force F — Se appliquée au point. Il s’ensuit que la force 


est un vecteur. 

9. Considérons maintenant des exemples de vecteurs plus compli- 
qués. Traçons dans l’espace un contour orienté L, donc une courbe 
fermée non croisée pouvant être parcourue dans un sens déterminé. 
Projetons ce contour sur les plans de coordonnées d'un système de 
coordonnées rectangulaires XYZ. Nous obtenons ainsi trois con- 
tours fermés, plans et orientés L,, L, et L,, se trouvant respective- 
ment dans les plans YZ, ZX et XŸ (sur la figure 15 le contour L 
n'est pas représenté, seules ses projections le sont). Désignons par 
Sx Sy et S, les aires limitées par les contours fermés L,, L,, L,. 
Nous affecterons à ces aires le signe positif ou négatif suivant que 
la circulation sur le contour est positive ou négative. Le sens posi- 
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tif de la circulation sur les contours L,, L,, L, dépend de l’orienta- 
tion du système de coordonnées; nous distinguerons les systèmes 
rectangulaires direct et inverse. Un trièdre trirectangle direct est 
tel qu’un tire-bouchon ordinaire progresse dans le sens des Z positifs 
(on le fait donc tourner de gauche à droite). Le système inverse se 
définit de la même façon à condition d’utiliser un tire-bouchon in- 
versé (à filetage à gauche). Dans le système direct les sens de circu- 
lation sur les contours L,, L, et L, seront considérés comme positifs 


A 
=, = 
74 
Système direct Système inverse 
Fig. 16. 


s’ils coïncident avec le sens dans lequel il faut faire tourner un tire- 
bouchon ordinaire. De même dans un système inverse, le sens positif 
de circulation correspond au sens dans lequel il faut faire tourner un 
tire-bouchon inversé pour qu’il progresse dans le sens des Z positifs. 
Avec cette convention sur les signes, les aires S,, S,yet S, sont don- 
nées par les intégrales 


Se= [vds S,= (24, 8,= (zdy (7.2) 
Le É; L: 
prises le long des contours Z,, L,, L, dans les systèmes de coordon- 
nées direct et inverse. 

Nous affirmons que les trois nombres S,, S, et S, définissent un 
vecteur, bien qu’une condition dont il sera question ci-dessous doit 
encore être satisfaite. Pour le démontrer prenons le cas particulier 
d’un contour Z plan. Portons le long de la normale au plan du con- 
tour un segment orienté À dont la longueur est numériquement égale 
à l’aire S limitée par le contour L et dont le sens correspond à la règle 
du tire-bouchon que nous venons d'indiquer (fig. 16). Nous utilise- 
rons d’abord un système de coordonnées d un type donné, direct ou 
inverse. Le segment À, que nous venons de définir et qui est absolu- 
ment indépendant du choix des axes de coordonnées, est un vecteur. 
Ses projections sur les axes de coordonnées sont: A, — À cos (4, À), 
AÀy = À cos (4, Ÿ), 4, = À cos (A, Z). D'autre part, selon un 
théorème géométrique connu, on a 


S,=— Scos (4, X). S, = S cos (A, Y), S, = S cos (4, Z). 


Comme nous avons choisi pour le segment À une longueur numéri- 
quement égale à S, on doit avoir dans tout système de coordonnées : 
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Sx = Ax Sy = Ay S,— A, Il en résulte qu'à la suite d’une 
rotation des axes de coordonnées S,, S,, S, se transforment comme 
les composantes du vecteur À. On en conclut que S,, S,, S, défi- 
nissent un vecteur que nous désignerons par $ et que nous appellerons 
vecteur de la surface limitée par le contour orienté L. Avec cette défi- 
nition on peut dire que la surface est un vecteur, ce qui vient d’être 
démontré pour le cas de contours plans et de surfaces planes. 

La généralisation de ce résultat à des contours et à des surfaces 
non plans ne présente pas de difficultés. Soit L un contour non plan 


—Æ— 


ne 


quelconque. Prenons une surface arbitraire limitée par ce contour et 
subdivisons-la en un grand nombre n d'éléments de surface orientés 
de la manière indiquée sur la figure 17. En projetant ces éléments de 
surface sur les plans de coordonnées, on obtient 


n n n 
Sx= > Sixs Sy > Siyr Sz= > S'izs 
i=1 = 1 

Six» Siy et S;, étant les projections du i-ème élément de surface 
sur les mêmes plans. On peut rendre n aussi grand que l’on veut et 
considérer que Chaque élément de surface S; est plan. En se fondant 
sur les résultats obtenus ci-dessus on peut affirmer que S;,, S;, et 
S;, définissent un vecteur. De même les trois nombres S,, S,et S, 
définissent également un vecteur puisque ces nombres résultent de 
l'addition des composantes des vecteurs S;. 

10. Les trois nombres S,, S,, S, se distinguent cependant d’un 
vecteur sous le rapport suivant. Lors d’une rotation d'ensemble du 
système de coordonnées, ce dernier restant constamment direct ou 
inverse, c’est-à-dire tel qu’il était initialement, les trois nombres 
ordonnées S,, S, et S, se transforment de la même façon que les 
composantes d’un vecteur. Mais si on modifie le système de coordon- 
nées, par inversion des axes par exemple, pour déterminer le sens de 
S on doit passer d’un tire-bouchon ordinaire à un tire-bouchon inver- 
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sé. Si dans un trièdre de référence direct on représente la quantité 
S par un segment de droite orienté, après passage dans un trièdre 
de référence inverse on devra inverser le sens d'orientation du seg- 
ment de droite. Les quantités qui se comportent de cette manière 
sont appelées pseudo-vecteurs ou vecteurs axiaux pour les distinguer 
des vecteurs polaires auxquels nous avons eu affaire jusqu'ici. Lors 
d’une rotation d'ensemble du système de coordonnées les vecteurs axiaux 
se comportent exactement comme les vecteurs polaires. Lors d'une inver- 
sion des axes de coordonnées les composantes des vecteurs polaires chan- 
gent de signe, tandis que les composantes des vecteurs axiaux conservent 
leur signe. . 

On aurait pu se passer de l'introduction des vecteurs axiaux/ 
mais alors dans les systèmes de coordonnées direct et inverse certdi- 
nes formules auraient eu des formes différentes. Si, par exemple, dans 
un système direct on avait défini trois nombres S,, S,, S, à l’aide 
des formules (7.2), puis à l’aide des mêmes formules où on aurait in- 
versé les signes, on avait défini cette même triade, on aurait défini 
ainsi un vecteur polaire. L'introduction des vecteurs axiaux per- 
met justement de conserver la même forme des formules dans les 
systèmes de référence direct et inverse. 

De même on introduit à côté des scalaires vrais des quantités 
appelées pseudo-scalaires. Un scalaire ou invariant est un nombre qui 
reste inchangé, que le système de coordonnées soit direct ou inverse. 
Un pseudo-scalaire ou pseudo-invariant ne reste inchangé que si l’on 
passe d’un système direct (inverse) à un autre système direct (inverse); 
mais si on passe d’un système direct à un système inverse, ou inversement, 
un pseudo-scalaire change de signe, restant inchangé en valeur absolue. 
Le produit d'un pseudo-scalaire par un vecteur polaire est un vecteur 
axial. Le produit d'un pseudo-scalaire par un vecteur axial est un vecteur 
polaire. Dans le cas où on n’utiliserait qu'un seul système de coordon- 
nées, qu’il soit direct ou inverse (en Physique on utilise presque 
exclusivement le système direct) il serait superflu de subdiviser les 
vecteurs en vecteurs axiaux et polaires et les scalaires en scalaires 
vrais et pseudo-scalaires. 

L'addition de deux vecteurs n’a de sens que dans le cas où ils sont 
tous deux ou axiaux ou polaires. La somme «a + b où un vecteur est 
axial et l’autre polaire n’a aucun sens, car une telle somme ne se 
laisse transformer ni selon la règle des vecteurs polaires, ni selon la 
règle des vecteurs axiaux et ne représente aucune classe de vecteurs. 

11. Le produit vectoriel de deux vecteurs a et b est un cas parti- 
culier de vecteurs représentant une surface ou une aire. On le défi- 
nit comme le vecteur de l’aire du parallélogramme construit avec 
les vecteurs a et b. Pour fixer l'orientation de ce parallélogramme on 
doit parcourir son périmètre en allant de l’origine du vecteur a vers 
son extrémité, puis de cette extrémité parallèlement au vecteur b, 
etc., jusqu'à ce qu'on revienne à l’origine du vecteur a (fig. 18). 
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Cela implique que l’on parcourt le vecteur a dans le sens direct et le 
vecteur b dans le sens inverse. Conformément aux considérations 
développées plus haut, tout produit vectoriel se laisse représenter 
par un segment orienté porté par la normale au plan du parallélo- 
gramme et dont le sens de circulation correspond à un système direct 
ou inverse. La longueur de ce segment orienté est numériquement 
égale à l'aire du parallélogramme, soit ab sin 8, 8 étant l’angle entre 


Système dérect 71 Système inverse 
Fig. 18 


les vecteurs a et b. Nous désignerons le produit vectoriel par le 
symbole € — [ab], c'est-à-dire que les vecteurs a et b doivent être 
placés entre crochets. On utilise aussi le symbole X : ce = a X b. 
Si les vecteurs a et b sont polaires, leur produit vectoriel sera un vecteur 
axial. Le produit vectoriel d'un vecteur polaire par un vecteur axial est 
un vecteur polaire. Le produit vectoriel de deux vecteurs axiaux est un 
vecteur axial. 


PROBLÈMES 


1. Démontrer que si a et b sont deux vecteurs polaires ou axiaux, l’expres- 
sion ab, + a,by + a,b, est un invariant dans un système de coordonnées 
rectangulaires. (Éette expression porte le nom de produit scalaire des vecteurs 
a et b; on le dénote par le symbole (ab) ou ab.) 

Remarque. On utilisera pour faire la démonstration les invariants 
a+ af + où, b2 + dE + D? et (ac + b,) + (ay + by) + (az + b.. 

2. Démontrer que le produit scalaire d’un vecteur polaire par un vecteur 
axial est un pseudo-scalaire enoren 

3. Démontrer que le produit scalaire de deux vecteurs quelconques a et b 
a pour expression (ab) = ab cos Ÿ, où Ÿ est l'angle entre ces deux vecteurs. 

Démonstration. Dirigeons l'axe X le long du vecteur a. On a alors 
ay = 4, = 0, b, = b cos Ë. Comme le produit scalaire (ab) = a,b, + a,b, + 
+ a,b, est un invariant, on a (ab) — a,b, = ab cos Ÿ. 

4, Le produit scalaire d’un vecteur a par le produit vectoriel [bc] de deux 
autres vecteurs est appelé produit mixte des trois vecteurs a, b et c. On le 
note (a [bc]l). Montrer que ce produit mixte sera un pseudo-scalaire si les trois 
vecteurs ou l’un d'eux sont polaires. Lorsqu’aucun vecteur n’est polaire ou 
lorsque les deux le sont, le produit mixte doit être une quantité scalaire (inva- 
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riante). Démontrer que le produit mixte est numériquement égal au volume du 
parallélépipède construit avec les vecteurs a, b et c. Partant de ce dernier résul- 
tat, démontrer que 


(a {oc]) = (b Ical])= (c [ab]) = —(a [cb]) — —(6 [acl) = —(c[bal), (7.3) 


c'est-à-dire qu'un produit mixte ne change pas dans le cas d'une permutation 
cyclique des termes, mais change de signe si la permutation n’est pas cyclique. 
5. Vérifier la formule 


[a [bc]] = (ac) b — (ab) c. (7.4) 
Démonstration. Présentons le vecteur a sous la forme a—a + 


+ a,, où ay est la composante du vecteur a suivant le vecteur d= [be] et 
a] est la composante perpendiculaire à d. On écrira alors 


La [bel] = [ad] = fa d]. 


Les trois vecteurs a, b et c sont contenus dans un même plan que nous con- 


fonderons avec le plan de la figure 19. Le vecteur d est perpendiculaire à ce plan 
et sa longueur est égale à bc sin &, «& étant l'angle entre les vecteurs b et c. 


(a, d] 


Fig. 19 


Il s'ensuit que la longueur du vecteur [a 14] est égale à a, be sin a. Comme ce 
vecteur est contenu dans le plan de la figure, on peut le dÉornosee suivant les 
vecteurs b et c et le mettre sous la forme 
[a d] — zxb + YCe 
On détermine x et y par le théorème des sinus: 
zb sin $ ye __ siny 


a,besinæ sinæ”? ajbcsina sina* 


De là 
ma csinf=ae,c cos (a,, c) — (a,c) = (ac), 
y= a, bsiny = —a,bcos(a,, b) = —(a,b) = —(ab), 
6. Vérifier la formule 
([ab] [cd]) = (ac) (bd) — (ad) (bc). 
7. Montrer que tout produit vectoriel [ab] peut être exprimé sous forme 
d'un déterminant symbolique 
à j k 
[abj=|ax ay a, (7.5) 
bx by db, 
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à condition de le décomposer suivant Les éléments de la première ligne qui sont 
les vecteurs unitaires ë, j et k portés par les axes d'un système rectangulaire. 
L'expression (7.5) est valable dans les systèmes direct et inverse ; dans les deux 
systèmes de coordonnées rectangulaires les composantes du produit vectoriel 
sont données par les mêmes formules. C'est justement ce qui détermine le carac- 
tère axial du produit vectoriel. 

8. Démontrer que dans un système de coordonnées rectangulaires on a 


4x Ay 4 
(AIBC)=|Bx By B|. (7.6) 
CPE DE 


9. Soient e,, €, es trois vecteurs non coplanaires arbitrairement choisis. 
Les vecteurs 


e*= e 


+ 


[ee3] ___ Jesel = [eie] 
Glaal F"Œlas) “Qi (1) 


sont dits vecteurs réciproques des vecteurs e, e:, es. Il est évident que ces vec- 
teurs ne sont pas coplanaires. Démontrer que 


[efes] _ _leÿef] __ _teïei] 


1 rlerer)' ‘7 Grleei)' ‘(erlerer) 


Démontrer aussi que 


(7.8) 


(eiet) = ban, (7.9) 
où Ôjn Et le symbole de Kronecker, c’est-à-dire que 6, = 1sii= ket ô,, = 0 
si ik. 
Soient À et B deux vecteurs quelconques qui se laissent représenter sous 
la forme 


A= Aie: + 4e: + Ases, B=—Bjei+ Be; + Bjes. 
Démontrer que 
(4B)= A1BŸ+ 42B5 + 4,B3. (7.10) 


$ 8 Degrés de liberté et coordonnées généralisées 


1. La position d’un point dans l’espace peut être repérée par in- 
dication de trois coordonnées rectangulaires x, y, z. Mais on peut 
aussi utiliser à la place des coordonnées rectangulaires des coordon- 
nées polaires ou tout autre système de coordonnées. Quel que soit le 
système choisi, ce qui importe c’est que le nombre de coordonnées 
indépendantes requises pour une détermination univoque de la posi- 
tion du point se mouvant dans l’espace de façon arbitraire soit 
égal à trois. D’un point ainsi défini on dira qu’il possède trois degrés 
de liberté. 

Dans certaines conditions le mouvement du point ne peut être 
arbitraire. Considérons, par exemple, une bille attachée à une extré- 
mité d’un fil inextensible, l’autre extrémité étant fixe (pendule 
mathématique). Lorsque le fil est tendu, la bille ne peut se déplacer 
que sur la surface d’une sphère ayant pour centre le point de fixa- 
tion du fil. Il existe ur grand nombre d’autres exemples où le point 
matériel est assujetti à rester sur une surface donnée. Dans tous ces 
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cas on dit que le mouvement est lié. Les coordonnées x, y, z d’un tel 
point doivent vérifier une équation de la forme f (x, y, z) = 0 qui 
n’est autre que l’équation de la surface considérée. Il s'ensuit que 
deux coordonnées seulement sont indépendantes, x et y par exemple. 
La troisième coordonnée z peut être calculée par résolution de l’équa- 
tion de liaisons f (x, y, z) = 0. On dira dans ces cas que le point pos- 
sède deux degrés de liberté. 

Si le point ne peut se déplacer que le long d’une courbe donnée, le 
nombre de coordonnées indépendantes nécessaires pour caractériser 
sa position se réduit à un. Pour coordonnée, on peut prendre, par 
exemple, la distance du point matériel à un point de la courbe et 
l’évaluer le long de celle-ci. Dans ces cas on dit que le point ne possè- 
de qu’un seul degré de liberté. 

2. Il est facile de généraliser ces considérations à un système mé- 
canique constitué par un nombre arbitraire n de points matériels. 
Si tous ces points peuvent se déplacer sans aucune restriction, on 
devra connaître 3n coordonnées pour caractériser leurs positions ins- 
tantanées (3 coordonnées par point). On dit alors que le système 
possède 3n degrés de liberté. Dans certains problèmes on impose des 
restrictions aux mouvements des points matériels. Cela revient à 
dire qu'on impose aux 3n coordonnées des conditions supplémentaires 
appelées liaisons. Pour déterminer univoquement les positions de 
tous les points matériels du système, il suffit de connaître un plus 
petit nombre de coordonnées que nous noterons f. Les autres 3n — f 
coordonnées se laissent calculer par les équations de liaison. Il n’est 
nullement nécessaire de choisir comme coordonnées indépendantes les 
coordonnées rectangulaires. On peut prendre n'importe quelles Î 
quantités Qi, Q», . .. , gs dont la connaissance détermine univoque- 
ment les positions des points matériels du système. Ces quantités por- 
tent le nom de coordonnées généralisées. Le mouvement du système 
sera entièrement défini si l’on connaît la variation des coordonnées 
généralisées en fonction du temps. Les dérivées des coordonnées géné- 


ralisées par rapport au temps 4, Ge, SL An portent le nom de 
vitesses généralisées. Lors du mouvement d’un point matériel sur un 
cercle, sa position peut être repérée par la valeur de l’angle au centre 
œ formé par le rayon vecteur du point mobile et la position du rayon 
vecteur à un instant donné (é = 0 par exemple). Dans ce cas la vites- 


se généralisée w — ç est la vitesse angulaire du point en rotation. 

Les coordonnées généralisées Gi dar + +, 9j peuvent être choisies 
de façon arbitraire, mais à tout instant elles doivent déterminer 
complètement la position du système mécanique. Dans tous les cas 
le nombre f des coordonnées généralisées indépendantes sera le mê- 
me; c’est le nombre de degrés de liberté du système. 

3. Déterminons, par exemple, le nombre de degrés de liberté d’un 
solide parfait. En mécanique on entend par solide parfait un système 


A] 
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de points matériels dont les distances mutuelles demeurent invaria- 
bles dans le temps lorsque le solide est en mouvement. Nous allons 
démontrer que fout solide parfait dont le mouvement n'est soumis à 
aucune restriction possède six degrés de liberté. En effet pour déterminer 
univoquement la position d’un solide, il suffit de connaître trois 
points À, B, C non alignés 
(fig. 20). Pour démontrer cette 
proposition, choisissons arbi- 
trairement un quatrième point 
D du solide. On admet que les 
distances AD, BD et CD sont 
connues pour un solide donné 
puisque les distances séparant 
les points doivent demeurer 
invariables quels que soient 
les mouvements du solide. En 
outre, pour tout mouvement 
du solide, le point D doit se 
trouver toujours du même côté 
du plan du triangle ABC, sans 
jamais l’intercepter. Pour dé- 
terminer la position du point 
D dans l'espace, construisons 
sur les longueurs fixées AC, 
AD et CD le triangle ADC. 
Sa base AC est fixée dans l’espace. Faisons tourner le triangle ADC 
autour de sa base AC jusqu’à ce que son sommet D se trouve à une 
distance donnée du troisième point B. Cette condition est vérifiée 
pour deux points: D et D’. Le point D' ne satisfait pas aux condi- 
tions du problème, puisqu'il se trouve de l’autre côté du plan ABC. 
Ainsi, connaissant les positions de trois points À, B,C, on peut trou- 
ver la position de tout autre point du solide à l’aide d’une cons- 
truction géométrique simple. 

On peut repérer les positions des trois points 4, B et C par leurs 
coordonnées rectangulaires: æa, Yar 243 Xp, Up Z2B3 Lor Ycr Zce 
Ces neuf coordonnées ne sont pas indépendantes, étant liées entre 
elles par les relations: 


(ra — 28) + (Ya —y8) + (24 — 25) — AB? = const, 
(ce — 2c) + (Ye — Yc) + (28 — 2c) = BC? = const, 
(Go — za) + (Yo — ya) + (zo — z4Ÿ = CA? const 


(les longueurs AB, BC et CA sont invariables). Il ne subsiste ainsi 
que six coordonnées indépendantes et le solide possède donc six 
degrés de liberté. 
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Si on impose une restriction à la liberté de mouvement du solide, 
le nombre de degrés de liberté diminue. Ainsi un solide dont l’un des 
points est fixe ne peut que tourner autour de ce point jixe et ne possède 
alors que trois degrés de liberté. Un solide qui est assujetti à tourner 
autour d'un axe fire ne possède qu'un seul degré de liberté. Dans le cas 
où le solide peut tourner autour d’un axe fixe tout en glissant le long de 
cet axe, le nombre de degrés de liberté devient égal à deux, etc. 


CHAPITRE II 


LES LOIS DE NEWTON 


Ce chapitre est consacré à l’exposé des lois fondamentales de la 
Dynamique, partie de la mécanique classique qui a pour objet l’étu- 
de du mouvement d’un corps soumis à l’action de forces. La force 
agissant sur un Corps sert de mesure des interactions de ce corps 
avec les objets matériels qui l'entourent (autres corps matériels ou 
champs de force). Nous donnerons plus loin une définition plus pré- 
cise du concept de force. 

Les lois de la dynamique ont été établies par Newton et portent 
donc son nom. Comme tous les principes fondamentaux de la Physi- 
que, les lois de la dynamique sont des généralisations de faits expé- 
rimentaux. Ces lois doivent être considérées non comme des proposi- 
tions isolées et indépendantes, mais comme un système de lois inter- 
corrélées. La vérification expérimentale ne porte pas sur chacune de 
ces lois, mais sur tout l’ensemble. 

Etant donné le rôle exceptionnel que jouent en mécanique les 
lois de Newton, nous estimons utile de les exposer telles qu'il les 
formula. Newton a donné en préambule à ses lois huit définitions 
dont quatre seulement nous seront utiles. 

Définition 1. La quantité de matière (masse) en est la mesure définie 
comme üne quantité proportionnelle à la densité et au volume de la 
matière. 

Définition 2. La quantité de mouvement en est la mesure définie 
comme une quantité proportionnelle à la vitesse et à la masse. 

Définition 3. La force innée de la matière est son aptitude inhérente 
à la résistance grâce à laquelle tout corps isolé, abandonné à lui-même, 
garde son état de repos ou de mouvement rectiligne uniforme. 

Définition 4. L’application. d’une force est une action à laquelle on 
soumet un corps pour modifier son état de repos ou de mouvement recti- 
ligne uniforme. 

Loi 1. Tout corps gardée son état de repos ou de mouvement recti- 
ligne uniforme, tant qu’il n’est pas astreint à modifier cet état par appli- 
cation de forces. 

Loi 2. La variation de la quantité de mouvement est proportionnelle 
à la force motrice appliquée; sa direction est celle: de la droite suivant 
laquelle s'exerce -la force àppliquée aw‘corps. Se 
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Loi 3. À toute action correspond toujours une réaction qui lui est 
égale et opposée ou, ce qui revient au même, les interactions de deux corps 
sont toujours égales et opposées. 

Chez Newton la notion de masse est exposée d’une manière vague 
parce qu'il avait omis de donner une définition de la densité. En 
outre, le concept de masse défini par le produit du volume du corps 
par la densité de la substance renfermée dans ce volume est valable 
pour les corps macroscopiques, mais ne peut être appliqué aux par- 
ticules élémentaires et atomiques. C’est pourquoi la définition de la 
masse donnée par Newton n’a pas été retenue et fut remplacée par 
d’autres définitions. 

Aristote et ses disciples considéraient la force comme cause du 
mouvement, mais estimaient que dès que cesse l’action de la force, 
cesse le mouvement. Autrement dit, la force est nécessaire pour main- 
tenir le mouvement. La découverte de la première loi de Newton 
signifiait que cette conception était erronée puisqu'’aucune « force » 
n’est nécessaire pour maintenir un mouvement uniforme. La force 
fut dès lors considérée comme la cause déterminant une variation de la 
quantité de mouvement d'un corps et, comme cette variation est pro- 
voquée par d’autres corps, on peut donner à la force la définition sui- 
vante. La force est une mesure de l'intensité d'interaction des corps se 
manifestant par une variation de leurs quantités de mouvement. 

Dans ce qui suit nous exposerons en détail le contenu des lois de 
Newton et des notions qui y sont rattachées, sans nous en tenir à la 
méthode utilisée par Newton. 


$ 9. La loi d’inertie. Référentiel d’inertie 


1. La première loi de Newton n’est autre que la loi d'inertie de 
Galilée. D'après cette loi, tout corps (ou point matériel) non soumis à 
des actions extérieures se trouve soit au repos, soit en mouvement recti- 
ligne et uniforme. Un tel corps est dit libre et son mouvement est dit 
mouvement libre ou mouvement d'inertie. 

En toute rigueur aucun corps n’est libre, de sorte que la notion 
de corps libre est une abstraction physique. On peut cependant pla- 
cer un corps dans des conditions où les actions extérieures pouvant 
l’influencer sont éliminées ou se compensent mutuellement. Si on 
suppose que ces actions extérieures décroissent indéfiniment, on 
peut, à la limite, se faire une idée d’un corps et d’un mouvement 
libres. 

Mais on se heurte alors à une difficulté: comment s’assurer que 
le corps n’est soumis à aucune action extérieure? La méthode d'in- 
vestigation doit être indépendante: en juger par l’absence d’accélé- 
ration reviendrait à dépouiller la loi de son contenu. En fait il n’exis- 
te aucune réponse satisfaisante à cette question. S’il n’existe pas 
de ressorts ou de cordes attachés au corps, ou d’autres corps exerçant 
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une pression sur le corps considéré, et on pourrait affirmer que ce 
corps n’est pas soumis à des actions extérieures. Cependant les corps 
subissent des actions non seulement au contact d’autres corps, mais 
encore de la part de différents champs de forces générés par d’autres 
corps. La vraie question consiste donc à s'assurer que le corps consi- 
déré n’est pas soumis à l’action de champs de forces. 

Toutes les forces naturelles actuellement connues se ramènent 
aux forces d'attraction gravitationnelle, aux forces électromagnétiques 
et aux autres forces d'interaction entre les noyaux atomiques et les 
particules élémentaires (forces nucléaires, interactions faibles). Il est 
aisé de se libérer de ces dernières forces car ce sont des forces à courte 
distance qui ne se manifestent qu’à des distances inférieures à 
10-12 cm. 

Les forces électromagnétiques et gravitationnelles sont des forces 
qui résultent d’une action à distance ; elles décroissent lentement avec 
la distance. Les forces statiques sont inversement proportionnelles 
au carré de la distance : les forces variables (ondes électromagnétiques) 
décroissent encore plus lentement, étant inversement proportionnel- 
les à la distance. L'existence des planètes, des étoiles, des pulsars, 
des galaxies ne nous est révélée que par les ondes électromagnétiques 
(lumière, ondes radioélectriques, rayons X) qu'émettent ces corps 
célestes. Il n’y a donc pas lieu d’affirmer que les objets éloignés ne 
font pas apparaître de champs électromagnétiques et gravitationnels 
notables dans la région de l’espace qui nous intéresse. Comme ces 
champs électromagnétiques agissent différemment sur les charges 
positives et négatives que comporte tout corps matériel, on peut 
s'assurer de leur présence ou de leur absence par l'étude expérimen- 
tale de la séparation des charges électriques. Un corps d’épreuve por- 
tant une charge électrique placé au même point de l’espace où règne 
un champ électromagnétique se déplacerait différemment suivant que 
sa charge est positive ou négative. Toutes les données disponibles 
permettent d’affirmer que les corps éloignés de l'Univers ne créent 
pas de champs électromagnétiques statiques décelables dans des ré- 
gions limitées ‘de l’espace (système solaire ou Galaxie). 

Quant aux champs gravitationnels, on ne peut avancer une telle 
proposition avec la même certitude. Mais même si ces champs exis- 
taient, on n'aurait pas à en tenir compte, car en effet, le même 
champ gravitationnel communique exactement la même accélération 
à tous les corps indépendamment de leur composition. On peut donc 
admettre que le champ gravitationnel statique créé par des corps 
éloignés dans l'Univers peut être considéré comme uniforme dans des 
régions restreintes de l’espace. On peut alors introduire un référentiel 
qui tomberait en chute libre dans un tel champ gravitationnel uni- 
forme. L'existence de ce champ gravitationnel uniforme n'affecte en 
rien les phénomènes observés dans un tel référentiel. Tout se passe 
comme à l’intérieur d’un vaisseau spatial en mouvement libre dans 
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l’espace cosmique ; les cosmonautes qui s’y trouvent ne remarquent 
pas l'existence d'un champ gravitationnel (apesanteur). Quant aux 
champs gravitationnels périodiques (ondes gravitationnelles), ils 
sont trop faibles pour que leur action se fasse sentir. Ce n’est que 
depuis peu que des tentatives ont été faites pour les déceler ; cepen- 
dant par suite de la petitesse des effets qu’ils peuvent produire, on 
n’a pas encore réussi à les mettre en évidence de façon expérimentale. 
Ces quelques remarques suffisent pour l'instant puisque la question 
est étudiée en détail au chapitre IX. 

2. En cinématique le choix du référentiel n’était pas essentiel, car 
tous les référentiels sont cinématiquement équivalents. Il en va tout. 
autrement en dynamique. La loi de l’inertie pose avec acuité la ques- 
tion du choix d’un système de référence. Un seul et même mouve- 
ment se présente différemment dans différents référentiels. Si dans un 
certain référentiel le mouvement d’un corpsestrectiligne et unifor- 
me, dans un référentiel qui se déplace avec accélération par rapport au 
premier référentiel, le mouvement du corps sera différent. Il s’en- 
suit que la loi d’inertie ne peut être vérifiée dans tous les systèmes 
de référence et qu'elle perd toute signification si on n’indique pas les 
systèmes de référence utilisés. La mécanique classique postule qu’il 
existe un système de référence dans lequel tous les corps libres ont un 
mouvement rectiligne et uniforme. Ce système porte le nom de référen- 
tiel d'inertie. Le contenu de la loi d'inertie se ramène en fait à affir- 
mer qu’il existe au moins un référentiel d'inertie. 

Cette proposition est une généralisation d’une énorme masse de 
faits expérimentaux. Ce n’est qu’en procédant aux expériences qu’on 
peut décider quels systèmes sont inertiels et quels autres ne le sont 
pas. Supposons, par exemple, qu’il s'agisse du mouvement des étoiles 
ou d’autres objets astronomiques observables dans notre partie de 
l'Univers. On peut affirmer alors que le système de référence lié à 
la Terre, considérée comme immobile (référentiel dit terrestre) ne 
sera pas un système inertie]. En effet, par rapport à ce référentiel, les 
corps sidéraux effectuent sur la sphère céleste des rotations diurnes. 
Comme leurs distances à la Terre sont très grandes, ce mouvement 
doit donner lieu à de très grandes accélérations centripètes, dirigées 
vers la Terre. Or chacun des corps sidéraux se trouvant à distance 
énorme de tout autre corps est pratiquement libre. Mais dans le 
référentiel terrestre ils effectuent un mouvement non pas rectiligne, 
mais circulaire. Ce mouvement ne se conformant pas à la loi d’iner- 
tie, le référentiel terrestre ne peut être un système inertiel. Il faut. 
donc voir si d’autres systèmes ne vérifieraient pas la loi d'inertie. 
Essayons, par exemple, le système de référence héliocentrique appelé 
aussi référentiel copernicien. L'origine du trièdre de référence est pla- 
cée au centre du Soleil (plus précisément au centre de masse du sys- 
tème solaire); les axes de coordonnées sont des droites joignant ce centre 
à trois. étoiles extrêmement éloignées et ne se trouvant pas dans un 
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même plan. Les objets matériels servant à matérialiser ces axes sont 
les rayons lumineux issus des étoiles et arrivant dans le système 
solaire. Comme les étoiles sont en mouvement relatif les unes par 
rapport aux autres, les angles entre les axes de coordonnées du réfé- 
rentiel copernicien ne restent pas invariables au cours du temps. Ce- 
pendant, compte tenu du très grand éloignement des étoiles, les 
variations de direction des axes sont tellement lentes qu'on peut gé- 
néralement les négliger. Pratiquement, le référentiel copernicien est 
un système inertiel, tout au moins en ce qui concerne les mouvements 
à l'échelle de notre système planétaire, ainsi que de tout autre systè- 
me dont l'étendue est petite par rapport à sa distance jusqu’à trois 
étoiles. choisies comme repères fixes dans le référentiel copernicien. 
Cette proposition est confirmée par des expériences en majorité 
indirectes. On examinera certaines expériences directes (le pendule de 
Foucault par exemple) au chapitre IX ; les mêmes expériences servent 
aussi à démontrer que le référentiel terrestre n’est pas un système 
inertiel. 

8. Le référentiel terrestre ne vérifie pas la loi d’inertie car la 
Terre tourne autour de son propre axe et autour du Soleil et se trouve 
donc en mouvement accéléré par rapport au référentiel copernicien. On re- 
marque que ces deux mouvements de rotation de la Terre sont lents *), 
ce qui fait que vis-à-vis d'un très grand nombre de phénomènes, le 
référentiel terrestre se comporte pratiquement comme un système inertiel. 
Les observations et les expériences usuelles, somme toute assez gros- 
sières, sur les mouvements des corps, ne permettent pas de déceler 
des écarts à la loi d'inertie dans le référentiel terrestre. Il faudrait 
alors mettre en œuvre des expériences plus délicates et plus précises. 
Aussi, pour établir les lois fondamentales de la dynamique, peut-on 
partir d’une étude du mouvement des corps par rapport à la Terre, 
et négligeant sa rotation, la considérer comme un système approxi- 
mativement inertiel. | 

4. Lorsque les trois étoiles utilisées dans le système copernicien 
pour fixer les directions des axes de coordonnées appartiennent à 
notre Galaxie, le référentiel ainsi défini ne pourra être pris comme 
système inertiel, ou plus exactement approximativement inertiel 
que s’il s’agit du mouvement d'objets petits par rapport aux dimen- 
sions de la Galaxie, le système solaire par exemple. Mais lorsqu'il 
s'agit du mouvement de la Galaxie ou de plusieurs Galaxies, le ré- 
férentiel copernicien ne convient plus. Pour bâtir un autre système 
approximativement inertiel on peut utiliser quatre corps sidéraux 
séparés les uns des autres par des distances qui sont grandes compa- 
rativement à l’espace où s'effectue le mouvement des corps considé- 
rés. Le centre de l’un de ces corps sidéraux peut être pris pour origine 


*) On précisera au chapitre IX ce qu'il faut entendre par rotation lente. 
5+* 
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des coordonnées, les trois autres corps étant utilisés pour fixer les 
directions des axes de coordonnées. 

Dans nos études du mouvement des corps, nous supposerons tout 
d'abord que le mouvement est rapporté à un référentiel d'inertie. 
Plus tard, au chapitre IX, nous verrons comment on doit modifier 
la forme des lois de mouvement pour les adapter à des systèmes non 
inertiels. 


$ 10. La masse et la loi de conservation 
de l’impulsion 


1. Chaque fois que l’on cherche à mettre un corps en mouvement, 
à modifier le module, la direction ou le sens de la vitesse d’un corps, 
celui-ci oppose une résistance à ces changements. Cette aptitude des 
corps à s'opposer aux changements de leurs états de repos ou de mou- 
vement s'appelle inertie. Elle se manifeste plus ou moins intensément 
selon les corps. Ainsi, par exemple, il est beaucoup plus difficile de 
conférer la même accélération à une grosse pierre qu'à une petite 
balle en caoutchouc. La grandeur physique caractérisant l’inertie 
d’un corps s'appelle masse du corps. 

Pour donner une définition quantitative précise de la masse, nous 
commencerons par introduire la notion de système isolé ou fermé. C’ess 
un système de corps se trouvant tellement éloignés de tous les autres 
corps que ceux-ci n’exercent pratiquement aucune action sur les 
corps du système considéré. Les corps constituant le système isolé 
ne peuvent être qu’en interactions mutuelles. Considérons donc un 
système isolé constitué par deux points matériels dont les vitesses 
sont petites par rapport à la vitesse de la lumière. Du fait des interac- 
tions entre les points matériels, leurs vitesses varient. Soient v, la 
vitesse du point 7, vw, la vitesse du point 2, Av, et Av, les accroisse- 
ments de ces vitesses pendant le même intervalle de temps At. Les 
quantités Av, et Av,, de sens contraires, sont liées par la relation 


MAD = —MoAD, (10.1) 


où les quantités invariables m; et m, sont de même signe et ne dépen- 
dent absolument pas de la nature des interactions entre les points 
matériels 1 et 2. Par exemple, les interactions peuvent résulter de 
chocs entre les points 7 et 2. On peut aussi communiquer aux points 
matériels des charges électriques ou disposer entre eux un petit res- 
sort pour assurer un type donné d'interaction. On peut faire varier 
arbitrairement la durée de l’intervalle de temps At et déterminer 
ainsi une variation des vecteurs Av, et Av,. Mais les quantités 
m, et m, (ou plutôt leur rapport) n’en seront nullement affectées et 
resteront constantes. Ces résultats doivent être considérés comme des 
faits expérimentaux maintes fois confirmés. Les coefficients m, et 
Me, qui ne dépendent que des points matériels du système, sont dé- 
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nommés masses ou plus exactement masses d'inertie des points maté- 
riels Z et 2. 

Ainsi, par définition, Le rapport des masses de deux points maté- 
riels est égal au rapport changé de signe des accroissements que prennent 
les vitesses de ces points du fait de leur interaction, à condition que les 
points matériels considérés forment un système isolé et se meuvent 
à des vitesses non relativistes. 

2. Pour passer du rapport des masses aux masses elles-mêmes, 
il faut choisir une unité de masse, donc choisir un certain corps dont 
la masse sera posée égale à l’unité ; ce sera l’étalon de masse. L’étalon 
de masse une fois fixé, les masses des autres corps pourront être déter- 
minées de façon univoque. Toutes les masses seront positives puisque 
toutes les masses sont de même signe et que la masse du corps étalon 
est positive. En physique, l'unité de masse fondamentale est le 
kilogramme. C'est la masse d’un poids étalon en alliage irridium- 
platine déposé au Bureau international des poids et mesures, se 
trouvant à Sèvres, en France. Le kilogramme est approximative- 
ment égal à la masse d’un décimètre cube d’eau pure dont la tempé- 
rature est de 4 °C. La millième partie du kilogramme s’appelle le 
gramme. À la différence de la longueur et du temps pour lesquels on 
a adopté des unités de mesure naturelles, l'unité de masse a été définie 
comme étant la masse d’un corps choisi arbitrairement. Il aurait 
mieux valu choisir pour unité de masse une unité naturelle, par exem- 
ple la masse d’une particule élémentaire telle que le proton. 

Notons encore une circonstance essentielle résultant de l’expé- 
rience. On peut déterminer la valeur du rapport m./m, non seulement 
par comparaison directe des masses des corps considérés, mais aussi 
par le procédé indirect suivant. On détermine d’abord les rapports 
entre les masses des deux corps et celle d’un troisième corps, puis on 
divise l’un par l’autre les rapports ainsi déterminés. Le résultat ne 
dépend pas de la masse du troisième corps et coïncide avec la valeur 
du rapport m,/m: déterminée par comparaison directe des masses 
Mi et Mo. 

En divisant les deux membres de l'égalité (10.1) par la durée 
At de l'interaction des corps, on obtient 


Midimoy — —Malomoy: (10.2) 
ce qui donne après passage à la limite: 
Midi == —Molo. (10.3) 
Ces relations permettent de trouver le rapport des masses de deux 
corps par comparaison des accélérations moyennes ou vraies apparais- 
sant lors de l'interaction entre ces corps. 
3. Ecrivons la relation (10.1) sous une forme différente. Soient 


v, et v, les vitesses des corps avant leur interaction mutuelle et 
v, et v, leurs vitesses après interaction. On aura alors Av, = v, — 
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— 0, Av, = v, — v,. En portant ces expressions dans (10.1) on 
obtient 


MAUy + Mas = MAU, + Mabs. (10.4) 


Appelons impulsion ou quantité de mouvement d'un point matériel 
le vecteur défini comme le produit de la masse du point matériel par 
sa vitesse : 

p = mr. (10.5) 


Nous appellerons impulsion ou quantité de mouvement d'un système 
de points matériels la somme vectorielle des impulsions des points 
matériels constituant le système. Pour un système de deux points 
matériels, on aura p = p; + pa = miv, + movs L'égalité (10.4) 
peut donc s'écrire 


p = P" (10.6) 


où p = pP + p, et Pp =p; + P: sont les impulsions du système 
avant et après interaction. Ainsi l? impulsion d'un système isolé de deux 
points matériels se conserve, c'est-à-dire demeure invariable dans le 
temps, quelles que soient les interactions entre ces points. Cette pro- 
position porte le nom de loi de conservation de l'impulsion. Cette loi 
découle de l’expérience et de la définition de la masse donnée ci-des- 
sus. Le fait que la quantité mv satisfasse à une «loi de conserva- 
tion » justifie que l’on dénote ce produit par un symbole spécial et 
qu'on lui donne une dénomination particulière. La quantité m°v, 
par exemple, ne jouit pas de cette propriété et ne joue donc pas un 
rôle semblable en mécanique. Nous étendrons plus tard la loi de 
conservation de l’impulsion aux systèmes isolés comportant un nom- 
bre arbitraire de points matériels. 

= 4. La forme que nous avons donnée à la loi de conservation de 
l'impulsion est celle en usage en mécanique non relativiste; elle 
n’est donc vérifiée que pour des mouvements lents. En mécanique 
relativiste cette loi est généralisée au cas de mouvements rapides; 
nous l’étudierons dans le cadre de la théorie de la relativité. Pour 
l'instant nous nous contenterons de résumer le principal résultat 
auquel conduit cette généralisation. En mécanique relativiste l’im- 
pulsion d’une particule est également définie par la formule (10.5), 
mais la masse m dépend de la vitesse conformément à la formule 


Me S ; (10.7) 
m, est une quantité constante pour une particule donnée et portant 
le nom de masse au repos. La masse au repos coïncide avec la masse 
que l’on fait intervenir en mécanique non relativiste. La quantité m 
définie par la formule (10.7) est la masse de mouvement ou masse rela- 
tiviste. En mécanique relativiste, la loi de conservation de l’impul- 
sion d'un système isolé, constitué de deux particules en interaction 
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dont les masses au repos sont moi et Mo, S’exprime donc par la 
formule mathématique suivante: 


MoiVi _ MoaVg moivi mo2U2 
HO Opit Vin Pr 0 0 
VER VOS Vie Vi 
Dans le cas de mouvements lents, lorsque v?/c? & {, on peut négli- 
ger la variation de la masse avec la vitesse et poser m — mo. La 
mécanique relativiste se ramène alors à la mécanique non relativiste 
qui est un cas limite approché. Pour donner une idée de l'erreur que 


l’on commet en usant de cette approximation, Considérons un vais- 


. x . U 
seau spatial se mouvant à une vitesse v — 8 km/s. On a alors (2) = 


2 
= (300%) æ 71071, Si la masse du vaisseau est m — 5t — 


— 9:106 g, la masse relativiste m ne sera supérieure à la masse au 
repos que de m — mo — 3,9-10% g. Dans tous les calculs du mouve- 
ment du vaisseau cosmique cette correction peut et doit être négligée 
pour la raison que les données initiales utilisées dans les calculs ne 
peuvent être mesurées avec ce degré de précision. 


$ 11. Deuxième loi de Newton. La force 


1. Toute description du mouvement se ramène en fin de compte 
à la détermination des coordonnées des points matériels du système 
mécanique en fonction du temps. Mais en procédant ainsi il est diffi- 
cile de mettre en évidence les lois générales régissant le mouvement. 
Pour y parvenir, on doit avoir recours aux équations différentielles 
où, à côté des coordonnées et des vitesses, figurent les dérivées des 
impulsions par rapport au temps (en mécanique non relativiste, les 
accélérations). 

Si le point matériel n’est pas isolé, du fait de ses interactions 
avec les corps environnants son impulsion ne se conserve pas. Il est 
donc tout indiqué de caractériser DRnne des interactions par la 


dérivée de l'impulsion par rapport au temps 2 TH = P. Une des prin- 
cipales généralisations de la mécanique ne consiste à affirmer que 
la dérivée p dépend. de la position du point matériel considéré par rap- 
port aux corps environnants et parfois de sa vitesse. Cette dérivée est 
fonction du rayon vecteur r et de la vitesse v du point matériel et 
peut dépendre aussi des coordonnées et des vitesses des points maté- 


riels environnants, considéréès comme des paramètres. Désignons 
cette fonction par F (r, v). On écrira alors 


p= —F. (11.1) 
La fonction des coordonnées et de la vitesse du point matériel 
F (r, v) qui détermine la dérivée de son impulsion par rapport au 
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temps porte le nom de force *). La force est un vecteur, car elle ré- 
sulte de la dérivation du vecteur p par rapport au scalaire é. 

Ainsi la dérivée de l'impulsion d'un point matériel par rapport au 
temps est égale à la force qui lui est appliquée. 

Cette proposition porte le nom de deuxième loi de Newton. L'équa- 
tion (11.1) exprimant cette loi est l'équation de mouvement du point 
matériel. Dans le cas de mouvements aux vitesses non relativistes, 


on peut négliger la variation de la masse avec la vitesse 
et écrire la deuxième loi de Newton sous la forme 
mv=F, (11.2) 
soit 
mr =F. (11.3) 


Le produit de la masse par l'accélération est égal à la for- 
ce appliquée. | 

Nous voulons souligner une nouvelle fois que le con- 
tenu de la deuxième loi de Newton consiste en fait à 
affirmer que la force F ne dépend que des coordonnées 

Fig. 21 et de la vitesse du point matériel. La deuxième loi de 

Newton et l'équation de mouvement (11.1) ne deviennent 

concrètes qu’une fois déterminée la fonction F (r, v). La mécani- 

que physique a pour objet essentiel la détermination de la forme de 
ces fonctions dans chaque cas concret. 

2. Donnons quelques exemples simples de détermination des 
équations de mouvement. Ces exemples servent en même temps à 
démontrer la validité de la deuxième loi de Newton. 

Suspendons un corps à un ressort à boudin (fig. 21). Après avoir 
établi l'équilibre, tirons le corps vers le bas pour le faire sortir de 
sa position d'équilibre, puis relâchons-le. On voit alors apparaître 
des oscillations de haut en bas. Si les paramètres du système ont 
été convenablement choisis, l’affaiblissement de ces oscillations sera 
faible, et le corps pourra effectuer plusieurs dizaines d’oscillations 
avant qu'elles soient notablement amorties. La position instanta- 
née du corps peut être caractérisée par une seule coordonnée x qui 
est le déplacement du corps par rapport à sa position d'équilibre. 
Pour déterminer la forme de la fonction x = x (f), on peut photo- 
graphier le corps à de courts intervalles de temps puis dépouiller le 
film et construire le graphique x = x (t). On peut aussi utiliser un 
autre procédé. Pour des oscillations faiblement amorties, le graphi- 


*) Mettant en œuvre le principe de relativité et l'hypothèse de l’homogé- 
néité de l’espace, on arrive à démontrer que la force F dépend non pas des coor- 
données et des vitesses elles-mêmes, mais des différences des coordonnées et des 
différences des vitesses du point matériel considéré et des points environnants 
avec lesquels interagit ce point (voir problème 3 au $ 38). Cependant cette 
précision ne nous est pas nécessaire pour le moment. 
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que obtenu sera peu différent d’une sinusoïde (fig. 22) et pourra donc. 
être traduit par l’équation 
2nt 


T—AcosS—, (11.4): 

où À et T sont des constantes appelées, la première, amplitude et la. 
z 
0 


Fig. 22 


seconde, période des oscillations. En dérivant deux fois cette équation: 
on trouve la vitesse et l’accélération de notre corps: 


#: 2nA . nt :°_ __ f2n \2 2nt 
TE —T-Sn-, = (+) A cos. 
En comparant cette dernière expression avec (11.4) on a 
LE] 27 2 
L— — (+) x, 
ou en multipliant par la masse m du corps 


. 


max = —kx, (11.5). 
où 

k= (5m. (11.6): 
Comparant (11.5) et (11.3) on trouve la force 

F = —kz. (11.7): 


On voit que la force F ne dépend que de l'allongement x du. 
ressort qui est le seul paramètre variable déterminant la position des. 
corps environnants exerçant une action sur le corps étudié. Si on sus- 
pend au ressort un autre corps de masse différente, on fera varier la- 
période 7 des oscillations. L'expérience montre cependant que le- 
rapport m/T? et donc le coefficient auront les mêmes valeurs. Il 
s'ensuit que la force F ne dépend que de l’extension du ressort et 
non du corps qui aura déterminé cette extension. Ces données expé- 
rimentales démontrent la validité de la deuxième loi de Newton. On 
peut donc prévoir que si le corps ne subit aucune autre action que- 
celle qu’exerce le ressort, son accélération aura toujours pour module- 


k+ et sera dirigée le long de l’axe du ressort dans le sens opposé à. 
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l'allongement x. L’accélération ne dépend absolument pas de la 
façon (rectiligne, circulaire ou autre) dont le corps se meut. Cette 
conclusion est également vérifiée par voie expérimentale. 

On voit aussi que La force de tension F du ressort est proportionnelle 
à son allongement x. Des études expérimentales plus précises ont mon- 
tré que ce dernier résultat n’est qu'approché et ne peut être utilisé 
‘que si l’allongement du ressort n’est pas très grand. C’est la loi de 
_Hooke (1635-1703). La quantité k porte le nom de coefficient d’élasti- 
cité ou de dureté du ressort. Pour un ressort donné le coefficient k 
‘est une constante; il peut avoir des valeurs différentes pour des res- 
-sorts différents. 

L'expérience montre que les oscillations d’un corps suspendu à 
un ressort s’amortissent peu à peu pour cesser finalement. Il s’en- 
suit que l'équation du mouvement (11.5) n’est qu'une approxima- 
tion. Il apparaît que tout corps qui se meut dans un milieu gazeux ou 
liquide éprouve une résistance dont la valeur dépend de la vitesse 
du corps. Tant que la vitesse du corps n’est pas trop grande (par rap- 
port au milieu environnant), cette force de résistance est approxima- 
tivement proportionnelle à la vitesse. Ainsi pour une sphère suspen- 
due à un ressort, l'amortissement de ses oscillations dans un milieu 
-gazeux s'exprime avec une bonne précision par l'équation 


ma = — kr — bz, (11.8) 


b étant un facteur constant dont la valeur dépend des dimensions de 
‘la sphère et de la nature du gaz ambiant. C’est un exemple de force 
-dépendant aussi bien de la position que de la vitesse du corps sphé- 
rique. 

3. Pour résoudre les problèmes de mouvement des points maté- 
riels et des systèmes de points, on doit disposer d'équations différen- 
tielles décrivant ces mouvements. Le procédé utilisé pour obtenir ces 
‘équations importe peu; on pourrait fort bien les établir et bâtir 
toute la mécanique sans recourir à la notion de force. 

Dans l'étude des problèmes dynamiques, la mécanique pose et 
résout deux types de problèmes: 1) connaissant le mouvement d’un 
-corps, calculer les forces auxquelles ce corps est soumis ; 2) connais- 
-sant les forces agissant sur un Corps, déterminer son mouvement. Les 
problèmes du premier type sont relativement simples, puisqu'ils se 
-ramènent au calcul des accélérations des points matériels constituant 
Je système étudié. Un exemple de ce type de problèmes est le problè- 
me concernant la force agissant sur un corps oscillant suspendu à 
un ressort, que nous avons traité plus haut. Les problèmes du second 
“type, les plus importants en mécanique, sont notablement plus com- 
pliqués. Dans ces problèmes on doit commencer par écrire les équa- 
-tions de mouvement de chacun des points matériels constituant le 
«système. On doit donc déterminer les forces en fonction des coordon- 
nées et des vitesses des points en interactions mutuelles. On aboutit 
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ainsi à un système d'équations différentielles dont la résolution (pour 
des conditions initiales données) donne une description complète 
du mouvement du système. Cela revient à dire que la résolution de 
ce type de problèmes implique l'intégration des équations différen- 
tielles, opération plus compliquée que la dérivation. 

On peut aussi se trouver en présence de problèmes d’un type 
mixte. C’est le cas, par exemple, lorsqu'on impose des restrictions 
bien déterminées au mouvement du système (le point mobile est 
assujetti à rester, par exemple, sur une certaine droite ou sur un cer- 
tain plan). Ces restrictions imposées au mouvement sont appelées 
des « liaisons ». L'action exercée par toute liaison, que ce soit une 
droite ou une surface qui impose des restrictions à la liberté de 
mouvement d'un corps, se ramène à l'application à ce corps de for- 
ces portant le nom de réactions (ou forces) de liaison. Le problème con- 
siste alors non seulement à déterminer le mouvement de chaque 
point du système, mais encore à calculer les réactions de liaison. 

4. Voyons quelle est la corrélation entre la première et la deu- 
xième loi de Newton. Si on pose F = 0 dans l'équation (11.1), on 
obtient —0. Il en résulte que p — const, ce qui implique qu’aus- 
si bien l’impulsion que la vitesse d’un point matériel en mouvement 
libre sont constantes. Ainsi, formellement, la première loi pourrait 
être considérée comme une conséquence de la deuxième loi. On peut 
se demander alors pourquoi en faire une loi indépendante? Parce 
que l'équation (11.1) exprimant la deuxième loi n’a de sens que si on 
précise le système de référence dans lequel cette loi est vérifiée. Or on 
ne peut définir un tel système de référence qu’en ayant recours à la 
première loi qui affirme qu'il existe un système de référence dans 
lequel un point matériel libre se meut sans accélération. Dans un tel 
référentiel, le mouvement de tout point matériel est décrit par l’équa- 
tion (11.1) (deuxième loi). On ne peut donc considérer la première loi 
comme une conséquence logique de la deuxième loi, vu qu’il existe 
entre elles une corrélation plus profonde qu’il n’apparaît au pre- 
mier abord. 

5. L'équation (11.2) prédétermine le choix de l’unité de force. 
Les unités de longueur, de masse et de temps étant déjà fixées, l’uni- 
té de force doit correspondre à une force qui communique à l’unité 
de masse une accélération égale à l’unité. En 1960, la XI° Conférence 
générale des poids et mesures adopta le Système international des 
unités de mesure (système SI). À la base de ce système on trouve six 
unités de mesure indépendantes: unité de longueur — Le mètre (m), 
unité de temps — la seconde (s), unité de masse — le kilogramme 
(kg); unité de différence de température — le kelvin (K), unité d’in- 
tensité de courant — l'ampère (A) et unité d'intensité lumineuse — 
la candela (cd). Toutes les autres unités de mesure dérivent des uni- 
tés fondamentales. Il est facile de montrer ce que l’on entend par 
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unité dérivée en prenant l'exemple de l’unité de force. Dans le sys- 
tème SI l'unité de force est le newton (N). Le newton est la force 
qui, agissant sur une masse de { kg, lui imprime une accélération de 
1 m/s. En physique, à côté du système SI, on continue à utiliser 
l’ancien système C.G.S. Dans le système C.G.S. les unités fondamen- 
tales sont: le centimètre (cm) pour l'unité de longueur, la seconde 
(s) pour l’unité de temps et le gramme (g) pour l’unité de masse. 
Dans ce système, l'unité de force est la dyne (dyn). La dyne est la 
force qui, appliquée à une masse de 1 g, lui communique une accélé- 
ration de 4 cm/s°. Il est évident que 


1 N — 105 dynes. 


En mécanique les deux systèmes sont également commodes pour 
la bonne raison qu'ils ne diffèrent pas essentiellement l’un de l’au- 
tre. En mécanique ils ne diffèrent que par l'échelle des unités fonda- 
mentales de masse et de longueur. Dans les deux systèmes toutes les 
notions de mécanique ont exactement la même signification et toutes 
les formules s’écrivent de la même façon. Il en va tout autrement en 
Electricité, en Optique et en Physique atomique; le système C.G.S. 
est beaucoup mieux adapté à leur étude que le système SI. C’est pour 
cela que nous avons donné la préférence au système C.G.S. dans notre 
cours de Physique Générale. 

6. Pour conclure ce paragraphe nous examinerons la question de 
la composition des forces. Nous avons déjà dit que La force est un vec- 
teur. Nous avons voulu indiquer tout simplement qu’à la suite d’une 
rotation des axes de coordonnées les composantes d’une force se trans- 
forment comme celles d’un vecteur. Comme pour tout autre vecteur, 
on peut introduire pour les forces l’opération d’addition, dans le 
sens mathématique de ce terme (cf. $ 7). Par définition on fait cor- 
respondre à deux forces F, et F, une nouvelle quantité représentée par 
la diagonale du parallélogramme construit sur les vecteurs F, et F;. 
On démontre aisément que cette nouvelle quantité est un vecteur 
que l’on appelle résultante ou somme géométrique des forces F, et F;. 
Il est tout aussi absurde de vouloir vérifier expérimentalement 
l'exactitude de telles sommations que de vérifier expérimentale- 
ment l'égalité arithmétique 2 + 3 — 5. Le résultat est correct par 
définition même de la composition des vecteurs. Parfois on confère à 
la composition des forces une signification physique. C'est ce qui se 
passe en physique élémentaire lorsqu'on y parle pour la première fois 
de la composition des forces. Mais la question que l’on cherche à 
traiter n’est jamais parfaitement claire. En effet on commence par 
dire qu’un corps (point matériel) est soumis à l’action simultanée de 
deux forces F, et F.. Puis on demande par quelle force unique F 
on peut remplacer ces deux forces pour que le résultat de l’action 
soit le même. Le manque de clarté de ce problème vient de ce que 
l'on ne précise pas ce qu’il faut entendre par « action simultanée de 


& 
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deux forces ». Dans des conditions données, tout point matériel n’est 
jamais soumis qu’à une seule force dont le module, la direction et 
le sens sont déterminés par la position du point matériel par rapport 
à tous les corps qui l’environnent. Pour expliquer la signification de 
la question posée par ce problème de physique élémentaire, nous 
examinerons deux exemples simples. 

Supposons qu’à un point matériel À soit fixé un ressort tendu qui 
applique au point À une force de traction F,. Supprimons ce ressort 
et faisons agir sur le point matériel À un autre ressort exerçant une 
force de traction F,. La direction et le module des forces F, et F, 
nous sont donnés par les directions des axes des ressorts et par leurs 
allongements. Attachons maintenant notre point matériel à ces deux 
ressorts dont les directions et les allongements seront les mêmes que 
précédemment. [l s’agit de déterminer la force F agissant sur le point 
À soumis à l’action des deux ressorts. 

Notre second exemple concerne une charge ponctuelle q, immo- 
bile en un point À de l’espace. Supposons qu'aux points B et C se 
trouvent les charges ponctuelles q, et g, exerçant simultanément sur 
la charge qg une force F. Supprimons la charge g, et dénotons par 
F, la force exercée par la charge q, sur la charge q. On définira de 
même la force F, qu’exerce sur q la seule charge 9,. Le problème con- 
siste à déterminer la force F, les forces F, et F, étant connues. 

Soit, en général, F; la force qu’exerce sur le point matériel consi- 
déré un certain i-ème corps (source de la force F;), toutes les autres 
sources de force étant supprimées (à = 1, 2, ..., n). Quelle sera la 
force appliquée F lorsque toutes les n sources de force seront présen- 
tes ? Nous avons là une question de physique qui ne peut être tranchée 
à l’aide de définitions. On dit généralement que la force F est 
égale à la somme géométrique des forces F,, F,, ..., F,. Or une 
telle réponse ne constitue pas une conséquence logique des lois de 
Newton ou de n'importe quelle autre loi. Cette réponse peut être 
vraie ou fausse et seule l’expérience permet de trancher la question. 
L'expérience montre que pour des ressorts tendus et des forces élec- 
triques issues des charges ponctuelles, l’énoncé ci-dessus est correct. 
On dit alors que les forces F,, F,, ... vérifient le principe de super- 
position. Ce principe se fonde sur l’idée que les forces appliquées sont 
indépendantes. On dit que lés forces agissent indépendamment si 
chaque force F; communique au corps considéré 18 même accélération 
a;, que le corps soit soumis à l’action d’une séule ou de toutes les n 
sources de forces à la fois. Comme l'accélération est un vecteur, 
l’accélération résultante s’obtient en prenant la somme vectorielle 
de tous les a;. Par suite, la force résultante F — ma est égale elle 
aussi à la somme vectorielle des forces indépendantes F; — ma;. 
On en conclut que la possibilité de mettre en œuvre la règle du pa- 
rallélogramme résulte de l'hypothèse que les forces appliquées sont in- 
dépendantes. Dans le cas où les corps qui sont les sources de forces 
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interagissent entre eux et modifient de ce fait leurs états, ce mode 
de calcul de la force résultante F peut s’avérer incorrect. C’est ce qui 
se produirait si, dans notre second exemple, on remplaçait les sour- 
ces ponctuelles 9, et g, par des corps étendus portant des charges 
électriques. Lors du rapprochement de tels corps la répartition des 
charges électriques qui les recouvrent se trouve modifiée du fait de 
l'induction, ce qui se répercute sur le module de la force produite. 
Mais même dans ce cas on pourra mettre en œuvre le principe de 
superposition si on subdivise en pensée les charges occupant leurs 
positions définitives en des parties suffisamment petites. Assimilant 
alors ces parties à des charges ponctuelles, on pourra calculer par 
application de la loi de Coulomb les champs électriques créés, puis 
utiliser le principe de superposition. Cette proposition doit être con- 
sidérée comme une généralisation de faits expérimentaux. 


PROBLÈMES 


4. Un ascenseur se Space avec une accélération a = ag, avec | « | << 1. 
Connaissant le poids P de ’ascenseur au repos (charge comprise), déterminer la 
tension 7 du câble de l'ascenseur lors de son mouvement accéléré. 

Réponse.T— P (1 — a). On considérera que le nombre fractionnaire a 
est positif lorsque l'accélération a est dirigée vers le bas, et négatif lorsque l’accé 
lération est dirigée vers lefhaut. 

2. On suspend à un ressort un corps assujetti à se déplacer le long d’une 
droite donnée (par exemple, le long d’une tige sur laquelle est enfilé le corps). 
Un tel système peut servir d'accéléromètre (de dispositif de mesure des accélé- 
rations) que l’on fixe sur le corps dont on étudie le mouvement (automobile, 
sons train, etc.). Donnez une description du fonctionnement de cet accéléro 
mètre. 

3. Un avion effectue un virage en se déplaçant à vitesse constante le long 
d'une circonférence et en restant toujours à la même altitude. Calculer le rayon ? 
de cette circonférence sachant que le plan de l'aile de l'avion fait un angle cons 
tant & avec le plan horizonta ; 

V 

gtg a° 

Indication. Lorsque l’avion vole en ligne droite le plan de l'aile est 
horizontal. La force ascensionnelle est alors dirigée suivant L verticale vers 
le haut, donc perpendiculaire au plan de l'aile. Lorsque le corps de l'avion 
tourne autour d'un axe longitudinal d’un certain angle, la force ascensionnelle 
tourne du même angle et reste normale au plan de l'aile puisque les forces d’in- 
teraction de l’avion avec le milieu ne dépendent que du mouvement relatif de 
l'avion et du milieu. 


Réponse. r=— 


$ 12. La troisième loi de Newton et la loi 
de conservation de l’impulsion 


1. Considérons un système fermé constitué par deux points maté 
riels interagissant entre eux. La loi de conservation de l'impulsion 


P1 + P2: = Const 
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est alors vérifiée. En dérivant cette relation par rapport au temps om 
obtient 


Pi+ P: 0, 
ce qui, en vertu de la deuxième loi de Newton (11.1), conduit à 
F, = —F;, (12.1) 


où F,et F, sont les forces qu’exercent l’un sur l’autre les points ma- 
tériels du système. Utilisons le fait expérimental selon lequel les 
forces F, et F, sont portées par la droite reliant entre eux les points 
matériels. Nous aboutirons alors à la troisième loi de Newton: 

Les forces d'interaction s'exerçant entre deux points matériels ont 
même module, sont de sens opposés et sont dirigées suivant la droite 
reliant ces points l'un à l’autre. 

Selon Newton, l’une de ces forces peut être appelée action, et. 
l’autre, réaction. La troisième loi s’énonce alors comme suit. À toute: 
action correspond une réaction égale et de sens opposé. Notons cepen- 
dant que de par sa nature physique, l’action ne se distingue en rien: 
de la réaction. Si la force active est due à une déformation, à la gra- 
vitation universelle ou à un champ électrique, la force de réaction: 
a la même origine. Un corps pesant reposant sur une table exerce 
une pression sur celle-ci et subit lui-même une pression dirigée en 
sens inverse. L'action qui est ici la pression qu’exerce sur la table 
le corps pesant est déterminée par la déformation de ce corps, tan- 
dis que la pression exercée par la table sur le corps est due à la dé- 
formation de la table. La subdivision des forces en forces d’action et. 
de réaction découle de l’idée de l'existence de corps actifs produisant. 
une action et de corps passifs opposant une réaction. Ainsi, dans le 
cas d’un cheval tirant une charrette, le corps actif produisant l’action: 
sera le cheval et le corps passif, source de réaction, est la charrette. 
Il n’est cependant pas toujours" possible’ de classer les corps en corps 
actifs et passifs. Par exemple, dans le cas du Soleil et d’une planète, 
entre lesquels se manifeste une force d'attraction déterminée par la 
gravitation universelle, on ne saurait dire lequel des deux corps: 
célestes est actif ‘et lequel est passif. Laquelle des deux forces F, 
et F, devra être appelée force d’action et laquelle sera appelée force 
de réaction est, avant tout, une question de i 

+2. Nous avons formulé la troisième loi dg Newton pour un systè- 
me fermé comportant deux points matériels en interaction mutuelle. 
Postulons maintenant que cette loi s'applique à tout système com- 
portant un nombre arbitraire de points matériels, en supposant que 
dans ce cas également les points matériels interagissent deux à deux. 
Soient F;4 la force avec laquelle le point matériel à agit sur le point 
matériel k, et F;,; la force qu’exerce le point k sur le point à. La 
troisième loi affirme que ces forces sont portées par la droite reliant 
les points à et k avec F;, = —F;,,. Dans cette interprétation la troi- 
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sième loi de Newton permet de passer de la mécanique d'un point 
matériel à la mécanique d'un système de points matériels et d'étendre 
la loi de conservation de l’impulsion à un système comportant un 
nombre arbitraire n de points matériels interagissant entre eux. 
Examinons de plus près cette question, ainsi que d’autres également 
importantes. 

On peut subdiviser l’ensemble des forces agissant sur les points 
matériels d’un système en forces intérieures et extérieures. Les forces 
intérieures sont les forces d'interaction entre les points matériels du 
système. Ci-dessus nous avons désigné ces forces par les symboles 
F;, avec deux indices ÿ et 4 dénotant les points matériels concernés. 
Les forces extérieures sont les forces qu’exercent sur les points maté- 
riels du système les corps qui l’entourent. Selon la troisième loi de 
Newton Fr = —Fn;, soit Fr + Fr; = 0. I] s'ensuit que la somme 
géométrique de toutes les forces intérieures se manifestant dans le 
‘système est nulle. Ecrivons ce résultat sous la forme 


FO FO +... FD 20, (12.2) 


l'indice supérieur (i) indiquant qu'il s’agit uniquement de forces 
intérieures. L'indice inférieur est le numéro d'ordre du point maté- 
riel soumis à l’action de ces forces. Ainsi, par exemple, F@ dénote 
la force intérieure totale s’exerçant sur le point matériel numéro 1. 
Désignons par les symboles F(, Fe)... les forces extérieures agissant 
sur les points matériels du système. Conformément à la deuxième loi 
de Newton on écrira 


d 
<. = FL F(), 
dp : 
ra FO +FS, 


En additionnant ces équations membre à membre et tenant compte de 
(12.2), nous obtenons 


d 
(Pa + Pat ces + pr) FO +FOE + FR) 
soit 
TL = Fe), (12.3) 


où p est l'impulsion du système tout entier et F(®) est la résultante 
de toutes les forces extérieures qui lui sont appliquées. Ainsi la 
dérivée par rapport au temps de l'impulsion d’un système de poinis 
matériels est égale à la somme géométrique de toutes les forces extérieures 
agissant sur ce système. En vertu de la troisième loi de Newton les 
forces intérieures sont exclues. L'équation (12.3) est la généralisa- 
tion de l'équation concernant un seul point matériel. 
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Supposons maintenant que la somme géométrique de toutes les 
forces extérieures soit nulle (c'est ce qui se produit, par exemple, 
pour un système fermé). On aura alors 2 = 0. La dérivée d'une 
constante est égale à zéro. La proposition inverse est aussi valable: 
si la dérivée d’une certaine quantité est nulle, cette quantité est 
une constante. Nous voyons donc que la dernière équation entraîne 
p = const. 

Ainsi, chaque fois que la somme géométrique de toutes les forces 
extérieures appliquées au système est nulle, l'impulsion du système 
se conserve, i.e. reste invariable dans le temps. C’est ce qui a lieu en 
particulier pour les systèmes fermés. 

Supposons maintenant que F(® =£ 0, mais que la projection de 
la force Fe) sur un axe quelconque, l’axe X par exemple, est égale 
à zéro. [Il résulte alors de l’équation (12.3) que pour cette projection 


des — 0 et par suite p, = const. L’impulsion totale du système ne 


se conserve pas, mais la projection de l'impulsion du système sur 
l'axe X se conserve. Par exemple, l’impulsion d’un corps en chute 
libre ne peut se conserver puisque le corps est soumis à l’action de la 
force de pesanteur dirigée vers. le bas. Sous l’action de cette force, 
la composante verticale de l’impulsion varie sans discontinuer, mais 
la composante horizontale de l'impulsion reste invariable pendant 
toute la durée de la chute du corps. (Nous ne tenons compte ici que 
de la force de pesanteur, négligeant la force de résistance de l’air et 
et les autres forces.) 

3. La démonstration de la loi de conservation de l’impulsion que 
nous venons de donner appelle quelques remarques. Elle est fondée 
sur l'hypothèse que les points matériels du système fermé intera- 
gissent deux par deux, ces interactions vérifiant la troisième loi de 
Newton. Pour que le résultat final soit correct, il suffit d'exiger que 
soit remplie la condition (12.2) qui est moins stricte. Il suffit en 
effet que soit nulle la somme géométrique des forces intérieures 
s’exerçant dans le système. Nous montrerons au $ 38 que cette con- 
dition n’est satisfaite que parce que l’espace jouit de la propriété 
d’être homogène. Il est possible que même la condition (12.2) ne 
soit pas nécessaire et que la loi de conservation de l'impulsion soit 
également vérifiée lorsque la subdivision du système en parties est 
dénuée de sens et qu’il n’est plus possible d'utiliser la notion d’in- 
teractions mutuelles entre ces parties du systëme, ainsi que les au- 
tres concepts de la mécanique classique. Il n’êst pas exclu que cette 
situation ait lieu à l’intérieur des noyaux atomiques et dans les 
transmutations des particules « élémentaires », L'expérience montre 
que, adéquatement généralisée, la loi de conservation de l'impulsion 
est une loi fondamentale de la Nature ne souffrant aucune exception. 
Mais prise dans ce sens large, cette loi ne peut plus être considérée 
comme une simple conséquence des lois de Newton. 
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4. Dans l’exposé que nous venons de donner, la loi de conserva- 
tion de l'impulsion d’un système fermé comportant deux points 
matériels en interaction mutuelle a été simplement postulée. La vé- 
rification de cette loi est fournie par l'expérience. Nous avons procédé 
ainsi rien que pour introduire la notion de masse. On peut cependant 
introduire cette notion tout autrement, notamment en déterminant le 
rapport des masses des corps considérés en se fondant sur le rapport 
inverse des accélérations communiquées à ces corps par des forces 
égales. Ce procédé n'implique pas une mesure préalable des forces 


F E PF, 
CH 


Su 
N 


Fig. 28 


puisqu'il suffit de disposer d’un critère d'égalité des forces mises en 
œuvre. Si, par exemple, on soumet successivement deux corps à 
l’action d’un même ressort dans un état de tension tel que l’allonge- 
ment du ressort soit le même, on peut en inférer que les forces appli- 
quées aux deux corps sont égales. En' somme, le procédé de détermi- 
nation de la masse d’un corps, que nous avons utilisé au $ 10, est 
un cas particulier de ce second procédé, de portée plus générale. Ce 
dernier procédé est fondé sur le fait que deux corps mis en interac- 
tion mutuelle sont soumis, en vertu de la troisième loi de Newton, 
à des forces de même module. Il est bien évident que si on avait dé- 
fini la notion de masse en s'appuyant non sur la troisième loi de 
Newton, mais en usant d’un procédé indépendant, on n’aurait pas été 
amené à considérer plus particulièrement le cas de l'interaction entre 
deux points matériels pour établir la loi de conservation de l’impul- 
sion. Cette loi serait dans ce cas aussi un théorème de la mécanique. 
Notons cependant que la définition de la masse donnée au $ 10 pré- 
sente l'avantage de ne recourir à aucun critère d'égalité des forces 
agissantes. En général, il n’est pas facile de définir un tel critère 
sans s'appuyer sur la troisième loi de Newton. 

5. Il arrive parfois que l’interaction de deux corps À et B s’ef- 
fectue par l'intermédiaire d'un troisième corps C. Nous avons alors 
affaire à un système de trois corps et on doit faire intervenir l’équa- 
tion de mouvement du troisième corps. Néanmoins, dans nombre de 
cas, on raisonne comme si le troisième corps n'existait pas. Il s’agit 
de voir dans quels cas un tel procédé est valable et n’introduit pas 
d'erreur. Prenons pour cela l'exemple suivant. 

Les corps À et B sont attachés l’un à l’autre par un fil inexten- 
sible (fig. 23). Le corps À est soumis à l’action d’une force F faisant 
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apparaître une tension dans le fil, ce qui fait que les corps À et.B 
se meuvent avec la même accélération a. D’ habitude onraisonne ainsi. 
Désignons par F; le module de la force qu’exerce par l'intermédiaire 
du fil le corps B sur le corps À, et par F, le module de la force opposée 
exercée par le corps À sur le corps B. On a alors 


mA — F = F;, .M pa nn F3, (12.4) 


mA etm g étant les masses des corps À et B. Selon la troisième loi de 
Newton, F, = F,. En éliminant F, et F,, nous trouvons d’abord 
l'accélération 

F 


ma+mpg ? 


puis les forces F, et F,: 


"8 
Fshe ns À 

Ce raisonnement est incomplet et peut conduire à des conclusions. 
erronées, En effet, dans ce raisonnement ne figure pas le troisième 
corps — le fil qui se meut aussi avec accélération. Les corps À et B 
n’interagissent pas directement entre eux, mais chacun d'eux intera- 
git avec le fil; ces interactions doivent donc être régies par la troi- 
sième loi de Newton. Un raisonnement correct doit tenir compte de 
l'accélération communiquée au fil. On entendra donc par F et F, 
les forces qu’exerce sur les corps À et B le fil tendu. Dénotons par 
F' et F; les forces qu’exercent sur le fil les corps À et B. On doit 
adjoindre aux équations (12.4) l'équation de mouvement du fil: 
ma = F;—F;,m étant la masse du fil. En vertu de l'égalité de l’ac- 
tion et de la réaction F; = Fiet F, = F3, de sorte que 


ma = F, — F,. 


En résolvant ensemble cette dernière équation et les équations 
(12.4), on obtient 


F 
mat+mp+m ? 
F, = mya, F, = (mp +m)a. 


Maintenant F, = F, puisque m -£ 0. Si on suppose cependant que la 
masse du fil est négligeable par rapport à celles des corps À et B,on 
peut rejeter le terme ma, ce qui conduit à l'éga ité approchée F, = F;. 

Dans cette approximation on obtient le mêmé résultat que celui qui 
correspond au cas d’une interaction directe lentre les corps À et B. 

En idéalisant le problème on dit que l'interaction des corps À et B 
s'effectue par l'intermédiaire d’un corps (le fil) dénué de masse. 

Cette situation se rencontre fréquemment et on ne tient aucun compte 
des corps dénués de masse. Comme tout corps possède une masse, on° 
a alors affaire à une abstraction idéalisée. Îl importe de bien savoir 


6+ 
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quels sont les cas qui permettent une telle abstraction et quels sont 
les cas qui ne la permettent pas. Dans l’exemple ci-dessus, ce serait 
une erreur grossière d'utiliser l'égalité F, — F, lorsque la masse du 
fil est comparable aux masses des corps À et B. 


$ 13. Interactions à distance et interactions 
des champs 


1. L'interaction des corps peut résulter soit d’un contact direct 
‘soit de forces à distance. Dans le premier cas Les corps exercent, l’un 
sur l’autre, une traction ou une pression. Les forces qui apparaissent 
lorsque des corps viennent en contact sont dénommées déformations 
des corps. Si les déformations sont petites, leur rôle dans le phénomène 
étudié peut être peu important ; on peut alors les négliger et tenir 
compte de leur influence éventuelle par introduction des forces de 
tension et de pression. Mais si on s’attache à connaître l'origine et le 
mode d’action des forces, il devient nécessaire d’étudier soigneuse- 
ment la carte des déformations dont les corps sont le siège. Ainsi, dans 
l'exemple donné à la fin du paragraphe précédent, le fil agit sur les 
corps À et B (voir fig. 23) parce qu’il se trouve dans un état de ten- 
sion. Dans nos calculs nous avons pu négliger cette circonstance parce 
que nous avons supposé que l'allongement du fil était suffisamment 
petit pour pouvoir admettre que les vitesses des corps liés À et B 
étaient égales. Dans ce cas les résultats du calcul ne dépendent pas 
du degré d'extension du fil. I1n’en aurait pas été ainsi si nous avions 
remplacé le fil par un ressort de faible dureté. D'autre part, si nous 
voulons connaître l’origine des forces F et F, exercées par le fil 
sur les corps À et B, il ne peut être question de négliger les déforma- 
tions du fil qui les relie. Pour savoir pourquoi les corps À et B ten- 
dent le fil, il importe d'étudier leurs déformations propres; car ce 
sont ces déformations qui déterminent l'extension du fil. Faisons 
tourner une pierre attachée à une corde. La pierre subira inéluctable- 
ment des déformations, car s’il n’y en avait pas, la pierre ne pour- 
rait tourner avec accélération. Si nous découpons en pensée une 
petite partie dans cétte pierre, cette partie n’est en mouvement accé- 
léré que parce qu’elle est soumise à l’action des parties de la pierre 
qui l’environnent. Or cela n’est possible que si la pierre est défor- 
mée. 

- En dehors des forces tirant leur origine de la déformation des 
<orps, on peut avoir affaire à des cas.plus compliqués. Par exemple, 
les forces d’interaction peuvent dépendre non seulement du taux de 
déformation, mais aussi de la vitesse de déformation. Tel est le cas des 
forces de frottement. Mais ces forces apparaissent elles aussi par 
contact direct des corps interagissants. Dans tous ces cas on dit que 
Jes forces d'interaction sont des. forces de contact. 
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2. Outre les forces de contact il existe des forces qui, à l’observa- 
tion directe, semblent agir à distance, sans intervention du milieu 
intermédiaire. Ces forces subsistent même lorsque les corps en in- 
teraction sont séparés par un espace « vide ». Telles sont les forces 
gravitationnelles et les forces d'interaction des corps électrisés ou 
aimantés. 

Conformément aux conceptions fondamentales de la mécanique 
de Newton, les forces appliquées à un corps à un instant donné dé- 
pendent des positions et des vitesses qu'ont tous les autres corps. au 
même instant. Si les corps en interaction mutuelle ne sont pas en 
contact, cette assertion présuppose soit une action directe à distance, 
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soit une transmission des interactions à une vitesse infiniment grande. 
La mécanique de Newton admettait, en principe, l'existence d'’in- 
teractions transmises à une vitesse infiniment grande. Comme cette 
hypothèse ne peut être réfutée par la logique, la question doit être 
tranchée par voie expérimentale. Les résultats expérimentaux ont. 
conduit à conclure qu'il n’existe pas d'interactions instantanées et 
que leurs vitesses de transmission sont limitées (inférieures à la vi- 
tesse de la lumière dans le vide). Il s'ensuit que la mécanique classi- 
que ne décrit correctement les interactions que lorsque les vitesses 
de tous les corps du système considéré sont négligeables comparati- 
vement à la vitesse de propagation des interactions (la vitesse da la 
lumière). Mais une telle description est incorrecte par principe. 
Pour illustrer cette assertion, considérons l'application de la troisième. 
loi de Newton. Comme la vitesse de propagation des interactions est. 
finie, cette loi ne peut être toujours vérifiée pour les interactions à 
distance. Considérons deux points matériels qui se trouvent long- 
temps au repos dans les positions À et B (fig. 24). Supposons que les 
forces d'interaction qu’ils échangent alors vérifient la troisième loi 
de Newton. Si maintenant le premier point matériel se déplace de 
sa position À vers une nouvelle position À’ à une vitesse suffisam- 
ment grande pour que, pendant ce déplacement, l'interaction n'ait 
pas le temps d'arriver jusqu'au point B, la force F demeure inchangée. 
Cette force sera déterminée non par la nouvelle disposition des 
points matériels, mais par l’ancienne et sera donc portée par la droite 
BA et non par la droite BA’, comme l’implique la troisième loi de 
Newton. La loi de Newton se trouve donc en défaut, ce qui entraîne 
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l'invalidation de la loi mécanique de conservation de l'impulsion, 
L'impulsion totale des corps À et B ne peut, en général, se conserver 
pour une vitesse finie de propagation des interactions. 

8. Un physicien du XIX® siècle aurait affirmé que l’invalidation 
de la troisième loi de Newton et de la loi de conservation de l’impul- 
sion n’est qu'apparente, puisque les interactions à distance entre les 
corps ne peuvent être directes. Une interaction directe à distance im- 
pliquerait qu’un corps soit susceptible d'exercer une action en un 
point où il ne se trouve pas et dont il est séparé par un espace vide. 
Ïl s'ensuit qu'une telle action serait impossible, toute interaction 
s'effectuant par l'intermédiaire d’un certain milieu; le corps À 
agissant sur le milieu ambiant modifierait. ses propriétés, faisant 
apparaître, par exemple, des variations des tensions et des pressions 
qui se propagent à des vitesses finies. Lorsque ces variations arri- 
vent jusqu'au corps B, elles se manifestent sous forme de forces 
appliquées au corps B. Et qu’adviendrait-il si les corps interagis- 
sants se trouvent séparés par un espace absolument vide? Un physi- 
cien du XIXe siècle aurait répondu qu'il n'existe pas d'espace abso- 
lument vide puisque tout l'espace est occupé par un certain milieu, 
l'éther par exemple, par l'intermédiaire duquel s’effectueraient les 
interactions. Ces physiciens du XIXe siècle attribuaient à ce milieu 
hypothétique des propriétés’ analogues à celles des corps solides, 
liquides et gazeux ordinaires. Aussi conclueraient-ils que la troisième 
loi de Newton est toujours vérifiée, à condition de l'appliquer non à 
des forces d'échange entre des corps À et B séparés (puisque ces for- 
ces ne sont qu'apparentes) mais aux forces d'interaction de ces corps 
avec le milieu intermédiaire. Dans ce cas la loi de conservation de 
l'impulsion serait toujours vérifiée. On notera cependant que l’im- 
pulsion totale devrait comprendre non seulement les impulsions des 
corps appartenant au système, mais encore l'impulsion du milieu 
intermédiaire transmettant les interactions. 

Les physiciens contemporains raisonnent d’une façon analogue, 
mais à un plus haut niveau d’abstraction et avec plus de circonspec- 
tion. Eux aussi récusent l’action directe à distance, nient l’existen- 
ce d’un milieu intermédiaire transmettant les interactions, mais pen- 
sent que toutes les interactions sont assurées par des champs — 
gravitationnels, électromagnétiques, etc. Le corps À suscite l’appa- 
rition, dans le milieu ambiant, d’un champ de forces qui se manifeste 
par des forces appliquées au corps B. Le corps B crée lui aussi un 
champ analogue agissant sur le corps À. La physique moderne n’ad- 
met pas l’existence des interactions autres que celles dues aux champs 
de forces. Les interactions par contact ne sont que des cas particu- 
liers des interactions dues aux champs; il s’agit en l'occurrence de 
champs moléculaires. Les champs moléculaires décroissent rapide- 
ment avec la distance et ne se manifestent que lorsque la distance 
entre les corps en interaction est inférieure à 10-7 cm environ. C’est 
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pour cela que ces interactions de champs apparaissent à l'échelle ma- 
croscopique comme des « interactions au contact ». 

4. On peut se demander si la différence entre les conceptions des 
physiciens des XIXe et XX° siècles ne se réduirait pas à une question 
de terminologie: avant on parlait de milieu intermédiaire, mainte- 
nant on parle de champs. Il s’agit non de terminologie, mais des pro- 
priétés physiques réelles du champ et du milieu hypothétique (éther) 
par l'intermédiaire duquel, selon la physique du XIXe siècle, s'ef- 
fectueraient les interactions des corps. On attribuait à l’éther des 
propriétés analogues à celles des corps ordinaires. Aussi pouvait-on 
parler de l’état de repos ou de mouvement de l’éther, de son élasti- 
cité, de sa densité, des forces agissant sur l’éther, du mouvement 
des corps par rapport à à l’ éther; on pouvait aussi attacher à l’éther 
un référentiel, etc. On n'aura pas à invoquer de telles considérations 
en parlant des champs. La physique moderne considère tout champ 
comme une réalité objective par l’intermédiaire de laquelle sont 
transmises les interactions. Un champ peut exister indépendamment 
des corps qui l'ont généré, par exemple les ondes électromagnétiques 
générées par les émetteurs. Un radioémetteur peut cesser d’ émettre, 
mais le champ électromagnétique qu'il avait créé continue d'exister 
et de se propager dans l’espace. Lorsqu'il parvient à un poste récep- 
teur éloigné il lui apporte les informations qui avaient été émises un 
peu plus tôt par le poste émetteur. Il n’y a pas d’espace absolument 
vide, car tout espace est rempli de champs. À côté de la substance le 
champ est une des formes d'existence de la matière. Les physiciens du 
XIXe siècle s'imaginaient que pour comprendre la nature des forces 
d'interaction il fallait les réduire à des forces mécaniques, par exem- 
ple aux forces élastiques, apparaissant lors de la mise en contact des 
corps. La physique moderne récuse de telles approches. 

Les forces élastiques, les forces de pression et de tension, la for- 
ce musculaire et d’autres forces étaient connues des hommes depuis 
longtemps. Ces forces leur semblaient simples et bien compréhen- 
sibles. Plus tard, lorsque l’homme se trouva en présence des forces 
électriques et magnétiques, elles lui semblèrent mystérieuses et tout 
naturellement il chercha à ramener ces forces aux forces connues de 
tension, de pression et élastiques. En réalité, c’est l'inverse qui 
est vrai, et ce sont les forces d'interactions électromagnétiques qui 
sont plus faciles à interpréter que les forces élastiques, par exemple, 
qui sont plus compliquées. Selon les conceptions modernes, les for- 
ces élastiques, les forces de frottement, les forces d’affinité chimique, 
les forces moléculaires, les forces musculaires et les autres forces 
usuelles pour l’homme, les forces de la gravitation universelle excep- 
tées, sont des manifestations diverses de forces électromagnéti- 
ques. Il ne peut donc être question de chercher à ramener les forces 
électromagnétiques à des forces élastiques. 

Tout champ agit sur les corps avec des forces bien déterminées, 
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mais il serait illusoire de parler de forces mécaniques appliquées à 
un champ. Aussi lorsqu'il s’agit d'interaction par champ, la troisième 
loi de Newton peut se trouver en défaut : le corps subit bien l’action 
d’une force, mais il n’y a pas de force de réaction appliquée à un 
autre corps. Néanmoins la loi de conservation de l’impulsion reste 
valable, car les champs, tout comme les corps, peuvent posséder une 
impulsion. L’impulsion du champ se manifeste par une variation de 
l'impulsion du corps ayant absorbé ou émis l'énergie du champ. Par 


Fig. 25 


émission le corps perd une impulsion qui est emportée par le champ 
et par absorption il acquiert une impulsion due à l’absorption de 
l'énergie du champ. 

5. L'existence d’une impulsion de champ électromagnétique se 
manifeste, par exemple, dans l’effet de pression lumineuse. Les expé- 
riences de P. N. Lébédev (1866-1912) ont démontré que la lumière 
incidente exerce sur le corps irradié une certaine pression. Considé- 
rons un système isolé de deux corps À et B (fig. 25). Supposons que 
le corps À ait émis dans la direction de B un court signal lumineux. 
Lorsque la lumière émise parvient jusqu’à B, elle en est absorbée et 
exerce une pression sur ce corps. Le corps B est mis en mouvement 
et son impulsion varie. La loi de conservation de l'impulsion aurait 
été violée si la lumière se propageant vers B ne possédait pas d’im- 
pulsion. Nous devons donc attribuer à la lumière une impulsion égale 
à l'impulsion acquise par B après absorption de la lumière. Mais si la 
lumière possède une impulsion, à l'instant de son émission parle 
corps À ce dernier doit subir un recul. S'il n’en était pas ainsi, la 
loi de conservation de l'impulsion serait en défaut. 

Ces considérations peuvent être exprimées sous forme mathémati- 
que, ce qui permet d'en déduire d'importantes relations. Soit un 
corps B parfaitement absorbant ; faisons tomber normalement à sa 
surface un faisceau de rayons lumineux parallèles. Les expériences 
de Lébédev ont montré que la pression x qu’exerçait la lumière sur 
l'unité de surface du corps B était égale à la densité spatiale d’éner- 
gie du faisceau incident. Soient / la longueur et S l'aire de la section 


droite du faisceau lumineux; on a alors x — e étant l'énergie 


& 
"SI ° 
du faisceau. La force appliquée au corps B est F — nS — g/l. Cette 
force agit pendant l'intervalle de temps t = l/c (c est la vitesse de 


la lumière dans le vide) et communique au corps l'impulsion p = 
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— Fr — e/c (cf. $ 18). C’est justement l'impulsion de la lumière 
absorbée par le corps B. Aïnsi une lumière se propageant dans une 
certaine direction possède une impulsion égale à 


p=+. (13.1) 


Comme la lumière se propage à la vitesse c, il est tout indiqué de 
présenter l'impulsion sous la forme p — mc, la quantité m étant. 
assimilée à la masse de la lumière. Celle-ci est égale à 

m= (13.2) 

La relation (13.2) est établie pour l'énergie de la lumière. Læ 
théorie de la relativité démontre que cette relation est valable pour 
toutes les formes d’énergie. Ainsi généralisée, la relation (13.2) ex- 
prime la loi fondamentale d’Einstein sur, l’équivalence de la masse: 
et de l'énergie. 

6. En mécanique nous ne rencontrerons pas de phénomènes fai- 
sant intervenir les impulsions de champs. Nous n'étudierons en 
mécanique que les phénomènes pour lesquels la troisième loi de: 
Newton et la loi de conservation de l’impulsion, dans leur signi- 
fication newtonnienne, sont vérifiées. 


$ 14. Importance des conditions initiales 


1. L’équation vectorielle (11.3) exprimant le mouvement d’un 

point matériel peut être Fe sous forme analytique : 
Pr 2 di 

Une seule équation vectorielle (11.3) équivaut à trois —_n ana- 
lytiques (14.1). Ces dernières sont des équations différentielles et ne: 
suffisent donc pas à la détermination univoque du mouvement. 
d’un point matériel. Chacune de ces équations est une équation du 
deuxième ordre. (L'ordre d'une équation différentielle est donné par 
la dérivée la plus élevée figurant dans l'équation.) Pour décrire uni- 
voquement le mouvement du point matériel, il faut adjoindre aux 
équations du mouvement des données supplémentaires concernant 
deux constantes vectorielles ou six constantes numériques. Le plus. 
souvent ces données supplémentaires sont les modules du rayon vec- 
teur r et de la vitesse vu; on peut aussi choisir les valeurs que deux 
fonctions prennent à l'instant + — 0. Ces valeurs portent le nom de: 
conditions initiales. Nous allons illustrer ces considérations par l’étu- 
de du mouvement libre d’un point matériel dans le champ de la gra- 
vité terrestre. 

2. Galilée avait établi que dans le vide tous les corps tombent avec: 
la même accélération. Pour confirmer qualitativement cette proposi- 
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tion on peut utiliser un tube de verre de { m de long dans lequel on 
peut faire le vide. [Introduisons dans ce tube différents objets: un 
plomb de chasse, un morceau de bouchon, une plume, des morceaux 
de papier. Tant que le tube n’est pas évacué, la plume et les mor- 
ceaux de papier tombent beaucoup plus lentement que les autres 
<orps, ce qui est dû à la résistance de l’air. Mais lorsque le tube est 
évacué, tous ces corps tombent à la même vitesse. Une preuve plus 
précise peut être obtenue par observation des oscillations d’un pen- 
dule ; l'expérience montre que la période d’oscillations du pendule 
ne dépend pas du matériau avec lequel il a été fabriqué. L’accéléra- 
tion de la pesanteur g varie avec la latitude géographique; elle at- 
teint sa plus grande valeur (9,83 m/s?) aux pôles.et sa valeur mini- 
male à l’équateur (9,78 m/s°?). La valeur de g diminue avec l’accrois- 
sement de l'altitude au-dessus de la surface terrestre de 3:10-6 m/s? 
par mètre. Aux latitudes moyennes, on peut poser qu’au niveau du 
sol g — 9,80 m/s°. Dans les calculs n’exigeant pas une grande préci- 
sion on peut poser que l'accélération en chute libre g est constante 
‘en tous les points du globe terrestre. 

Dans le champ de la gravité terrestre tout corps est soumis à 
une force F — mg. Par suite l’équation du mouvement (11.8) doit 
s'écrire | 

dèr 

ag (14.2) 
Nous avons négligé toutes les autres forces et n’avon tenu compte 
que de la force de pesanteur. Nous négligerons aussi les variations 
de g avec la latitude et l’altitude, de sorte que l’accélération g sera 
considérée comme constante. L'’équation (14.2) est équivalente aux 
deux équations: 


dv dr : 
jar — &, Pres U. (14.3) 


Il est facile de s’assurer par une simple dérivation que ces équations 
sont vérifiées par les solutions suivantes: 


v=gttun r=p8l+uttre ((14.4) 


quelles que soient les constantes vectorielles v, et r,. La solution 
(14.4) est générale, ce qui signifie que toute solution de l'équation 
(14.2) peut être présentée sous la forme (14.4). En fait, une solution 
générale est non pas une solution, mais toute une famille de solutions 
dépendant de deux constantes vectorielles arbitraires r, et vo. En 
attribuant à ces constantes des valeurs concrètes, nous tirons de 
cette famille une solution particulière bien déterminée. La constante 
v, est la vitesse initiale du point mobile et r, est le rayon vecteur 
Caractérisant sa position à l'instant initial. Il est facile de s’en 
assurer en cherchant à l’aide des formules (14.4) les valeurs de vo 
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et de r pour é—0. On ne peut déterminer les constantes r, et vo à 
l’aide de l'équation différentielle du mouvement (14.2), puisque 
pour toutes les valeurs de ces constantes, les expressions (14.4) 
sont solutions de (14.2). Les valeurs de r, et v, sont définies par les 
conditions initiales et les mouvements du point matériel peuvent 
être très différents selon les valeurs de ces constantes. Le corps peut 
monter ou descendre suivant une droite, il peut décrire une parabole 
en passant ou en ne passant pas par le maximum ; le rayon de cour- 
bure de la parabole peut être petit ou grand, etc. Autant dire que 
les mouvements sont très diversifiés. Le grand mérite de Newton a 
été d'avoir décelé que cette complexité n'était qu’apparente et que 
tous les mouvements se laissaient décrire par une seule et même 
formule ; si on remplace dans cette formule les positions et les vites- 
ses du mobile par son accélération, la formule ne contiendra plus 
aucune constante arbitraire. 

3. Ces résultats peuvent être généralisés. Supposons que l’on 
ait affaire à un système de N points matériels en interactions mutuel- 
les et avec des corps extérieurs dont les positions sont supposées 
connues à tout instant. En écrivant la deuxième loi de Newton pour 
chacun des points matériels, on obtient un système de V équations 
vectorielles ou de 3Nféquations différentielles analytiques équiva- 
lentes d'ordre 2. On démontre que pour résoudre ces équations de 
façon univoque il faut se donner 2N quantités vectorielles ou 6N 
valeurs numériques caractérisant les valeurs initiales des coordon- 
nées et des vitesses des W points matériels du système. 


PROBLÈME 


Un corps est projeté vers le haut sous un angle « par rapport à l'horizontale, 
à une vitesse initiale v,. Etudier son mouvement en négligeant la résistance de 
l’air. Déterminer l'équation de la trajectoire du mobile, sa portée et la hauteur 
maximale à laquelle il monte au-dessus de la surface terrestre supposée hori- 
zontale. Pour quel angle de tir & la portée sera-t-elle maximale ? 

Solution. Prenons pour origine des coordonnées le point de la surface 
terrestre d’où est projeté le corps (r, — 0). La formule (14.4) montre que le 
mouvement doit s'effectuer dans le plan vertical contenant les vecteurs £ et vo. 
Prenons-le pour plan des coordonnées XY en dirigeant l’axe X le long de l'ho- 
rizontale et en le pointant dans le sens du mouvement, et l’axe Y le long de la 
verticale ascendante. Exprimons l'équation (14.4) en termes de projections sur 
les axes de cnordonnées en remarquant que vw, = y COS &, Voy = Vo Sin &: 


Vx = Vo COS, Vy = Vo Sin à — gts 


x=votC08&, y—=votsin a gt 


En éliminant + entre les deux dernières équations, nous trouverons l'équation 
de la trajectoire 


gr? 


RS ie 2vè cos? 


0 
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C'est l'équation de la parabole. La portée du mobile est 
vÿ 


z—— sin 24 
H 


et la hauteur de montée maximale du mobile est 


vè sin? @ 
Ymax — Tr , 
La portée maximum s'obtient pour « = 45°: 
HA va 
Max, + 
Es 


$ 15. Le principe de relativité de Galilée 


1. L'équation exprimant la deuxième loi de Newton 
ma = F (15.1) 


monltre clairement que cette loi ne peut être vérifiée dans n’importe 
que référentiel. D'une façon générale, l'accélération a doit avoir 
des valeurs différentes dans différents référentiels en mouvement 
accéléré les uns par rapport aux autres. Mais la force F ne peut dé- 
pendre du référentiel choisi puisqu'elle ne dépend que des positions 
et des vitesses relatives des points matériels du système puisque, 
selon la cinématique non relativiste, ces quantités sont indépendantes 
du référentiel choisi. Il s'ensuit que la deuxième loi de Newton, tout 
en étant valable dans un certain référentiel, ne saurait l’être dans 
un autre référentiel en mouvement accéléré par rapport au premier 
référentiel. 

2. Supposons que le référentiel S soit un système inertiel. Pre- 
nons un second référentiel S' animé, par rapport au premier, d’un 
mouvement de translation à une vitesse constante V. Supposons 
connu le mouvement d'un point matériel dans l’un de ces référen- 
tiels, le référentiel S par exemple. Comment faire pour calculer le 
mouvement du même point dans le système S’? Posé en termes pré- 
relativistes, le problème consiste à établir les formules exprimant à 
un même instant les coordonnées x’, y’, z' du mobile dans le système 
S' en fonction de ses coordonnées x, y, z dans le système S. On peut 
fixer arbitrairement les origines et les directions des axes de coor- 
données dans les deux systèmes S et S'. Si les systèmes de coordon- 
nées sont immobiles l’un par rapport à l’autre et s’ils ne se distin- 
guent que par la position de leurs origines et par les directions de 
leurs axes de coordonnées, la transformation des coordonnées est un 
problème purement géométrique dont la solution est connue. Il 
reste à élucider ce qu’il advient de cette transformation lorsqu'un 
des référentiels est en mouvement par rapport à l’autre. Posons pour 
simplifier que les axes X’, Ÿ”, Z' sont respectivement parallèles 
aux axes X, Ÿ, Z'et qu'à l'instant t — 0 l’origine O’ coïncide avec 
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l'origine O. On posera aussi que la vitesse V est parallèle à l'axe X. 
Dans ces conditions l’axe X’ coïncidera toujours avec l’axe X. Ces 
simplifications n’affectent en rien la généralité des problèmes posés 
puisqu'on pourra toujours passer aux formules générales par dépla- 
cement de l’origine des coordonnées et par rotation des axes de coor- 
données. 

Soit M la position du point mobile à l'instant t (fig. 26). On a 


— — —— 
OM = 00" + O'M. Au bout d’un temps £, l'origine du système S” 
—> 


passera de la position © à la position O’ avec 00” = Vi. Par suite 
la relation précédente s’écrira 


r=r +LVE, t1=Ÿ, (15.2) 


— _—> 
où r = OM, r' = O'M sont les rayons vecteurs du point mobile 
respectivement dans les systèmes S et S’. Ecrivons (15.2) en termes 
des projections sur les axes de coor- 
données : 


z—=x + Vi, y = y", 
LS 8 t—t. (15.3) 


Les formules de la transformation 
inverse sont 


'=r—Vt, d=t, (15.4) 
et en termes de coordonnées S£ 
'=x— Vi, y = y, 3 = 2, 
= +. (5.5) 


Ces formules donnent la solution Fiere8 
cherchée et portent le nom de trans- 
formations de Galilée. Nous avons adjoint aux formules de trans- 
formation des coordonnées la formule #’ — # pour bien souligner 
qu’en cinématique non relativiste le temps est considéré comme une 
grandeur absolue qui ne se transforme pas. 

Du point de vue du « bon sens » la transformation de Galilée est 
parfaitement évidente. Son établissement se fonde sur l'hypothèse du 
caractère absolu des longueurs et du temps, qui est le propre de la 
cinématique non relativiste. L’équation £:— {’ reflète parfaitement 
le caractère absolu du temps. Les autres formules ont été établies en 
postulant le caractère absolu des longueurs. En effet, les formules 
(15.2), (15.3) et (15. 4) auraient été évidentes par elles-mêmes si les 
tayons vecteurs r et r” et donc toutes les coordonnées x, y, z, x’, y’, 
z' étaient mesurés dans un seul et même référentiel, S par exemple. 
Mais les formules impliquent que les : quantités Tr, Ur Ys 8 sont 
mesurées dans le système Set les quantités r’, x’, y’, 2 le sont 
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dans le système S’. C’est pour cela que l'établissement des formules 
de transformation de Galilée n’est possible qu'en postulant le carac- 
tère absolu des longueurs et du temps. La Physique relativiste ré- 
cusa le caractère absolu des longueurs et du temps et remplaça la 
transformation de Galilée par la transformation de Lorentz. Nous 
examinerons cette question dans notre exposé de la théorie de la 
relativité; ici, il suffit de noter que la transformation de Galilée 
est un cas limite de la transformation de Lorentz et s’en déduit en 
posant que la vitesse V est très petite par rapport à la vitesse de la 
lumière dans le vide. Dans l'étude des « mouvements lents » (V?/c? < 
< 1) on peut utiliser la transformation de Galilée, mais si le mouve- 
ment est « rapide », on ne peut le faire. 
3. En dérivant (145.2) par rapport à t, on a 


dr dr’ dr’ ; 
DE dt mu. 
soit 
v=v +, (15.6) 


où v est la vitesse du mobile dans le référentiel S et v’ sa vitesse 
dans le référentiel S’. Cette formule exprime la loi non relativiste de 
la composition des vitesses (dans le sens physique de ce terme). Cette 
formule a été établie en supposant que la vitesse V est constante. 
Néanmoins elle est valable si la vitesse V n’est pas constante; pour 
nos besoins actuels le cas de V = const suffit. 
En supposant V = const, une seconde dérivation conduit au 
résultat suivant: 
dv __ du’ __ dv’ 
dt. dt d°{' 
soit 
a = a", (15.7) 


a étant l'accélération du mobile dans le référentiel S et a’ l’accélé- 
ration de ce même mobile dans le référentiel S’. Ainsi l'accélération 
du mobile est la même dans les deux référentiels. On dit que l’accé- 
lération est invariante par rapport à la transformation de Galilée. 

Un point matériel libre se meut dans le référentiel S sans accélé- 
ration puisque, par hypothèse, c'est un référentiel d'inertie. La 
formule (15.7) montre que son mouvement dans le référentiel S' ne 
sera pas accéléré non plus. Il en résulte que S” est aussi un référen- 
tiel d'inertie. Donc tout référentiel effectuant un mouvement rectiligne 
et uniforme par rapport à un référentiel d'inertie est lui-même un ré- 
férentiel d'inertie. S'il existe un seul référentiel d'inertie, il doit 
exister un nombre infini de référentiels d'inertie dont les mouve- 
ments relatifs sont rectilignes et uniformes. La force n’est fonction 
que de quantités invariantes : différence des coordonnées de position 
et différence des vitesses des points matériels en interaction. Par 
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suite, la force ne change pas lorsqu'on passe d’un référentiel à un 
autre: F — F'. Cela signifie que La force est invariante par rapport 
à la transformation de Galilée. Comme l'accélération est aussi inva- 
riante: a = a’, il découle de A 1) que 


"= F! 


Cette équation exprime la deuxième loi de Newton dans le référen- 
tiel S’. Sa forme est la même que dans le référentiel S. Les équations 
qui restent inchangées lorsqu'on passe d’un référentiel à un autre 
sont dites équations invariantes. On peut donc dire que les équations 
de la mécanique de Newton sont invariantes vis-à-vis des transforma- 
tions de Galilée. Cette proposition exprime le principe de relativité de 
Galilée. 

4. Le principe de relativité de Galilée établit l’équivalence ab- 
solue de tous les référentiels. Doit-on en inférer qu’un seul et même 
mouvement apparaît identique dans tous les référentiels? Assuré- 
ment pas. Le mouvement d’un corps tombant d’un filet à bagage 
dans un wagon en mouvement uniforme est rectiligne par rapport au 
wagon. Mais dans un référentiel lié à la voie, il s'effectue suivant. 
une parabole, bien que les lois de la mécanique de Newton soient. 
les mêmes dans les deux référentiels. Le mouvement apparaît diffé- 
rent tout simplement parce que les lois de Newton s'expriment par des 
équations différentielles dont la connaissance ne peut suffire à une com- 
plète détermination du mouvement. Pour y arriver il faut connaître 
de plus les conditions initiales, c’est-à-dire se fixer la position et la 
vitesse initiales du corps. Dans l’exemple ci-dessus les équations dif- 
férentielles du mouvement de l’objet sont les mêmes dans les deux 
référentiels, mais les conditions initiales y sont différentes. A l'inté- 
rieur du wagon, le corps tombe avec une vitesse initiale nulle, tan- 
dis que dans le référentiel lié à la voie, ce même corps possède une 
vitesse initiale non nulle dirigée suivant l'horizontale. C’est pour- 
quoi le mouvement est différent suivant le référentiel adopté. Pour 
que le mouvement soit le même, il faut créer dans les deux référen- 
tiels des conditions initiales identiques. C’est ce que nous allons 
expliquer maintenant. 

Supposons que l’on dispose de deux systèmes fermés de corps, 
plus précisément deux grands laboratoires se déplaçant l’un par 
rapport à l’autre d’un mouvement rectiligne et uniforme. Chacun de 
ces laboratoires peut servir de système de référence. Admettons que 
ces systèmes soient inertiels. Supposons encore que les deux labora- 
toires soient parfaitement identiques, c'est-à-dire qu’ils renferment 
les mêmes ensembles d'objets et soient aménagés de la même façon. 
Les phénomènes qui se produisent dans ces laboratoires sont par- 
faitement indépendants de ce qui se passe dans le monde ambiant, 
puisque nous avons postulé que c’étaient des systèmes fermés. Le 
principe de relativité de Galilée affirme que les lois fondamentales 
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de la mécanique régissant les changements de l'état de mouvement des 
corps sont les mêmes dans les deux laboratoires. Par lois fondamentales 
de la mécanique on entend les lois susceptibles de décrire univoque- 
ment le mouvement du système d’après les conditions initiales dans 
lesquelles se trouvait ce système, i.e. d’après les valeurs des coordon- 
nées et des vitesses de tous ses points matériels à un instant quelcon- 
Qque-qu’on adopte comme temps zéro. Si on crée dans les deux labo- 
ratoires exactement les mêmes conditions initiales pour tous les 
Corps, sans exception aucune, tous les mouvements ultérieurs évolue- 
ront exactement de la même façon dans les deux laboratoires. C’est 
ainsi qu'interprétait le principe de la relativité Galilée lui-même qui 
écrivait : 


« Isolez-vous avec un camarade dans un grand local sous le pont d’un gros 
navire et lachez-y des mouches, des papillons et autres petits insectes volants. 
Que s’y trouve aussi un grand aquarium avec de petits poissons vivants. Sus- 
pendez-y au plafon un seau plein d’eau d'où l’eau s'écoulerait goutte à goutte 
par un trou pour tomber dans une cruche à gorge étroite se trouvant sous le seau. 
Tant que le navire reste immobile, observez attentivement comment tous les 
insectes volent indifféremment en tous sens à la même vitesse. Vous constaterez 
que les poissons nagent en tous sens et que les gouttes d’eau s'engouffrent toutes 
dans la cruche. Si vous jetez à votre camarade un objet quelconque, vous le 
lancerez avec la même force dans un sens ou dans l’autre, à condition que la 
distance soit la même. Si vous sautez à pieds joints, la longueur de votre saut 
sera la même dans toutes les directions. Observez tous ces faits bien attentive- 
ment même si vous êtes absolument certain que tant que le navire est immobile, 
tout se passe comme on s’y attendait. Mettez maintenant le navire en marche 
à une vitesse quelconque. Si le mouvement du navire est uniforme et s’il n’y 
a pas de roulis, vous n'observerez aucun changement dans les faits précités et 
aucune observation ne vous permettra de dire si le navire est immobile ou en 
mouvement. » 

Ensuite Galilée décrit le déroulement des mêmes événements observés sur 
le navire en mouvement. Il remarque notamment que si on jette un même objet, 
avec la même force (on devrait dire à la même vitesse par rapport au navire) 
d'abord vers l'avant, puis vers l’arrière du navire, la distance que parcourra 
cet objet par rapport au sol du navire sera la même dans les deux cas, bien que 
pendant le temps que l’objet se trouve en l’air le sol se déplace à l'encontre de 
cet objet d’une distance appréciable. Il formule des remarques analogues au 
sujet des autres événements observés. Notant l'indépendance de tous les phé- 
nomènes, observés dans un local fermé sous le pont du navire, de son mouvement 
uniforme, Galilée arrive à la conclusion suivante: 

« La raison de la concordance de tous les effets observés tient à ce que le 
mouvement du navire entraîne tous les objets qui s'y trouvent, l'air y compris. 
C’est pour cela que j'avais bien précisé que vous deviez vous trouver sous le 
pont du navire ». 


‘5. Il serait incorrect d’énoncer le principe de la relativité de la 
manière suivante : « Soient deux référentiels d'inertie. Si on place à 
un certain instant tous les corps et objets de l'Univers, sans en excepter 
un seul, dans des conditions identiques, à partir de ce moment tous 
les phénomènes évolueront de la même manière dans les deux réfé- 
rentiels ». Une telle proposition est complètement dénuée de sens et 
ne reflète aucune loi-de la physique. En effet;;' si les deux référentiels 
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sont en mouvement, l’un par rapport à l’autre, il est impossible qu’ab- 
solument tous les corps de l'Univers se trouvent à un instant donné 
exactement dans les mêmes conditions, puisque les vitesses des mê- 
mes corps seront différentes dans les deux référentiels. Aussi la pré- 
misse de la formulation donnée ci-dessus (qui est incorrecte) ne peut 
être satisfaite puisqu ’elle implique la totalité des corps de l'Uni- 
vers. Pris dans sa vraie signification, le principe de la relativité n’est 
pas une loi physique ordinaire, car il concerne non pas les phénomè- 
nes de tout l'Univers, mais seulement ceux qui se produisent dans 
des systèmes fermés de’ dimensions finies ou dans des systèmes se trou- 
vant dans des conditions extérieures immuables. Un exemple en est 
fourni par le local clos à bord du navire invoqué par Galilée. Le local 
devait être clos, sinon les phénomènes qui y étaient observés aurai- 
ent dépendu de la vitesse du vent variant avec la vitesse du navire. 
Mais un tel local n’est cependant pas un système vraiment fermé 
puisque les corps qui s’y trouvent sont soumis à des influences exté- 
rieures, notamment au champ de la gravité terrestre. Mais comme 
ce champ est le même, que le navire soit immobile ou en marche, le 
local clos avec tous ses objets se comporte comme un système fermé, 
bien que soumis au champ de pesanteur extérieur. 

Parfois on formule le principe de la relativité de la manière sui- 
vante: « Les lois de la Nature sont les mêmes dans tous les réfé- 
rentiels d'inertie ». Le défaut de cette formulation est que l’« iden- 
tité des lois de la Nature » peut être interprétée dans le sens d’une 
évolution identique d’un phénomène donné dans n'importe quel ré- 
-férentiel. Or nous venons de montrer qu’il n’en est pas ainsi : le mode 
d'évolution des phénomènes physiques est déterminé non seulement 
par. les lois fondamentales de la Nature, mais également par les 
valeurs des paramètres caractérisant les conditions initiales du sys- 
tème. Afin d'éviter tout malentendu, il serait préférable de parler 
non:pas des « lois de la Nature » mais, comme le suggéra Einstein, de 
« lois régissant les changements d'état des systèmes Physiques ». L'énon- 
cé du principe de la relativité est alors: 

« Les lois de la Nature régissant les changements d'état des systè- 
mes physiques ne dépendent pas du référentiel d'inertie auquel se rap- 
portent ces changements ». 

Cette dernière formulation du principe est d’une portée plus gé- 
nérale que celle où on invoquait l’invariance des lois de Newton par 
rapport à la transformation de Galilée, et ce, pour les raisons sui- 
vantes. Premièrement, il s’agit ici de l’invariance de toutes les lois 
physiques et pas seulement des lois de la mécanique (lois de Newton). 
Deuxièmement, on ne précise pas la forme des transformations des 
coordonnées et du temps par rapport. auxquelles sont invariantes 
les lois de la Nature. Ces transformations doivent être déduites du 
principe de relativité et de certaines autres considérations: C’est en 
procédant ainsi que l’on avait établi;-en théorie de la relativité, les 
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transformations de Lorentz mentionnées ci-dessus. Les lois de la Na- 
ture sont invariantes vis-à-vis des transformations de Lorentz. Ainsi 
formulé, le principe de relativité est appelé principe de relativité 
d'Einstein. On l’étudiera dans la suite de notre Cours. 


$ 16. Additivité et loi de conservation 
- de la masse 


1. Soient?deux corps de masses m, et m, qui après collision s’unis- 
sent pour former un seul corps composé. Un exemple en est l’agglo- 
mération de deux boules de glaise résultant de leur choc. Un autre 
exemple est fourni par les réactions chimiques ou nucléaires dans les- 
quelles deux atomes ou noyaux s’unissent pour former une nouvelle 
molécule ou un nouveau noyau. Le problème consiste à calculer la 
masse m du corps composé, connaissant les masses m, et m, des corps 
initiaux. À première vue, la réponse paraît toute simple: m = my + 
+ m.. Bien que cette réponse soit dans une certaine mesure correcte, 
il importe de la justifier. Pour ce faire, nous ferons appel au prin- 
cipe de relativité de Galilée. 

Etudions le processus de collision dans un référentiel d'inertie S. 
Dénotons par v, et v, les vitesses des corps avant leur collision, et 
par.v la vitesse du corps composé après collision. En vertu de la loi 
de. conservation de l’impulsion 


Mas + Mols = MU. - (16.1) 


Considérons maintenant ce même processus de collision dans un 
autre référentiel S'’ animé d’un mouvement rectiligne et uniforme à 
la vitesse V par rapport au référentiel S. Conformément au principe 
de relativité, la loi de conservation de l’impulsion est également 
vérifiée pour le système S’ et s’écrit sous la forme 

Myv, + Mau, = MU". (16.2) 


Les deux systèmes inertiels étant tout à fait équivalents, les masses 
de tous les corps sont les mêmes dans les référentiels S’ et S. En 
physique non relativiste les vitesses v,, v, et v’ dans le référentiel 
S’ sont liées aux vitesses correspondantes dans le référentiel S par 
les relations 


v=v—V, v=v—V, v'=v—Vv. 
Par suite (16.2) se transforme en 
mi (ui —V)+mi(v —V)=m(v—V), 
et compte tenu de (16.1), en 
(m + m2) V = mV. 
On en tire 
M = Mi + Mo. (16.3) 
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Comme on s’y attendait, la masse du corps composé est égale à la somme 
des masses des corps initiaux. Cette propriété s'appelle additivité de la 
masse. 

Cette démonstration peut être généralisée. Il n’est pas nécessaire 
de supposer que seuls deux corps entrent en collision et s’unissent 
pour former un corps unique. On peut fort bien considérer une réac- 
tion chimique à laquelle participent plusieurs molécules ou atomes 
qui après réaction donnent naissance à plusieurs autres molécules ou 
atomes. Reprenant le raisonnement qui a conduit à la relation (16.3), 
nous arriverons à un énoncé plus général: la somme des masses des 
substances avant réaction est égale à la somme des masses des substances 
après réaction. C’est la loi de conservation de la matière ou plus exacte- 
ment la loi de conservation de la masse. Comme la masse est proportion- 
nelle au poids, cette loi s'appelait jadis loi de conservation du poids. 
Cette dénomination était usuelle dans les anciennes publications, 
mais elle est malencontreuse et n’est plus utilisée. Or, aussi bien 
Lomonossov (1711-1765) que Lavoisier (1743-1794), qui ont intro- 
duit dans la science la loi de conservation de la matière, découvrirent 
cette loi en.se fondant sur les pesées des produits des réactions chi- 
miques. Ce qu’ils démontrèrent ainsi mérite d’être appelé « loi de 
conservation du poids »: 

2. Newton définissait la masse d’un corps comme la quantité de 
substance qu’il renferme. Une telle définition exige que soit d’abord 
précisé ce qu’il faut entendre par « quantité rot ». Newton 
ne fit que remplacer le terme « quantité de substance » par un nou- 
veau terme « masse », sans se soucier de leur donner des définitions 
précises. Mais la définition newtonnienne de la masse sous-entend 
implicitement l’idée de l’additivité des masses. Si on réunit en un 
seul deux poids ayant chacun une masse de 1 kg, on conçoit intuiti- 
vement que l’on obtient un poids d’une masse de 2 kg, puisque la 
« quantité de substance » y est deux fois plus grande que dans l’un 
des poids initiaux. L’intuition a toujours été une source de création 
scientifique, mais en science elle.ne peut se substituer à une démons- 
tration. Toute démonstration doit s'appuyer sur des déterminations 
précises et sur les lois de la Nature. Nous avons donné au $ 10 une 
définition précise de la notion de masse. Mais partant de cette dé- 
finition, il n’est nullement évident que la masse soit une grandeur 
additive. Il est d’autant plus important de le démontrer que l’addi- 
tivité et la loi de conservation de la masse ne sont vérifiées que de façon 
approchée. Effectivement nous avons déduit cette loi du principe de 
relativité de Galilée. Or ce principe n’est pas une loi naturelle parfai- 
tement précise, n'étant qu'un cas limite approché du principe de rela- 
tivité d'Einstein. Il s'ensuit que notre raisonnement doit être révisé et 
fondé non plus sur le principe de Galilée mais sur celui d’Einstein. 
Nous le ferons plus tard dans l’étude de la théorie de la relativité 
Pour l'instant nous nous contenterons d’en énoncer le principal #é-' 
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sultat qui est d'importance fondamentale. La loi de conservation de la 
masse dans son ancienne formulation — la somme des masses avant 
réaction est égale à somme des masses après réaction — s’est avérée ine- 
zacte. Les lois de conservation de la masse et de l'énergie, que la physi- 
que prérelativiste considérait comme deux lois de la Nature précises 
et indépendantes, ont perdu leur indépendance en physique relativiste 
qui les a réunies en une seule loi de conservation de la masse et de l'éner- 
gie. Toute forme d'énergie possède une masse égale au quotient de la 
quantité d'énergie par le carré de la vitesse de la lumière dans le vide. 
C'est la conclusion à laquelle nous sommes parvenus dans le cas 
particulier de l’énergie radiante (fin du $ 13). Dans le bilan de la 
masse on doit faire figurer non seulement la masse de la substance, 
mais encore la masse de l’énergie émise ou absorbée. Dans tout pro- 
cessus naturel la somme de la masse de la substance et de l’énergie 
reste constante. 

Le fait que dans l’étude des réactions chimiques on n’a pas déce- 
lé de variations de masse des substances tient à la petitesse de l’effet 
énergétique qui les accompagne. La variation de masse résultant de 
la libération ou de l'absorption d'énergie y est tellement petite 
qu'elle se trouve au-delà de la précision des mesures. Ainsi, dans la 
combustion de 12 g de carbone avec formation de bioxyde de carbone 
(CO;), il se dégage 99 kcal de chaleur. En ergs cela représente e — 
— 99.4,19.10 & 4.10% erg. D’après la formule (13.2), à cette 
énergie correspond une masse 
- 4.402 

9.1020 
La masse totale des substances engagées dans la réaction est m— 
= 12 + 32 — 44 g. Ainsi 


Am 0,540 4040 
A M 


&0,5-10"8 g. 


Am = 


Pour pouvoir déceler par pesée la variation de masse des substances 
accompagnant leur réaction chimique, il faudrait que la précision 
relative des mesures soit au moins égale à 10-12. 

Le rendement énergétique des réactions nucléaires est plusieurs 
millions de fois plus grand que celui des réactions chimiques. La 
relation (13.2) entre la masse et l’énergie a été confirmée expérimen- 
talement sur les réactions nucléaires. Cette relation joue un rôle 
exceptionnel en physique nucléaire et en physique des particules 
élémentaires. 

$ 17. Les lois de frottement 


1. En mécanique on a généralement affaire aux forces de la gra- 
vitation universelle, aux forces élastiques et aux forces de frotte- 
ment. Parfois on inclut dans la mécanique des problèmes sur le 


$17] LES. LOIS DE FROTTEMENT 101 


mouvement des corps portant des charges électriques dans des champs 
électriques et magnétiques. On doit alors adjoindre aux forces pré- 
citées les forces électromagnétiques qui sont les forces auxquelles 
sont soumises les particules chargées se trouvant dans des champs 
électriques et magnétiques. Nous étudierons en détail les forces de la 
gravitation universelle et les forces élastiques dans les chapitres 
ultérieurs de ce volume. Ici nous nous proposons d'examiner briève- 
ment les forces de frottement. Notons que la mécanique ne s'occupe 
pas de la nature des forces de frottement, question qui est traitée 
dans d’autres parties -de la physique. Aussi laisserons-nous de côté 
la question de l’origine des forces de frottement et n'exposerons que 
les lois empiriques régissant le frottement. Il est bien évident que 
quelle que soit l’importance de cette question, elle ne présente pas 
le même caractère fondamental que les lois de Newton par exemple. 
D'ailleurs les lois de frottement sont des lois approchées et souvent 
même ce sont des approximations assez grossières. 

Les forces élastiques, de gravitation, de répulsion et d’attraction 
mutuelle des corps chargés ne dépendent que de la configuration 
des corps, donc de leurs positions relatives et nullement de leurs 
vitesses. Les forces de frottement dépendent, elles, non seulement de 
la configuration des corps, mais encore des vitesses relatives des corps 
entre lesquels elles s’exercent. 

Les forces de frottement peuvent s'exercer entre des corps en 
contact, ou entre différentes parties d’un corps lorsqu'ils sont en 
mouvement relatif ou dans un état de repos relatif. Le frottement est 
dit extérieur s’il se manifeste entre des corps différents en ‘contact 
mutuel, mais ne constituant pas un Corps unique (par exemple, frot- 
tement entre un barreau et un plan incliné sur lequel il repose ou 
glisse). Lorsque le frottement se manifeste entre différentes parties 
d’un seul et même corps, par exemple entre différentes couches d’un 
liquide ou d’un gaz, dont les vitesses varient continuellement d’une 
couche à une autre, on dit qu’on a affaire à un frottement inférieur. 
Cette subdivision en frottement extérieur et intérieur est d’ailleurs 
toute conventionnelle. Si on réunit les corps en contact en un seul 
système mécanique, le frottement qui était d’abord considéré comme 
extérieur devient intérieur. La force de frottement appliquée à un 
corps solide en mouvement dans un fluide (liquide ou gaz) est la 
force de frottement intérieur dans le fluide et non une force de frotte- 
ment extérieur s’exerçant entre le solide et le liquide. L'expérience 
montre en effet que les couches du liquide ou du gaz les plus proches 
de la surface du solide y adhèrent et se déplacent avec lui ; le frotte- 
ment s’exerce entre différentes couches adjacentes du fluide. 

On dit qu’un frottement est sec lorsqu'il s'exerce entre deux 
surfaces solides entre lesquelles il n’y a pas de couche liquide ou ga- 
zeuse intermédiaire (absence de lubrifiant). Lorsque ces corps sont 
en mouvement relatif, on distingue le frottement de glissement et le 
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frottement de roulement. Le frottement qui s'exerce entre la surface 
d’un corps solide et un milieu liquide ou gazeux dans lequel il 
se meut, ainsi que le frottement s’exerçant entre les différentes 
couches d’un fluide, est dit frottement fluide ou visqueur. 

2. Examinons d’abord les lois du frottement sec. Un tel frotte- 
ment apparaît aussi bien lorsqu'un corps glisse-sur la surface d’un 
second corps que lorsqu'on cherche à le mettre en mouvement. Dans 
ce dernier cas on dit qu'il s’agit d’un frottement de repos (frottement 
statique) ou d'un frottement d'adhésion. L'existence d'un frottement 
de repos est caractéristique du frottement sec. Dans un sens plus 
général et sans tenir compte des caractéristiques des corps en pré- 
sence, on dira que le frottement est sec si les forces de frottement ne 


Fig. 27 


s'annulent pas avec les vitesses relatives des corps en contact. Dans 
le cas contraire le frottement est dit fluide. Posons un barreau pesant 
sur la surface horizontale d’une table (fig. 27). Au repos le poids P 
du barreau est équilibré par la force de réaction normale f, de la 
table (P — f,). Appliquons au barreau une force de traction hori- 
zontale f se trouvant dans le plan vertical passant par le centre de 
masse du barreau aussi près que possible de la surface de la table äfin 
d'éviter le basculement du barreau à l'instant de son démarrage. 
L'expérience montre que tant que la force f n’excédera pas une va- 
leur limite f, (f fo) le barreau ne démarrera pas. On en conclut que 
la table exerce sur le barreau une force fr. égale et opposée à f et la 
compensant exactement. C’est justement la force de frottement au 
repos. La même force de frottement mais dirigée en sens inverse est 
exercée par le barreau sur la table. La force de frottement au repos 
prend automatiquement une valeur égale et opposée à la force exté- 
rieure f. Sa valeur maximale est f4. 

Supposons maintenant que le barreau glisse sur la table à une 
vitesse v. Tant que son mouvement est uniforme, la force agissante ÿ 
est encore compensée par la force de frottement fr. Si le système est 
déséquilibré, le mouvement du barreau sera accéléré. Dans les deux 
cas la force de frottement f est fonction de la vitesse v. La figure 
28 illustre l'allure de cette dépendance. La force de frottement appli- 
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quée au barreau est toujours orientée dans le sens contraire à son 
mouvement. Sur la figure ce résultat est reflété par le fait que les 
signes de fr et de v sont toujours opposés. Pour v = 0 le graphique 
dégénère en un segment de droite verticale, ce qui exprime que la 
force de frottement au repos peut avoir toute valeur comprise entre 
—f, et +fo. Lorsque croît la valeur absolue de la vitesse, la valeur 
absolue de la force de frottement diminue d’abord jusqu’au minimum, 
puis commence à croître. Toute la courbe de cette variation est sy- 
métrique par rapport à l’origine des coordonnées: f (+v) = —f (—v). 
Les expériences de Coulomb (1736-1806) ont montré que la valeur de 


fte Fr 


ne 


Fig. 28 Fig. 29 


la force de frottement f;, ne dépend pas de l'aire des surfaces de con- 
tact et est proportionnelle à la force de réaction normale }, des corps. 
On peut donc écrire 


fer = Une (47.4) 


La constante u porte le nom de coefficient de frottement; sa valeur 
dépend de la nature et de l’état des surfaces en contact. Lorsqu' un 
corps glisse vraiment sur la surface d'un autre corps, u s'appelle 
coefficient de frottement dynamique. Si les deux corps sont immobiles 
l'un par rapport à l’autre, on l’appellera coefficient de frottement sta- 
tique. Dans ce dernier cas on admet que dans la formule ci-dessus 
1 prend la valeur f, qui est la plus grande valeur que peut assumer 
la force de frottement au repos. Conformément à la figure 28, le 
coefficient de frottemént u doit en général dépendre de la vitesse v. 
D'ailleurs comme l'avait déjà noté Coulomb, cette dépendance est 
faible, de sorte que lors d’études approchées où peut poser que le 
coefficient u est indépendant de la vitesse. La courbe de la figure 
28 dégénère alors en segments de droite de la figure 29. Même dans 
ce cas idéalisé la force de frottement dépend de la vitesse v puisqu'’el- 
le change de signe lorsque s’inverse le sens du mouvement et pour 
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v —.0 elle a une valeur indéterminée. Dans tous les problèmes de 
frottement donnés à la fin du paragraphe, on suppose que.u ne dé- 
pend pas de 2. 


L'indépendance de la force de frottement au repos avec l'aire de la surface 
de contact peut être illustrée par l'expérience suivanté. On placera un barreau 
en forme de parallélépipède régulier (une brique par exemple) et on mettra ses 
différentes faces successivement en contact avec-un plan incliné. En augmentant 

rogressivement l'angle d’inclinaison du plan incliné, on s’aperçoit aussitôt que 
e barreau commence à glisser pour un certain angle qui reste le même quelle que 
soit la face du barreau en contact avec le plan incliné. 


3. En cas de frottement sec, un corps restera au repos même lors- 
qu'on lui applique une force de traction. Tant que.l4 force appliquée 
f est inférieure à la valeur maximale de la force de frottement de 


Fig. 30 


repos fo, le corps reste immobile. C’est cette propriété du frottement 
sec qui détermine l'effet de « stagnation ». Considérons un corps À 
se trouvant sur ne surface horizontale (fig. 30). Il sé trouve en équi- 
libre tant que les deux ressorts qui lui sont attachés sont distendus 
ou également tendus. La force appliquée au corps À est alors nulle. 
Déplaçons-le de sa position d'équilibre dans l’un ou l'autre sens; 
si la force f quilui est appliquée par les ressorts tendus est inférieure à 
fo, le Corps À restera en équilibre dans sa nouvelle position. Un 
corps qui repose sur une surface horizontale n’a pas de position d'’é- 
quilibre bien déterminée, Mais il existe une région à l’intérieur de 
laquelle on peut déplacer le corps À sans que l’état d'équilibre soit 
rompu. Cette région porte le nom de région (zone) de « stagnation ». 
Le frottement sec qui se manifeste, par exemple, dans les paliers 
des instruments de mesure à aiguille, limite leur'sensibilité. L’exis- 
tence d’une zone de « stagnation » rend indéterminée la position 
d'équilibre où vient se fixer l'aiguille de l'appareil de mesure, et 
limite sa précision. _ . . | 

&. Dans nombre de cas les forces de frottement s'avèrent utiles. 
Ainsi une voiture automobile nv se meut que grâce aux forces de 
frottement s’exerçant entre les pneus et le revêtement routier. Les 
forces de frottement. déterminent également la marche des trains. 
Les .iorces de frottement qui s’exercent entre les courroies et les 
poulies d'entraînement permettent de transmettre le mouvement 
d’un volant à. un autre.On pourrait multiplier les exemples du rôle 
utile des forces de frottement, mais bien souvent elles sont nuisibles. 
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Telles sont les forces de frottement s’exerçant dans les machines, 
par exemple entre les axes et les douilles, car elles entraînent leur 
usure prématurée. On doit.donc chercher à les contrecarrer. Pour cela 
on utilise des lubrifiants. On réduit encore plus efficacement les 
forces de frottement en remplaçant le frottement de glissement par 
le frottement de roulement (roulements à billes). On désigne par frot- 
tement de roulement, le frottement qui apparaît lorsqu'un corps 
sphérique ou cylindrique roule sans glissement sur une surface plane 
ou courbe. Formellement le frottement de roulement obéit aux mêmes 
lois que le frottement dé glissement, mais son coefficient de frotte- 
ment est beaucoup plus petit que celui du glissement. Le procédé le 
plus efficace pour réduire les forces de frottement consiste à créer un 
« coussin d’air » entre les surfaces en regard; ce procédé est de plus 
en plus appliqué. 

5. Nous avons déjà indiqué qu’à la différence des forces de frot- 
tement sec, les forces de frottement fluide ou visqueux s'annulent 
avec les vitesses relatives des couches adjacentes du milieu: La ques- 
tion du. frottement visqueux ‘sera étudiée de. plus près dans les 
chapitres consacrés à la mécanique dés fluides et à la théorie ciné- 
tique des gaz. Ici nos ne donnerons qu’un-‘bref aperçu des forces de 
frottement fluide se manifestant lorsqu'un solide se déplace au sein 
d'un fluide. En plus des forces provenant du frottement interne, la 
surface du mobile est soumise à des forces de pression normale de la 
part du milieu ambiant. La résultante de toutes les pressions norma- 
les a une composante orientée dans le sens contraire au déplacement 
du mobile. Cette composante porte le nom de résistance du milieu. 
Aux grandes vitesses elle devient plusieurs fois plus grande que les 
forces de: résistance ‘dues au frottement.visqueux proprement dit. 
Pour étudier le mouvement des corps dans les milieux visqueux il 
est commode de considérer ces deux forces ensemble. La force totale 
orientée dans le sens contraire à la vitesse du mobile sera convention- 
nellement appelée force de frottement fr. 

Aux faibles vitesses cette force f;, est proportionnelle à la vites- 
se du. corps | 


re = —hiv. (17.2) 


À mesure que la vitesse augmente la corrélation devient plus com- 
pliquée, puis la force de frottement croît approximativement comme 
le-carré de la vitesse: 


fr ho Le  hvo. (17.3) 


Les « coefficients de frottement » k, et k, ainsi que le domaine de 
vitesses où s'effectue le passage de la loi linéaire (17.2) à la loi qua- 
dratique (17.3) dépendent fortement de la forme et dés dimensions 
du mobile, de sa direction, de l’état de sa surface et des propriétés 
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du milieu ambiant. En augmentant la superficie et en modifiant 
comme il convient la forme du corps, on arrive à augmenter forte- 
ment les valeurs des coefficients k, et k.. C'est la basé du principe 
de fonctionnement du parachute (voir problème 8 à la fin de ce 
paragraphe). 


‘PROBLÈMES 


1. Il existe un procédé commode de mesure du coefficient de frottement 
au repos consistant à placer le corps sur un plan incliné et à déterminer l'angle 
d’inclinaison & minimal pour lequel le corps commence à glisser. Trouver la 
relation entre l'angle & et le coefficient de frottement nu. ; 

Réponse. u=tgo. | ; 

2. Un seul homme peut, bien que lentement, haler une lourde péniche. 
Mais il ne pourrait le faire avec un corps lourd reposant sur le sol, même si le 
poids de ce corps est notablement plus petit que celui de la péniche. Expliquez 
ces résultats. | 

8. Les bras écartés en position horizontale, placez une tige qui reposera par 
ses extrémités sur les index de vos deux mains. Rapprochez maintenant vos 
mains l'une de l’autre. Déterminez en quel point de la tige. se rejoignent vos 
index ? Ecartez à nouveau vos bras, la tige restant horizontale. Où se trouvera 
un de vos index, lorsque l’autre sera près d’une des extrémités de la tige ? Effec- 
tuez cette expérience et expliquez le résultat obtenu. | 

&. Un chauffeur traversant dans le brouillard une place horizontale voit 
soudain devant lui, à faible distance, un mur perpendiculaire à la direction 
dans laquelle il roule. Que doit-il faire pour éviter l'accident, freiner ou braquer 
le volant? ; 

Réponse. Il vaut mieux freiner. 

5. Üne auto roule à vitesse constante sur une route plate mais sinueuse. 
Assimilant la route à une sinusoïde, calculer la vitesse maximale à laquelle 
l'auto ne risque pas de déraper. 

Solution. Lorsqu'une automobile se meut sur une trajectoire courbe 
à une vitesse de module constant, son. accélération a ne peut être que normale 
à la trajectoire. Cette accélération est produite par la force de frottement de 
repos s’exerçant entre les pneus et le revêtement routier: fr, — ma. Si la vitesse 
de l’automobile dépasse une certaine limite, la force de frottement maximale f, 
ne suffira plus pour maintenir le véhicule sur la trajectoire imposée, là où sa 
courbure est grande (f, << ma). Le véhicule commencerà alors à glisser le long 
de la normale à la trajectoire. Conformément à la figure 28, la force de frotte- 
ment de glissement diminuera, ce qui amplifiera le glissement latéral du véhicule 
par rapport à la route. C'est ainsi que se produit le dérapage. Pour un mouve- 
ment s’effectuant le long d’une sinusoïde l'accélération normale atteint sa valeur 
maximale aux sommets de la sinusoïde où la courbure est la plus grande. Si 
y = y (x) est l'équation de la sinusoïde, on a à ses sommets y’ = 0 et Le rayon de 


courbure se laisse calculer en ces points par la formule _. = | y"|. En écrivant 


l'équation de la sinusoïde sous la forme y — À sin 2n + (l'amplitude 4 et la 


période spatiale ! étant constantes) il est facile de trouver la condition requise 
pour éviter le dérapage: 


où pu est le coefficient de frottement et g l'accélération de la pesanteur. 
6. Résoudre le même problème en supposant que l'automobile se meut 
à vitesse constante sur une trajectoire ellipsoïdale d’axes À et B. Déterminer en 
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quels points de la trajectoire l'accélération normale sera maximale et minimale. 
Av? Br? 


pr mine ge I n’y aura pas de dérapage pour 


Réponse. Gmax — 


be 
v<B VE. 


7. En posant que les ressorts représentés sur la figure 30 sont identiques, 
déterminer la zone de « stagnation » du corps 4. 
Réponse. Le centre de la base du corps À peut être en équilibre en tout 
point d'une zone dont les limites sont: 
P__ 


UP 


où P est le poids du ‘corps, 1 le coefficient de frottement, k le coefficient d'élasti- 
cité du ressort. On fait coiïncider l'origine des coordonnées avec le centre de la 
zone de « stagnation ». 

8. Un parachutiste effectue un saut en parachute à ouverture retardée. 
En posant que la masse m du parachutiste est égale à 70 kg, calculer sa vitesse 
de chute uniforme avec parachute fermé et avec parachute ouvert. Pour un 
corps humain en chute libre, le coefficient 4, est de l’ordre de 2 g/cm. Avec un 
parachute ouvert ce coefficient augmente de près de 100 fois, ce qui fait approxi- 
mativement 200 g/em. : . 

Solution. La vitesse de chute uniforme est déterminée par l'égalité 
entre le poids de l’homme P — mg et la force de frottement dans l'air: 


4 me 60 m/s sans parachute ; 
=} ko” | 6 m/s avec parachute ouvert. 


- CHAPITRE III 


CONSÉQUENCES ET APPLICATIONS 
DES.LOIS DE NEWTON 


$ 18. Impulsion de la force et variation 
de’ la quantité de mouvement 


1. Nous avons montré au $ 12 que la dérivée par rapport au 
temps de la quantité de mouvement p d’un système de points maté- 
riels était définie par l’équation. 


der, - (18.1) 


où F() est la somme ééométrique de: toutes les forces extérieures 
appliquées au système. En vertu de là troisième loi de Newton les 
forces intérieures né-figurent pas dans éette équation. Lorsque le 
système se réduit à un seul point matériel, l'équation (18.1) se réduit 
à l'équation exprimant la deuxième loi de Newton. Si la force F@ 
est invariable, il suit de (18.1) 


P—Po—F® (t— t5), (18.2) 


où les vecteurs p et p, sont les quantités de mouvement du système 
aux instants ?{ et {, respectivement. 

Le produit de la force invariable F(® par la durée de son action 
s'appelle impulsion de la force pendant cette durée. On ne doit pas 
confondre cette notion avec la quantité p = mat, + . .. + Man, 
que nous connaissons déjà et qui s'appelle impulsion du système de 
points matériels ou impulsion du corps. On ne doit craindre aucune 
confusion, car nous n'utiliserons jamais le terme « impulsion » tout 
court, l’associant constamment aux mots « force » ou « corps » (ou 
« point matériel », ou encore « système de points matériels »). Aussi 
saura-t-on toujours de quelle impulsion il s’agit. Pour éviter tout 
risque de malentendu dans les cas où l’on devra simultanément faire 
appel à la notion d’impulsion de la force, nous désignerons les gran- 
deurs p = mo et p = mat + ... + m,v, par le terme « quantité 
de mouvement ». Remarquons que nous n’aurons pas à utiliser sou- 
vent la notion d'impulsion de la force. 

2. La relation (18.2) signifie que l'accroissement de la quantité 
de mouvement d’un corps ou d’un système de corps est égal à l’im- 
pulsion de la résultante de toutes les forces extérieures appliquées au 
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système. Ce résultat établi pour: une force F(®) invariable peut être 
généralisé au Cas d’une force variable dans le temps. Subdivisons 
pour ce faire l’intervalle de temps £ — t, en un grand nombre d'in- 
tervalles de temps plus courts: (4, — #4), (ta — 13), . : ., (6 — t,,) 
(£ig. 31). Nous supposerons que ces intervalles de temps sont suffi- 
samment petits pour que la force F(®) puisse être considérée à peu 


Fig. 31 


près constante dans chaque intervalle de temps. Nous dénoterons les 
valeurs correspondantes de la force F( par les symboles F@, . .. 
..., F@.En vertu de (18.2) nous pouvons écrire en approximation 


Pi— Po= FŸ (1 — to); 
Pe— pi FS (t3— ti), 


P—Pni=FS (t—t;), 


OÙ Ps Par + + + Pn1 Sont les quantités de mouvement du système 
aux instants #1, Lo, . . ., t1 respectivement. En sommant ces égali- 
tés, on obtient 


PT Po > FS At;, 
î 


où on a utilisé la désignation standard Aë; = t; — t;.. Cette der- 
nière égalité est approchée et incomplètement déterminée, puisque 
les valeurs F{e), F{, ..., F(® de la force extérieure ne sont pas 
exactement fixées. Cependant cette indétermination peut être levée 
et l'égalité ci-dessus devient exacte, lorsqu'on passe à la limite en 
faisant tendre vers zéro le plus grand des intervalles de temps Aï;, 
la durée f — t, étant maintenue constante. Après le, passage à la 
limite, on obtient 
P—po= lim 2 F$° Ati. 
at+0 À 

On sait que la limite figurant dans le second membre de l'égalité 
porte le nom d’intégrale définie de la fonction F() (f) entre les li- 
mites {, et ? et est désignée par 


t 
(FO (di lim D FÉ 46. 
La At;+0 i 


to 
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La variable d'intégration de la fonction F( est dénotée par + pour ne 
pas la confondre avec la limite supérieure d'intégration t. La valeur 
d’une intégrale définie ne dépend évidemment pas de la lettre utilisée 
pour désigner la variable d'intégration ; pour un intégrant donné elle 
ne dépend que des valeurs des limites d'intégration #, et t. 

Ainsi l'équation généralisée de (18.2) est 


LA 
P— Po= Î FO (x) dr. (18.3) 
to 


L'intégrale se trouvant dans le second membre de cette égalité porte 
le nom d’impulsion de la force Fe) se manifestant pendant l'intervalle 
de temps compris entre t, et t. Ainsi, dans le cas d’une force appliquée 
variant dans le temps, l'accroissement de la quantité de mouvement 
d'un système de points matériels est égal à l'impulsion de la somme géo- 
métrique de toutes les forces extérieures auxquelles est soumis Le système. 
Comme nous l’avons déjà indiqué, les forces intérieures 
n’influent pas sur la variation de la quantité de mouve- 
ment totale du système, car vérifiant le principe d’égali- 
té de l’action et de la réaction, elles n’interviennent que 
deux par deux. 


3. Nous voyons ainsi que la quantité de mouvement que peut 
acquérir un corps dépend non seulement de la force appliquée, 
mais aussi de la durée de son action sur le corps. Pour illustrer 
cette proposition considérons une expérience simple. Une masse 
pesante (fig. 32) est suspendue à un fil, et un second fil identique 
est attaché à la partie inférieure de la masse. Si on exerce un lent 
effort de traction sur le fil inférieur, c’est le fil du haut qui se 
rompt. La raison en est évidente. Comme la masse pesante se trouve 
pratiquement au repos durant toute l'expérience, la différence de 
tension T, — T, du fil doit équilibrer le poids P de la charge: 
Ti — Ts = P. Îl en résulte que 7, > T,. Désignons par T, la ten- 
. sion maximale à laquelle on peut soumettre le fil sans qu'il se rom- 

Fig. 32 pe. Lorsque nous augmentons lentement l'effort de traction exercé 
sur le fil inférieur, à un certain moment 7, atteint la valeur limite 
To. mais Test encore inférieur à 7,. 11 s'ensuit que le fil inférieur reste intact, 
tandis que le fil supérieur se rompt. Maïs si on applique au fil inférieur une 
traction brusque, c’est le fil inférieur qui se rompt, le fil supérieur restant 
intact. En effet, pour provoquer la rupture du fil supérieur on doit assurer 
d'abord son extension d’une certaine longueur. Or, pour ce faire, on doit mettre 
en mouvement le poids qui y est suspendu; or le déplacement du poids ne peut 
être ‘instantané, même si on le soumet à une force de traction importante. Lors 
d'une traction rapide on n'arrive pas à communiquer au poids suspendu un 
déplacement suffisant et le fil inférieur se trouve soumis à une tension plus 
grande que T,; le fil supérieur n'ayant pas eu le temps de s’allonger, sa tension 
reste pratiquement invariable et c'est le fil inférieur qui se rompt. | 

Considérons une seconde expérience illustrant le rôle de la durée d'action 
d'une force. Découpons dans une feuille de papier à dessin deux bagues identi- 
ques de diamètre extérieur —20 cm et de diamètre intérieur — {15 cm. Suspen- 
dons ces bagues sur deux tiges métalliques horizontales fixées dans des supports 
et introduisons dans les bagues une planche de bois quadrangulaire de -1m 
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de long et d'une section droite de 2 à 3 cm?, La distance entre les bagues doit 
être à peine plus petite que la longueur de la planche. Si on exerce sur le milieu 
de la planche une pression croissant lentement, l'une des bagues (ou les deux) 
se déchire et la planche reste intacte. Si par contre on frappe fortement au milieu 
de la planche ävec une lourde tige métallique, c’est la planche qui se casse et 
non les bagues. Ce qui est surprenant, ce n'est pas que la planche se soit cassée — 
elle l'aurait été en tout autre circonstance — mais que les bagues en papier 
soient restées intactes. 


$ 19. Théorème du mouvement du centre de masse 


Comme en mécanique non relativiste la masse est indépendante 
de la vitesse, la quantité de mouvement p = miu, + mous + . .. 
d’un système peut être exprimée en fonction de la vitesse de son 
centre de masse. On appelle centre de masse ou centre d'inertie d'un 
système un point imaginaire dont le rayon vecteur R s'exprime en 
fonction des rayons vecteurs r;, r,, . .. des points matériels par la 
formule 

R— Mal Marat. (49.1) 


m ? 


Où M — Mi + Ma + -.. est la masse totale du système. Nous 
dénoterons ce point par C. 
En dérivant l'expression (19.1) par rapport au ‘emps et en mul- 
tipliant par m on a 
mR=mir:+mor +... 
soit 
mV = mit + Move +... 


où V — R est la vitesse du centre de masse du système. On obtient 
donc. 


p = my. (19.2) 
En portant (19.2) dans (18.1) on obtient 
av 
m =F9, (19.3) 


Il s'ensuit que le centre de masse d’un système se meut comme un point 
matériel dont la masse serait égale à la masse totale du système, la for- 
ce active déterminant son mouvement étant la somme géométrique de 
toutes les forces extérieures appliquées au système. Cette proposition 
porte le nom de théorème du mouvement du centre de masse. 

Un exemple illustrant bien ce résultat est donné par un obus 
décrivant une parabole dans le vide. Si à un certain moment l’obus 
explose, ses fragments se disperseront dans toutes les directions sous 
l'action des forces intérieures. Mais le centre de masse des éclats et 
des gaz formés par la déflagration continuera son mouvement le long 
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d'une trajectoire parabolique comme si la déflagration ne s'était 
pas produite. | | | 

Le centre de masse d’un système coïncide avec son centre de gra- 
vité, qui est le point d'application de toutes les forces parallèles 
agissant sur les points matériels d'un système se trouvant dans un 
champ de gravitation homogène. Aussi à là place des termes « centre 
de masse » ou « centre d'inertie», on peut utiliser aussi le terme 
« centre de gravité ». Cependant, dans le théorème du mouvement du 
centre de masse, il n’est pas recommandé d'utiliser le terme « cen- 
tre de gravité » puisque la gravitation n’y est pas directement impli- 
quée. Le terme « centre de gravité » est en usage dans les cours de 
mécanique rationnelle, surtout dans les cours anciens. En physique 
ce terme est obsolète. | 

Dans le cas d'un système fermé Fe) = 0 et l'équation (19.3) se 


réduit à A —=0;, d'où V = const. Le centre de masse d’un système 


fermé effectue un mouvement rectiligne et uniforme. Le théorème 
reste valable en mécanique relativiste (voir ci-dessous le problème 5). 


PROBLÈMES 


1. Au fond d'une petite éprouvette scellée, suspendue à un fil au-dessus 
d’une table, se trouve une mouche dont la masse est égale à celle de l’éprouvette ; 
la distance entre le fond de l’éprouvette et la surface de la table est égale à la 
longueur Z de l'éprouvette. On brûle le fil, durant la chute 
de l’éprouvette la mouche vole du fond vers le haut de l’é- 

rouvette. Calculer le temps nécessaire pour que le bas de 
’éprouvette touche la table. . 


4 
Réponse.i— V ee; 


; g : 5 à 
2. Une bague métallique suspendue par un fil à l’axe 
d'une machine centrifuge (fig. 33) tourne uniformément à une 
vitesse angulaire ©. La direction du fil forme un angle « avec 
l'axe. Déterminer la distance entre le centre de la bague et 
l’axe de rotation. : 
gig œ 
œ? . 
3. Une tige homogène de longueur { tourne uniformé- 
Fig. 33 ment autour d’un axe libre perpendiculaire à la tige et pas- 
sant par son centre. Quelle. doit: être la vitesse angulaire 
maximale & pour que la tige ne soit pas rompue par les 
tensions internes résultant de sa rotation? La force de: tension maximale rap- 
portée à l'unité d'aire de section droite de la tige est égale à T. La densité spa- 
tiale du matériau de la tige est égale à p (voir aussi $ 75, problème 4). 
Réponse. plu? < 87. | 
4. Soit un coin trirectangle ABC de masse M placé sur un plan horizontal 
absolument lisse. Disposons sur la face BC un coin semblable BED mais plus 
petit, de masse m (fig. 34). Calculer à quelle distance x se déplacera vers la 
gauche le coin ABC lorsque le coin BED glissera le long du plan incliné BC 
jusqu’à ce que le point D coïncide avec le point C:. Les longueurs AC et-BE sont 
respectivement égales à a et b. | 


Réponse. = 
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m 
Réponse. ser. (ob) 


5. Dans le cas d'un système constitué de particules se déplaçant à des vites- 


ses relativistes, le rayon vecteur de son centre de masse est donné par les mêmes 
formules qu'en mécanique non relativiste, soit 3 


B 
Rj= Dm ri) D mie 

On doit cependant entendre par m;, les masses 
relativistes des particules. On doit également tenir 
compte des masses de champs assurant les interac- A c 
tions entre les particules. Lors des interactions les 
particules d'une espèce donnée peuvent disparaître a 
et les particules d'une espèce différente peuvent Fi 4 
apparaître. La position du centre de masse ainsi ig. 3 
défini change lorsqu'on passe d'un référentiel à un 
autre, mobile par rapport au premier. Si les particules sont ponctuelles et 
n'interagissent entre elles qu'à l'instant de leurs chocs, la totalité de la masse 
est concentrée dans les particules et non dans les champs. Démontrer, en effec- 
tuant une dérivation directe, que dans ce cas la vitesse du centre de masse du 
système isolé ne varie pas dans le temps et s'exprime par la formule 


R=)imri/Dm=pl Dm, 


où p est l'impulsion du système, la sommation étant étendue à toutes les par- 
ticules appartenant au système, À titre d'exemple on peut citer le cas d’un 
noyau radioactif animé d'un mouvement uniforme et se désintégrant en vol: 
le centre de masse de ses fragments poursuivra exactement le même mouvement 
uniforme qu'avait le noyau, donc à la même vitesse et dans la même direction. 


€ 


$ 20. La masse réduite 


1. Considérons un système fermé constitué par deux points maté- 
riels de masses m., et m, en interaction (fig. 35). Les équations de 
mouvement de ces points peuvent 

Ty LE m s'écrire 


dr, Fi dire _ Po 
R = m dm (20.1) 


En vertu de la troisième loi de Newton 
on doit avoir F, — —F,. En formant 
la différence de ces équations on trouve 


7; 2 


d? 
ÿ a M-n)= = 


Fig. 35 =PF;, (+5) ; 


Cette équation décrit le mouvement d’un point matériel par rapport 
à l'autre, car la différence r = r, — r, est le rayon-vecteur reliant 
ces points. Ce rayon-vecteur définit univoquement la position du 
second point par rapport au premier. Introduisons la notation 


11, __rums 
H Mi Me mms ° 


(20.2) 
8—01433 
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L'équation précédente s’écrira alors 
dèr TE 
hs =F,. (20.3) 


Formellement (20.3) est analogue à l'expression de la deuxième loi 
de Newton. Le rôle de la force active-y est assumé par la force F, 
agissant sur le second point matériel et celui de la[masse par la quan- 
tité auxiliaire dite masse réduite. 

Il est bien évident que la seule équation (20.3) ne’ peut être équi- 
valente aux deux équations initiales (20.1). On peut cependant y 
arriver en associant à 1 équation (20.3) 1 équation exprimant le théo- 
rème du mouvement du centre de masse du système. Dans le cas 
considéré ce théorème ne fait qu’affirmer que le’ centre de masse du 
système est en mouvement rectiligne'et uniforme. Aussi le problème 
du mouvement de deux points matériels se laisse Aécomposer en deux 
problèmes indépendants: 1) celui du calcul du'mouvement uniforme 
du centre de masse et 2) celui du calcul du mouvement relatif d’un 
point matériel par rapport à l’autre. Tout formellement, ce dernier 
problème se ramène à 1 étude du mouvement d un point matériel de 
masse u dans le champ de forces de l’autre point. C'est ce qui justifie 
l'introduction de la notion de’ masse réduite. Cette notion n'a aucu- 
ne autre signification physique que celle d’une notation plus com- 
mode. 


2. Pour illustrer l'intérêt que présente l'introduction de la notion de masse 
réduite, considérons l'exemple suivant. £oit une planète décrivant autour du 
Soleil une orbite circulaire de rayon r. Conformément à la loi de la gravitation 
usiverselle, elle est soumise à le force F[= G 2 , M étant Ja masse du £oleil, 
m celle de la planète et G la constante de gravitation. Comme la force pointe 
vers le £oleil, sous forme vectorielle cette équation’s'écrit: F = —C 2 T= 


= —6G Er. Introduicons la massé réduite et écrivons l'écuation du mouve- 
ment de la planète par rapport au Soleil: 


eu 4 MM us Mm, _: 
PR aGEn Se mt 
On en tire 
3  h M+m 
T=—-6 = 


4 £ .: = : 7 jee 
Comme la 15:5lation de la planète est uniforme, on ar = —@?r et par suite 
2x ) M+m 
CE ——— == er - 
” ( on aber mal 


w étant la vitesse angulaire et 7 la période de révolution de la planète. Sila 
masse de la planète est négligeable par rapport à celle du Soleil, la vitesse angu 
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"oo 


laire w., et sa période de révolution T, seront données par l'équation 


Si la masse de la planète était égale à la masse du Soleil (étoile double), l’ex- 
pression donnant la vitesse angulaire w, et la période de révolution T,; aurait 
été 

2 ( 27 hi 2M 
=) =6G—— 


r8 * 


Pour une même distance r, on aurait 
CRE 
—— = —— = Le 
@1 ] Ta 


Autrement dit, dans ce dernier cas, la période de révolution serait y 2foisplus 
courte que dans le premier cas. 


$ 21. Mouvement des corps de masse variable, 
Propulsion par réaction 


1. Le terme « masse variable » que nous utiliserons dans ce para 
graphe a une signification toute différente de celle qu’on lui attribue 
en théorie de la relativité. En théorie de la relativité la masse du 
mobile ne varie que du fait de la variation de sa vitesse, le mobile 
ne perd et n'acquiert aucune substance. Ici, par contre, il s'agira 
d'un mouvement lent de corps dont la masse varie du fait d’une 
perte ou d’un gain de substance. Donnons quelques exemples: la 
masse d’une arroseuse diminue en cours de route, par éjection d’eau ; 
la masse d’une goutte de pluie croît durant sa chute dans une atmo- 
sphère sursaturée de vapeurs d’eau; la masse d’une fusée ou d’un 
avion à réaction diminue de fait de l'éjection des gaz formés par 
combustion du carburant. Dans tous ces cas il s’agit! du mouvement 
de corps de masse variable. Les équations du mouvement des corps 
de masse variable ne présentent aucune, différence de principe par 
rapport aux lois de Newton, n’en étant que des corollaires. Elles sont 
cependant fort importantes du fait de leurs applications à la techni- 
que des fusées. 

2, Pour établir l'équation du mouvement d’unf point matériel 
de masse variable, nous considérerons le mouvement d’une fusée. 
Le principe de fonctionnement d’une fusée est fort simple. Toute 
fusée éjecte une substance (du gaz) animée d'une’ grande vitesse; le 
corps de la fusée applique donc aux gaz une force importante; la 
substance éjectée agit avec une force de même module maïs de sens 
opposé sur la fusée et lui communique donc une accélération opposée à 
la sienne. S'il n’y avait aucune force extérieure, la fusée et la subs- 
tance qu'elle éjecte constitueraient un système fermé dont l’impul- 
sion est constante dans le temps. C’est le fondement de la théorie 
du mouvement d’une fusée. Il est utile, toutefois, de généraliser le 


$e 
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problème au cas d’une fusée soumise à l’action de forces extérieures. 
Ces forces extérieures peuvent être la pesanteur terrestre, l'attraction 
gravitationnelle par le Soleil et les planètes, ainsi que la force de 
résistance qu’oppose au mouvement de la fusée le milieu dans lequel 
elle se meut. 

Soient m (t) la masse de la fusée à un instant # et w {f) sa vitesse 
à ce même instant. À cet instant la quantité de mouvement de la 
fusée sera égale à mo. Au bout d’un temps dé la masse et la vitesse 
de la fusée prendront des accroissements dm et dv (la valeur de dm 
étant négativel), et la quantité de mouvement de la fusée deviendra 
égale à (m + dm) (v + dv). On doit y ajouter encore la quantité de 
mouvement des gaz formés pendant le temps dt, Elle est égale à 
AMgazUgazs OÙ dMyas €St la masse des gaz formés dans le temps dt 
et Ugaz est leur vitesse. En déduisant de la quantité de mouvement 
totale à l'instant t +-d? la quantité de mouvement du système à l'ins- 
tant £ on trouve l’accroissement de cette grandeur dans le temps dt. 
Selon un théorème connu cet accroissement est égal à F dt, où F est la 
somme géométrique de toutes les forces extérieures appliquées à 
la fusée. On écrira donc 


(m + dm) (0 + do) + dmyarVgar — MU ar dt. 


Faisons tendre vers zéro l'intervalle de temps dt et les accroisse- 
ments dm et dv, afin de trouver les rapports limites ou les dérivées 
a et. Ouvrons les parenthèses et rejetons le produit dm-dv en 
tant qu'infiniment petit d'ordre supérieur. Par suite de la conserva- 
tion de la masse dm + dm,,, — 0, nous pouvons exclure de nos cal- 
culs la masse dmyaz. La différence we — Uyaz — © représente la 
vitesse d’éjection du gaz par rapport à la fusée; nous l’appellerons 
vitesse du jet gazeux. Compte tenu de ces observations la relation pré- 
cédente devient 


m du = v.adm + F dt. (21.1) 
En divisant les deux membres par dt on obtient 
d Â 
ME Urel gt Fe (21.2) 


La 


D'après la forme l'équation (21.2) coïncide avec l'équation expri- 
mant la deuxième loi de Newton, avec une seule différence : la masse 
m n’est pas constante, mais varie avec le temps par suite d’une perte 
de substance. À la force extérieure F vient s'ajouter le terme supplé- 


mentaire Dre] cn. , qui peut être interprété comme une force de réaction, 


donc la force appliquée à la fusée par le gaz qu’elle éjecte. L'équa- 
tion (21.2) fut établie parle physicien russe I. V. Mechtcherski (1859- 
4935). Cette équation, ainsi que l’équation (21.1) qui lui est équiva- 
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lente, s'appelle équation de Mechicherski ou équation du mouvement 
d'un point de masse variable. 

3. Appliquons l’équation (21.1) à l’étude du mouvement d'une 
fusée soustraite à l'action de toute force extérieure. En posant F = 0, 
on obtient 


m du = vradm. 


Supposons que la fusée effectue un mouvement rectiligne dans une 
direction opposée à celle de la vitesse v.., du jet de gaz. Si le sens 
de vol est pris comme direction positive, la projection du vecteur 
Urey Sur cette direction sera négative et égale à —v,,,. C’est pour cela 
que la forme scalaire de l'équation ci-dessus est m dv — —v..dm, 
et avec la convention adoptée la quantité v.. est essentiellement 
positive. Par suite 


CLEO À (21.3) 


dm m ° 
La vitesse v.., du jet de gaz peut varier durant le vol, mais le cas le 
plus simple et le plus important est celui où elle reste constante. En 
posant Dre —= Const, on n’affecte en rien l’essentiel du phénomène 


et on simplifie grandement .la résolution de l’équation (21.3). On a 
en effet 


s dm 
he devait) nm+cC. 


La valeur de la constante d’intégration C est déterminée par les 
conditions initiales. Si on suppose qu’à l'instant initial la vitesse 
de la fusée est nulle et sa masse égale à m,, l'équation précédente 


devient 0 = —vw,.ln mo + C, d'où C = va 1n mo. Il s'ensuit que 
D= Vrey in 7. (21.4) 

soit 
7 = e/vrel, (21.5) 


Cette dernière relation s'appelle équation de Tsiolkovski (1857-1935), 
qui l'avait établie pour le mouvement non relativiste, lorsque les 
vitesses v et v,., sont petites comparativement à la vitesse c de la 
lumière dans le vide. Mais il est facile de la généraliser au cas des 
mouvements relativistes. Si m, et m désignent les masses au repos 
de la fusée à des instants différents, il apparaît sans calcul aucun 


que la formule (21.5) donne une valeur trop faible du rapport, 


puisque la masse relativiste croît avec la vitesse. Donc avec une 
consommation égale de carburant une fusée « relativiste » aurait 
une vitesse plus petite que celle donnée par la formule non relati- 
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viste (21.5). La formule relativiste s'écrit 


io (us) (21.6) 


(voir problème 2 à la fin du $ 22). Dans cette formule p=—. 


Pour f <1et el € 1, on retrouve la formule (21.5). En effet, on a 
alors 

4 

. & 1+28, 


et par suite 
Eee 0 RUE 
De a (14-28) 7 Fret = (14-28) À Fret. 
Comme la quantité 28 est petite, on a 


(142) 760 dim (+ 28/28 €, 
+0 


En définitive pour une faible vitesse on a 


Mo, ev/vre] 
m 


qui n’est autre que la formule de Tsiolkovski, 


. …#. La formule de Tsiolkovski permet de calculer la quantité de carburant 
nécessaire pour communiquer à la fusée une vitesse donnée v. Dans le tableau 1 


Tableau 1 
/Vrel mo/m tre] mMmo/m | v/trel | mo/m V/dret mo/m 
! 
1 2,72 | & 54,6 7 1100 10 22 000 
2 7,39 4 5 148 8 2980 ai 59 900 
3 20,1 | 6 403 9 8100 il 12 | 163000 


on indique les valeurs du rapport de la masse initiale m, de la fusée à sa masse 
finale m pour différentes valeurs du rapport v/v..1. Ces résultats ont été obtenus 
à l’aide de la formule non relativiste (21.5). 

. Supposons, par exemple, qué la fusée doit atteindre la première vitesse cosmi- 
que, i.e. la vitesse qu'elle doit posséder pour pouvoir décrire autour de la Terre 
une trajectoire circulaire. Cette vitesse est approximativement égale à v = 
== 8 km/s. Si la vitesse du jet gazeux ve, — 1 km/s, le rapport m,/m sera égal 
à 2980. Pratiquement toute la masse de la fusée serait donc constituée par le 
carburant. Si vre = 2 km/s, le rapport m,/m — 54,6 ét pour we — 4 km/s, 
mo/m — 7,39, ete. Il apparaît ainsi que la masse utile relative de la fusée croît 
rapidement avec la vitesse v.a du jet yazeux.Les gaz éjectés par. la fusée doivent 
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avoir une masse moléculaire aussi potite que possible, et être portés à une tem- 
pérature aussi haute que possible. On démontre en physique moléculaire que la 


vitesse ver d’un jet de gaz est proportionnelle à . , où T'est la température 


absolue du gaz et u son poids moléculaire. 

Dans les fusées modernes propulsées par un carburant chimique la vitesse 
du jet gazeux varie de 1 à plusieurs kilomètres par seconde. Elle ne dépasse pro- 
bablement pas 4 km/s. Il convient donc d'évaluer les possibilités de voyages 
interplanétaires et interstellaires à bord de fusées propulsées par carburant 
chimique. La vitesse minimale que. doit posséder une fusée par rapport à la 
Terre pour s'échapper de la zone d'action du champ de la gravité terrestre porte 
le nom de deuxième vitesse cosmique et est égale à 11,2 km/s. C'est la vitesse que 
doit posséder une fusée destinée à atteindre la Lune. On appelle troisième vitesse 
cosmique la vitesse que doit avoir une fusée par rapport à la Terre pour pouvoir 
s'échapper du système solaire ; cette vitesse dépend de la direction de la vitesse 
initiale de la fusée. Sa valeur minimale correspond au lancement de la fusée 
suivant une tangente à l'orbite terrestre dans le sens de la rotation orbitale de 
la Terre. Cette vitesse est d'environ 16,7 km/s (of. 8 61). Une vitesse de cet 
ordre est nécessaire pour pouvoir entreprendre un voyage interplanétaire. Sup- 
posons que re] — 4 km/s; pour attéindte la deuxième vitesse cosmique le rap- 
port mg/m doit être égal à mo/m == ell.2/4 & 17 et pour atteindre la troisième 
vitesse cosmique m/m = el8,7/4 & 64. Ces deux rapports paraissent acceptables, 
mais on ne doit pas oublier que la fusée doit avoir une réserve de carburant 
suffisante pour revenir sur Terre, ainsi que pour effectuer des corrections de sa 
trajectoire et assurer son freinage lors de l'atterrissage. Par suite le rapport 
m/m (m est la masse de la fusée revenue sur Terre) doit être notablement plus 
grand. En admettant que le champ de gravitation et la dimension de la seconde 
planète soient comparables à ceux de la Terre, pour le voyage aller on doit 
avoir my/m' #& 60 (m’ est la masse de la fusée ayant atterri sur la seconde planè- 
te) et pour le voyage retour m’/m # 60, de sorte que mp/m = 3600. Ainsi pour 
qu'un voyage interplanétaire soit possible, la réserve de carburant doit être 
plusieurs milliers de fois plus grande que la masse du vaisseau spatial. Un tel 
voyage comporte de très grosses difficultés qui paraissent cependant surmon- 
tables. 

Mais pour les voyages interstellaires la carburant chimique est absolument 
inutilisable. Supposons, par:exemple, que we = 10 km/s, ce qui est au-dessus 
des possibilités qu'offrent les carburants chimiques. (En admettant que le jet 
gazeux soit constitué par la substance la plus légère de toutes — l'hydrogène 
atomique, sa température devrait atteindre 5000 °C pour arriver à la vitesse 
postulée.) Les distances aux étoiles sont mesurées en années-lumière, puisque 


Tableau 2 
: mo/m 
$ Æ— pm ee a 
ÿ d’après (21.6) d'après (21.5) 
| | 
0,0 O1 1,0699.40:: 1,0686- 1013 
0,01 1,963-10130 1,942 .10130 
0,1 1,79-101307 7,64-101302 
0,25 5,87-103327 4,62-10%257- 


1/3 2,84. 4104515 8,81-104342 
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pour arriver jusqu'à nous la lumière de l'étoile la plus proche met environ 
4 années-lumière. Ainsi même pour atteindre l'étoile la plus proche on doit 
disposer de vaisseaux spatiaux ayant une vitesse proche de la vitesse de la 
lumière c. On a indiqué dans le tableau 2 les valeurs du rapport m,/m pour diffé- 
rentes valeurs de $ calculées à l’aide de la formule relativiste (21.6) et de la 
formule de Tsiolkovski (21.5) dans l'hypothèse que vrer — 10 km/s. Ce tableau 
montre encore à quel moment les effets relativistes deviennent essentiels et. 
quand la formule (21.5) devient inutilisable. 

Supposons que la vitesse v du vaisseau spatial doive être égale au quart 
de la vitesse de la lumière (B — 0,25). On doit alors avoir mo/m æ 5.109827, 
À chaque tonne de charge utile revient 5 «103%? tonnes de carburant! Si la masse 
utile était de m — 20 t — 2:10? g, la masse initiale du vaisseau aurait dû être 
égale à m, # 10932 & — 10555 gl Généralement lorsqu'on a affaire à de très 
grandes quantités on les qualifie d’asironomiques. Dans notre cas ce qualificatif 
ne convient pas, car il s'agit de quantités incomparablement pue grandes. 
A titre d'exemple voici les masses de quelques particules et d'objets astrono- 
miques: 


Masse de l'électron 9,11.10-38 g 
Masse du proton 1,67-10-# g 
Masse de la Terre 5,98 -107? g 
Masse du Soleil 1,99 105 g 
Masse de la Galaxie 3.104 g 
Masse de la Métagalaxie 1056 g. 


On désigne par Métagalazie la partie de l'Univers observable à l'aide des 
plus puissants télescopes modernes. La masse de la Métagalaxie est 1085 fois 
plus grande que celle de l’électron. La masse de notre fantastique vaisseau 
spatial serait 10%? fois plus grande que celle de la Métagalaxiel Ces nombres 
dépassent l'imagination. A l'échelle de notre vaisseau spatial la Métagalaxie 
paraîtrait infiniment plus petite que l'électron à l'échelle de la Métagalaxie. 

Il est évidemment absurde de parler du mouvement d’un tel vaisseau gigan- 
tesque par mp à la Métagalaxie, celle-ci ayant comparativement à lui des 
dimensions négligeables. Ce serait une extrapolation inadmissible que d'essayer 
d'étudier le comportement d'objets aussi énormes à l'aide des lois usuelles de 
la physique. Notre exemple servait à démontrer que pour les voyages interstel- 
laires les vaisseaux à carburant chimique sont absolument inutilisables. 

Il serait cependant imprudent d'affirmer en se fondant sur cette conclusion 
que les mondes stellaires resteront à jamais inaccessibles aux cosmonautes ter- 
restres. Seul un avenir lointain pourrait apporter une réponse à ce problème. 
N'ayant nullement l'intention de broder sur ce thème relevant de la science- 
fiction, nous voulons seulement faire quelques remarques. Pour transformer 
une fusée en vaisseau interstellaire, on doit commencer par accroître la vitesse 
re du jet de réaction jusqu'à une valeur peu différente de la vitesse de la 
lumière. Dans le cas idéal on aurait we — c. C'est ce qui aurait lieu dans une 
fusée phoionique, où le rôle du jet gazeux serait joué par un faisceau lumineux 
émis par le moteur du vaisseau dans une direction bien déterminée. Dans une 
fusée photonique la force de réaction qui la ferait avancer serait la pression lu- 
mineuse appliquée à la fusée lors de l'émission du faisceau lumineux. La conver- 
sion de la matière en rayonnement se produit constamment dans les étoiles. 
Le même processus est réalisable non lent dans nos laboratoires terrestres, 
mais même à plus grande échelle (bombes atomiques et à hydrogène). On ne 
saurait préjuger si ces processus pourront être maîtrisés au point de les mettre 
en œuvre dans les fusées photoniques. 
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PROBLÈMES 


1. Pour se faire une idée plus nette de la portée des lois régissant le mouve- 
ment des fusées, il est utile d'imaginer une fusée éjectant de la substance non 
de façon continue, mais par portions discrètes et finies de même masse Am. 
Supposons qu’à chaque éjection la portion de substance éjectée acquiert la même 
vitesse vre1 par rapport à la fusée et dirigée en arrière. Déterminer la vitesse vy 
de la fusée après N éjections de substance, sachant que la masse initiale de la 
usée est égale à m,. Montrer que dans le cas limite, où Am -> 0, N + co, mais 
où le produit NÂm reste constant, l'expression obtenue pour; vy se réduit à la 
formule de Tsiolkovski;.ne considérer que des vitesses non relativistes. 

Solution. Soient z,, ve, ... les vitesses de la fusée après la première, 
la deuxième, . .. éjection de gaz. En vertu de la loi de conservation de l'im- 

ulsion (m9 — Am) », + Am-w = 0, w étant la vitesse de la masse de substance: 
éjectée la première fois. Il est évident que vre] = ty — w. 
En éliminant w, on trouve 


Vi = Urel: (21 .7) 


Calculons v,. Dans un référentiel se mouvant à la vitesse ., la fusée est immo- 
bile, tant que la deuxième éjection des gaz ne s'est pas produite, puis sa vitesse 
devient égale à v, — v,. Par suite on peut utiliser la formule (21.7), en y faisant. 
la substitution m, — my — Am et vu — v; — mi: 


Am : 
Mo — Am Te 


En combinant cette relation avec (21.7) on trouve v.,. En continuant ainsi, on 
arrive aisément à la formule 


va—v:— 


Am Am Am 
on=| AR nn CN D) x] brel 

En passant à La limite, Am — 0, N —+ ç et m, — (N — 1) Am —+ m, la sonrre 
entre crochets se transforme en une intégrale, ce qui donne 


où m est la masse finale de la fusée. Après intégration on retrouve la formule de 
Tsiolkovski (21.5). 

2. Trouver une relation entre la masse m (i) d'une fusée, sa vitesse finale 
v (1) et le temps + pour une ascension verticale dans le champ de la pesanteur 
terrestre. Poser que la vitesse du jet gazeux par rapport à la fusée v.<1 est cons- 
tante. On ne tiendra compte ni de la résistance de l'air, ni de la variation de 
l'accélération de la force de pesanteur g avec l'altitude. Calculer quelle doit 
être la masse u (#) des gaz éjectés par seconde, afin que la fusée reste immobile 
dans le champ de la pesanteur. 

Solution. Récrivons l'équation de mouvement de la fusée 


sous la forme 
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soit 


d(v+ et) — brel 
dm m 


«Cette équation est de la même forme que (21.3) avec pour inconnue la quantité 
v + gt, On peut donc utiliser la formule (21.5) en y remplaçant v par v + gt: 


v+gt 
m ® 
=, ‘rel : 


mo 
U= Ure! In m gt. 


ie 


“I est clair que la quantité u est égale à — PT 


. On la trouve en remarquant que 


pour la fusée immobile o = 0: 


dm _, Mo8 >-81/vre] 
dt Urel ° 


3. Soit un vaisseau spatial se déplaçant à une vitesse constante v. Pour 
-changer sa direction, on met en marche son moteur qui éjecte dans une direction 
normale à la trajectoire un jet gazeux ayant une vitesse we. par rapport au 
vaisseau. Calculer l'angle & dont tournera le vecteur vitesse du vaisseau si sa 
masse initiale est m, ot sa masse finale m. . 

Solution. La valeur absolue de l'accélération du vaisseau spatial est 
-Éégale à &@r — av, avec v = const. Par suite son équation de mouvement 


” do ns dm 
de re 
eut s’écrire mv@ dt = —vre] dm. En remarquant que d& = «w dt est l'angle 


.de rotation dans le temps dé, on trouve après intégration 
al ne 
v m 


4. Un vaisseau spatial en vol dans une région de l’espace où ne règne aucun 
champ de gravitation doit inverser le sens de son mouvement, tout en conser- 
vant son module de vitesse. Pour réaliser la manœuvre, on suggère deux procédés : 
1) d’abord arrêter le vaisseau, puis le relancer jusqu’à ce que soit atteinte 
la vitesse précédente ; 2) faire virer le vaisseau, suivant un arc de cercle, en lui 
communiquant une accélération latérale. Dans quel cas la consommation de 
carburant sera-t-elle plus petite? Poser que la vitesse d'écoulement des gaz 
par rapport au vaisseau est constante et la même dans les deux cas. 
Réponse. Le premier procédé est plus économique. 
5. Calculer le rendement d'une fusée GES le rapport de FAER cinétique Æ 
-qu’acquiert une fusée à la quantité de chaleur Q libérée par combustion du car- 
burant). La vitosss finale de la fusée est v — 9 km/s; la chaleur de combustion 
-du carburant q — 4000 kcal/kg; la vitesse d'écoulement des produits de com- 
bustion par rapport à la fusée pe 3 km/s. ; 
: K D es - 
Réponse. Ÿ — %E/—1) # 13 + | 
6. Les gaz de combustion sont éjectés avec une vitesse u = 3 km/s par 
:rapport à la fusée. Trouver le rapport de son énergie cinétique Æ+us à l'énergie 
cinétique Xgaz des produits de combustion à l'instant où la vitesse de la fusée 
devient égale à vtin = 12 km/s. HAS ; 
Solution. L'accroissement de la vitesse » de la fusée est lié à la dimi- 
nution de sa masse m par la relation m du = vre1 dm. En passant à la forme 
.scalaire et en utilisant de nouvelles notations, écrivons cette relation comme suit: 
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m dv = —uù dm avec dm = —dMgaz OÙ Mgaz est la masse des gaz éjectés. L'ac- 
croissement de l'énergie cinétique des gaz est 
4 UE az 
dKyasz = TT dmvbar = Du dv. 


En y portant Vges = v —- u et en appliquant la formule de Tsiolkovski (21.5), 
on obtient 


Aqua — D (uv eV au 
ce qui donne après intégration 


2 
Kçaz— (A—eTs— ze"), 


où x — vyin/u. L'énergie cinétique de la fusée est 
Ktus=1/imvfin = T/omauÎatex. 
En définitive 


Pour z2= 4, n = 45 %. 

7. Une fusée à deux étages est lancée à partir de la Lune. Quel doit être 
le rapport des masses du premier (#.,) et du second (m,) étage pour que la vitesse 
du container portant la charge utile (de masse m) soit maximale? La vitesse 
d'écoulement des gaz u dans les moteurs des deux étages a une même valeur 
constante. Les rapports de la masse de carburant à la masse de chacun des étages 
sont respectivement a. et &,. La séparation successive des étages de propulsion et 
du container s'effectue sans qu’apparaissent des impulsions supplémentaires. 

Solution. Négligeons le rôle de la force de pesanteur de la Lune puisque, 
diminuant l'énergie cinétique du système, elle n'influe pas sur la condition du 
maximum. Prenons pour unité de masse la masse totale de la fusée à l'instant 
de son lancement: 


Mt matm=i (214.8) 


Une fois que le carburant du premier étage sera consommé, la masse du système 
se trouvera diminuée de &œym,. Si à ce moment la vitesse de la fusée est z1, 
la formule de Tsiolkovski donne 


evt/u — Dr tn 
(— Gr) mitmatm ? 


La masse (1 — &;) m., se sépare alors et le moteur du deuxième étage entre en 
action. Une fois que tout le carburant du deuxième étage sera consumé, la vitesse 
de la fusée s’accroîtra de vw, avec 


evalu— mi tm 
(— 2) mt m ° 


Pour s'en rendre compte, il suffit d'adopter un référentiel par rapport auquel 
la fusée est immobile à l'instant où le premier étage s’en sépare. Pour calculer 
la vitesse totale de la fusée, il suffit de multiplier membre à membre les deux 
dernières équations et de prendre le logarithme du résultat obtenu. En excluant 
encore la masse m, à l’aide de (21.8), on obtient 


ln Am) — ln (4 gr) — In [A — 03) (1 — m1) + am]. 
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Ici m et x jouent le rôle de paramètres constants et m, celui de la variable dont 
dépend la vitesse v. En dérivant par rapport à m, et égalant la dérivée à zéro, 
on trouve la condition du maximum 


À 4 4 
a En 0 F9 
avec les notations 
4 Ga 
Ta? DER rer + 


La condition (21.9) conduit à une équation du second degré en m, qui a pour 


solution 
m=i—VTF ET ET. 


Le signe moins devant le radical tient à ce que le problème implique que 0 < 
< m1 < 1. À l'aide de (21.8) on calcule la masse m4, puis le rapport cherché 
m/m;. En reprenant les paramètres initiaux a, et &,, on obtient 


QG 1—0 — 
mg LV oi Tu = 21.10 
PEN CE En 
— << —— m 
1 1—@ 
La solution n’a de sens que si 
(271 1— 
Œy 1—@ net 


Cette condition est vérifiée dans les conditions réelles lorsque m < 1 et que les 
PERS a et & ne sont pas très différents. Si «, = «@, la formule se sim- 
plifie : 


Va. (21.11) 


CHAPITRE IV 


LE TRAVAIL ET L'ÉNERGIE 


$ 22. Le travail et l'énergie cinétique 


4. On appelle travail d'une force F le produit de la projection F, 
de cette force sur la direction du déplacement de son point d'appli- 
cation par le module ds du déplacement: 


dA = F, ds = F ds cos a, (22.1) 


« étant l'angle entre les vecteurs F et ds (fig. 36). Comme on suppo- 
se que le déplacement ds est infiniment petit, la quantité dA est 
appelée travail élémentaire pour la distinguer du travail effectué lors 
d'un déplacement fini. En faisant appel 
à la notion de produit scalaire, on 
pourrait dire que le {ravail élémentaire 
dA est le produit scalaire de la force F 
par le déplacement ds: 


dA =(F ds). (22.2) 


En général si un point matériel par- 
court un trajet de longueur finie sur 
une trajectoire curviligne, on peut sub- 
diviser en pensée ce trajet en trajets 
élémentaires infiniment courts, le long Fig. 36 
desquels la force F peut être considérée 
comme constante et le travail élémentaire correspondant sera donné 
par (22.1) ou par (22.2). En sommant ces différents travaux élémen- 
taires, tout en faisant tendre Les longueurs des déplacements élé- 
mentaires vers zéro et leur nombre vers l'infini, on arrive à la limite 
que l'on désigne par le symbole 


A= | (F ds) (22.3) 
L 
et que l’on appelle intégrale curviligne du vecteur F le long de la 


trajectoire L. Par définition, cette intégrale représente le fravail 
de la force F le long de la courbe L. 


Z 
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Si F = F; + F,, la projection de cette équation vectorielle sur 
la direction du déplacement élémentaire ds donne F, = F,, + F,,; 
en multipliant par ds: F, ds = F, ds + F,,lds, soit 


dA = dA, + dA,. (22.4) 


Ainsi le travail élémentaire de la résultante de deux ou de plusieurs 

forces est égal à la somme de leurs travaux élémentaires. T1 est évi- 

dent que cette proposition s'applique aussi bien aux travaux effec- 
c tués pour des déplacements de longueur finie: 


——-28 À = A, + 4. (22.5) 


a Dans le système SI, l'unité de travail est le joule 
(J). Le joule est le travail produit par une force de 
1 newton dont le point d'application se déplace de 
4 mètre dans la direction de la force. Dans le système 
C.G.S. l'unité de travail est l'erg. L’erg est le tra- 
vail produit par une force de 1 dyne dont le point 
v| fu d’application se déplace de 1cm dans la direction de 
la force. Il est évident que 


av 


1 J = 107 ergs. 
Le travail rapporté à l'unité de temps, c'est-à- 
9 dire la quantité 
r+. Pig 37: dA 
 Fige37,. Sr (22.6) 


s'appelle la puissance. Les unités de mesure de la puissance sont l'erg 
par seconde et le joule par se orde ou watt (W}). Il est évident que 


4 W = 10° 7. 


En portant dans la formule (22.3) F TP et ds= v dt, on peut 
écrire 
LI 
A= f {v dp). (22.7) 
. 


2. Pour calculer cette intégrale on doit connaître la relation 
entre la vitesse v du point matériel et son impulsion p. Par défini- 
tion, l'impulsion p = mu; comme en mécanique non relativiste 
la masse m ne dépend pas de la vitesse, on peut écrire v dp = mv dt. 
Ici le vecteur dv représente l'accroissement élémentaire du vecteur v, 
avec pour particularité que la direction de cet accroissement ne coïn- 
cide pas nécessairement avec celle du vecteur v (fig. 37). Si nous con- 
venons de désigner par v le module du vecteur v, on aura évidem- 
ment 1? = w?, En effet, à droite figure le produit scalaire du vecteur 
v par lui-même, quiest égal, d’après la définition du produit scalai- 
re, au carré du module du vecteur. Dérivons les deux membres de 
l'égalité 1? = rw; on obtient v du = v du. Ici: dv. est l’accroisse- 
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ment élémentaire du module du vecteur v, qu’on ne doit jas confon- 
dre avec le module de l'accroissement élémentaire-du vecteur, c'est- 
à-dire avec la quantité | dv |. Cette dernière quantité est, par sa 
signification même, essentiellement positive, tandis que l’accrois- 


> 
sement dv peut être positif ou négatif. Sur la figure 37 du — AB, 
dv = AC. D'après la définition du produit scalaire v du = 
— v.AB cos a — v.AC = v du. Cela constitue une autre justifica- 
tion de l'égalité v du — v dv. Il va de soi que cette relation'est vala- 
ble non seulement pour le vecteur v, mais pour tout autre vecteur. 
Utilisons cette relation dans le cas étudié ; sortons le facteur constant 
m de sous le signe d’intégration 


va 


mu  mv 
Ag=m | vdv=- "à, 
La) 


où v, est la vitesse initiale et v, la vitesse finale du point matériel. 
Nous avons attribué à la lettre À -les indices À et 2 pour marquer 
qu’il s’agit du travail effectué pour déplacer le point matériel de sa 
position initiale 1 à sa position finale 2 (cf. fig. 36). La quantité 


mva _ p? 


s'appelle énergie cinétique du point matériel, À l'aide de cette notion 
le résultat ci-dessus s’écrira sous la forme 


Au = K: — Ky (22.9) 


Ainsi le travail produit par une force lors cu déplacement d'un point 
matériel esi égal à. l'accroissement de son énergie cinétique. C est ce 
théorème, exprimant la relation entre le travail et l'énergie cinéti- 
que, qui justifie l’introduction de ces deux notions. 

3. Le résultat auquel nous venons d'aboutir se laisse généraliser 
à un système quelconque de points matériels. L'énergie cinétique 
d'un système est la somme des énergies cinétiques des points maté- 
riels le constituant ou des points matériels résultant d'une subdi- 
vision imaginaire de ce système. Ecrivons la relation (22.9) pour 
chaque point matériel du système et additionnons toutes ces rela- 
tions. On retrouve la même formule (22.9) qui concernera alors non 
plus un seul point matériel, mais un système de points matériels. 
On doit entendre par À,, la somme des travaux de toutes les forces, 
intérieures et extérieures, appliquées aux points matériels du systè- 
me. Ainsi le travail de toutes les forces appliquées à un sysième de 
points matériels est égal à l'accroissement de l'énergie cinétique du 
système. 

Ce théorème se distingue notablement d’un autre théorème étahlis- 
sant une corrélation entre l’impulsion de la force et la variation de 
la quantité de mouvement du système (cf. $ 18). Du fait de l’éga- 
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lité de l’action et de la réaction, les forces intérieures ne modifient 
pas la quantité de mouvement du système tout entier. L’accroisse- 
ment de la quantité de mouvement du système n'est dû qu'aux forces 
ettérieures appliquées au système. La situation est toute autre dans 
le cas?de l'énergie cinétique. D’une manière générale, le travail des 
forces intérieures n’est pas nul. Considérons, par exempie, un systè- 
me fermé comportant deux points matériels entre lesquels s’exercent 
les forces d’attraction mutuelle F,et F,.Si ces points se mettent en 
mouvement pour se rapprocher l’un de l'autre, chacune des forces 
F;, et F, effectuera un travail positif. Le travail total fourni sera lui 
aussi positif et sera utilisé pour accroître l'énergie cinétique du sys- 
tème. (Cette variation d'énergie cinétique sera produite par les 
seules forces intérieures. 11 s'ensuit que l'accroissement de l'énergie 
cinétique est déterminé par le travail produit aussi bien par les forces 
extérieures que par les forces intérieures. 

4. Le théorème que nous venons de démontrer pour un point 
matériel reste valable en mécanique relativiste à condition de modi- 
fier l'expression de l'énergie cinétique. En mécanique relativiste la 
formule (22.7) est elle aussi valable, mais dans le calcul de l’inté- 
grale (22.7) on devra tenir compte de la variation dela masse en fonc- 
tion de la vitesse. La masse est alors donnée par la formule 

m — css + 
V'1—v2/es * 


En introduisant dans cette formule v — p/m et en élevant au carré on 
obtient 


a+ (mc) = (mc). (22.10) 
En dérivant on trouve 
p dp = cm dm. 
Or comme p dp = p dp et p — mv, on écrira 
v dp = c? dm. 
Ainsi 
jrs [ 
À = |\vdp=\c'dm, 
Î mi 
d'où 
Ayo = (ma — m;) = c Am, (22.11) 


M ot M, étant les masses du point matériel en position initiale et en 
position finale. 

Ainsi en mécanique relativiste le travail produit n'est déterminé que 
par l'accroissement de masse du point matériel. Ce résultat est plus 
simple que celui établi en mécanique non relativiste. Introduisons 
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la notation 
E = mc? (22.12) 


et appelons E énergie totale ou relativiste de la particule (du point 
matériel). On aura alors 


Dans le cas particulier ä'une particule au repos, son énergie relati- 
viste est donnée par | 
E, = mc? (22.14) 


qu’on appelle énergie au repos. L'énergie cinétique est une partie de 
l'énergie relativiste déterminée par le mouvement de la particule. 
Elle se laisse représenter par la différence 


K=E—E, =(m — ms) c?, (22.15) 
ou encore 
K = myct Pre 1 | (22.16) 
tu 


Il est bien évident que le travail Au peut également être calculé 
par la formule 


À = Ki Ér. ne (22.17) 


Si on introduit dans la formule (22. 10): les. quantités E et E, 
on obtient 


Et= Eÿ+ (pc. (22.18) 


Cette formule exprime en mécanique relativiste la relation entre 
l'impulsion de la particule et son énergie totale. Elle est vérifiée 
non seulement pour les particules ‘élémentaires, sur la structure in- 
terne desquellés la sciencé moderne ne peut se prononcer, mais aussi 
bien pour les particules composées ou pour les systèmes comportant 
plusieurs particules. On doit entendre par m, et Æ, la masse et l’éner- 
gie totale d’un tel système, mesurées dans un référentiel par rapport 
auquel le système est au repos. 

La formule (22.16) exprime l'énergie cinétique en mécanique 
relativiste. Dans le cas de mouvements lents cette formule se ramène 
à la formule usuelle (22.8). En effet,-utilisant la formule du binôme. 
de Newton, nous pouvons écrire - 


4: v3 


re tas FH “es. at 


item st 


premiers termes. du développement . et. la formule 2. on se trans 
forme ‘en (22.8).° ee ou 


9—01433 
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9. En physique atomique, il est commode d'utiliser comme unité 
d'énergie l’électron-volt (eV). C’est l’énergie acquise par un électron 
dans un champ électrique sous l’effet d’une différence de potentiel 


de 1 volt 
4 eV = 1,602-10- erg. 


On utilise également le kiloélectron-volt (keV) qui vaut 1000 eV. 
En physique nucléaire et en technique des accélérateurs de particules 
on utilise aussi le mégaélectron-voit (MeV) égal à 105 eV et le gi- 
gaélectron-volt (GeV) égal à 109 eV. Depuis peu on utilise le téraélec- 
tron-volt (TeV — 10! eV). L'énergie au repos de l’électron et du 
proton est respectivement égale à 

pour l'électron mogc? = 0,511 MeV, 

pour le proton mone° = 938 MeV. 


Dans le cas où l'énergie relativiste E d'une particule est grande par 
rapport à son énergie au repos E, —= moc?, on dit que le mouvement 
s'effectue à une vitesse hyperrelativiste. On atteint de telles vitesses 
dans les accélérateurs et on en rencontre dans les rayons cosmiques. 


Connaissant l'énergie d'une particule hyperrelativiste, on peut calculer sa 
vitesse, ou, plus précisément, non pas la vitesse de la particule (on ne peut le 
faire parce que la vitesse de la lumière c est connue avec une précision insuffi- 
sante), mais la différence entre cette vitesse et la vitesse de la lumière dans le 
vide. Pour ce faire, récrivons la formule (22.12) sous la forme 


mac? 
E = L 


On en tire 

E2(c+v) (c—v) = mêcef — Efc?. 
Puisque la vitesse. v est voisine de c, on peut remplacer v par c dans le facteur 
(c + v), ce qui conduit à 


c—v E? 
- GET: (22.19) 
Pour un proton ayant une énergie E — 10 GeV, on obtient 
= t] 
c—v __ 0,938 = 0,0044, 


ce 2.102 
et pour un électron d'une énergie E = 1 GeV 
c—v _ 0,5112 : 
er an 
On a enregistré dans les rayons cosmiques la présence de protons d'une énergie 
égale à 1019 eV — 1012 GeV. Dans ce cas 


IL. 107, 
La Fr 


ce qui signifie que la vitesse de la particule ne diffère de la vitesse.de la lumière 
que de 3:10-19 cm/s. un ; 
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PROBLÈMES 


14. Une poulie fixe dont la masse peut être négligée porte une lourde corde 
de masse M formant une boucle fermée. A l'instant initial un singe de masse m 
s’agrippe à la corde en un point situé entre la poulie et la remontée de la boucle 
et commence à grimper afin de se maintenir à une hauteur constante. Quelle 
puissance P devra développer le singe pour y arriver? Au bout de combien de 
temps le singe ne pourra-t-il plus se maintenir à hauteur constante si sa puis- 
sance maximale est Pinax ? 


2 
Réponse. P — (mg) 


td, Tai Pmax 


2. Etablir la formule (21.6) qui est la généralisation relativiste de la formule 
de Tsiolkovski valable pour le mouvement d'une fusée. Poser que les vitesses 
de la fusée et d'un jet de gaz ont même direction. 

Solution. La résolution de ce problème repose sur les lois relativistes 
de l'impulsion et de l'énergie (de la masse relativiste) que nous connaissons. 
‘On doit aussi connaître la loi relativiste de la composition des vitesses que nous 
n'avons pas formulée. Le lecteur désireux de bien comprendre le procédé de 
résolution donné ci-dessous devra consulter un cours de théorie de la relativité 
ou admettre sans autre forme de procès la validité de la formule (22.22) ci-des- 
sous. 

Soient m et v la masse au repos et la vitesse de la fusée à un instant quel- 
conque + et soient Mgaz et vga, les mêmes quantités relatives aux gaz produits 
au même instant par la combustion du carburant de la fusée. Puisque les gaz 
éjectés n'exercent aucune influence sur le mouvement de la fusée, on posera 
Mmgaz = 0. Mais comme les gaz sont produits constamment, dmy3, - 0. En 
vertu des lois de conservation de l'impulsion et de l'énergie (de la masse rela- 
tiviste) : 


TT + FES = const, (22.20) 
2 v 
Vis Vite 
us jee —= = const. (22.24) 


Dérivons (22.20) en tenant compte de (22.21) et posons ma, = 0 dans le résul- 
tat obtenu; il vient 


m m =0 
Venere, : 
17 15 
Selon la loi relativiste de la composition des vitesses 
U— Urel 
Ve az = ——— 22.22} 
ar (22.22) 
c 


où vrer est la vitesse du jet de gaz par rapport à la fusée, En excluant vga, on 
trouve .après. réarrangement ‘ 
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En supposant que wrey = const, on obtient après intégration 
C 


148 | Pret 
2e (LE) En (22.23) 


$ 23. Relation entre les énergies cinétiques 
dans différents référentiels. Théorème de Kônig 


La formule (22.8) montre clairement que l'énergie cinétique d’un 
corps dépend du choix du référentiel par rapport auquel on étudie son 
mouvement. On peut se demander comment se transforme l'énergie 
cinétique lorsqu'on passe d’un référentiel à un autre. Nous traiterons 
ce problème dans le cadre de la mécanique non relativiste en commen- 
çant par le cas particulier où le corps est un point. matériel. Dési- 
gnons par. Xl'énergie cinétique du point matériel dans un référen- 
tiel S, et par K' son énergie cinétique dans un référentiel S’ en 
translation à la vitesse V par rapport à S. (La vitesse V peut être ou 
constante ou variable dans le temps.) En mécanique non relativiste 
les vitesses v, v’ et V sont reliées entre elles par la relation o = v° + 
+ V. Par suite | 

_ muè = + mu'?+ + mV?+ mu'V, 
ou 


K=K'+ m4 (pv). (23.1) 


où p’ — mo’ est l'impulsion du point matériel dans le référentiel S’. 
La formule (23.1) est valable aussi pour un système quelconque de 
points matériels. Pour s’en assurer il suffit d’écrire la relation (23.1) 
pour chaque point matériél du système et d'effectuer la sommation 
sur tous les points ; on retrouve alors la formule (23.1) où p’ désigne 
dorénavant |’ impulsion de Ja totalité des points Ce du système 
dans le référentiel S’, soit p' = M0, + Mav, + ... On peut l'écrire 
sous la forme p'— mu! où w est la vitesse du centre de masse du 
système de points matériels par rapport au référentiel S’ et m est la 
masse totale du système. ne 


K=K'+ + mVi+m (Vue). (23 2) 

Si dans le référentiel S’ le centre de masse est au repos, i.e. we — 
=0,0ona 

K = = A+ Fm, | (23. 8) 

Cette égalité exprime le théorème dit de Kônig : l'énergie cinétique 


d'un système de points matériels est égale: à la somme de l'énergie ciné- 
tique de la masse du système fout ëntier,:que l'on imagine concentrée en 
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son centre de masse et qui se déplace avec lui, et de l'énergie cinétique 
de ce même système en mouvement relatif par rapport au système de 
coordonnées en translation dont l'origine coïncide avec le centre de 
masse. 


$ 24. Forces conservatives et non conservatives 


1. Toutes les forces auxquelles on a affaire en mécanique macro- 
scopique sont usuellement subdivisées en forces conservatives et non 
conservatives. Avant d'introduire ces nouvelles notions, il est utile 
de donner quelques exemples. 

Calculons d'abord le travail produit par la force de pesanteur qui 
fait passer un point matériel de la position 7 à la position 2 sui nt 


Fig. 38 Fig. 39 


le segment de droite 22 (fig. 38). Un exemple én est le glissement sans 
frottement d’un point matériel le long d’un plan incliné parfaitement 
lisse. Il est clair que ce travail est égal à À,, = mgs cos & ou 


Ais = ME (hi —h:) = mél — mgh, (24.1) 


où , et h, sont les hauteurs auxquelles se trouvait le point matériel 
au début et à la fin de son trajet, rapportées à un niveau arbitraire- 
ment choisi, la ‘surface de la Terre ou de la mer par exemple. La 
formule (24.1) reste valable pour un déplacement le long d'une cour- 
be ‘arbitraire, par exemple le long du chemin 732 (fig. 39). Ce ré- 
sultat devient évident si on découpe ce trajet en tronçons par des 
plans horizontaux, chaque tronçon étant assez petit pour pouvoir 
être considéré comme rectiligne. Appliquons à chacun de ces tron- 
sons de trajectoire la formule (24.1) et faisons la somme de tous les 
travaux élémentaires, nous retrouverons la formule (24:1). Si au 
lieu du chemin 182 on prend un autre chemin 742 reliant entre elles 
les mêmes positions initiale et finale {4 et 2), le travail de la force 
de pesanteur restera le même puisqu'il ne dépend que de la diffé- 
rence h; — hk, qui est indépendante du chemin suivi. Ainsi Le tra- 
vail de la force de pesanteur ne dépend pas de la forme du chemin suivi 
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et pen déterminé que par les positions initiale et finale du point ma- 
tériel. 

2. Le deuxième exemple concerne le travail de déplacement d'un 
point matériel dans un champ de forces centrales. Une force est dite 
centrale si elle est dirigée vers un seul et même point ou si elle en 
,Z est issue et ne dépend que de la distan- 
ce à ce point, appelé centre de force. À 
titre d'exemple on peut citer la force 
d'attraction gravitationnelle qu’exerce 
le Soleil sur une planète et la force 
d'interaction électrostatique de deux 
charges électriques ponctuelles. Par 
définition le travail élémentaire est 
dA — F ds cos(F, ds). La quantité 
ds cos (F, ds) est la projection du dé- 
placement élémentaire ds sur la direc- 
tion de la force ou, ce qui revient au 
même, sur la direction du rayon vec- 
teur r (à condition d’adopter pour sens 
positif de la force le sens issu du cen- 
tre de force O). Par conséquent 
dscos(F,ds) —dr, dr étant l'accrois- 
sement élémentaire de la longueur r, 
donc la distance entre le point matériel et le centre de force (fig. 40). 
Ainsi dA = F (r) dr et par hypothèse le module de la force F ne 
dépend que de la distance r. De ce fait le travail A,, est déterminé 
par l'intégrale définie: 


. YO 
Fig. 40 


Ay = (Fr (r)dr, (24.2) 


Ta 


dont la valeur ne dépend que des distances r, et r, entre les points 7 
et 2 et le centre de force O mais est indépendante de la forme du 
chemin suivi par le point pour passer de la position initiale Z à la 
position finale 2. Le chemin suivi par le point ne figure pas dans la 
formule (24.2) où n’interviennent que les distances jusqu’au centre 
de force. 

3. Supposons qu’au centre de force se trouve placé un corps 
physique (un point matériel) qui interagit avec le point matériel 
considéré (que l’on peut aussi bien prendre pour centre de force). 
Leur interaction provoque le déplacement et du point matériel et 
du centre de force. En établissant la formule (24.2) nous n’avons pas 
tenu compte du déplacement du centre de force, mais cela n’affecte 
en rien la validité de cette formule. Le travail produit AÀ,, ne dépend 
que du déplacement relatif des points matériels mais ne peut dépendre 
des déplacements absolus de chacun des points pris isolément. Un cal- 
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cul simple le démontre pleinement. Soient deux points matériels 
et 2 dont les forces d'interaction F, et F, sont conformes à la troi- 
sième loi de Newton. Désignons par r, et r, les rayons vecteurs de 
ces points passant par une origine immobile. Le travail élémentaire 
s'exprime alors par dA = F, dr, + F, dr,. Selon la troisième loi 
de Newton F,— —F, et par suite dA = F, (dr; — dr) = 
— Fod (rs — r;). Orr, — r, est le rayon vecteur du point 2? par rap- 
port au point 1; désignons-le par r,,. On a alors 


dA 7 F, dry. (24.3) 


On en arrive à conclure que dans Île calcul du travail élémentaire 
ainsi que du travail total le point Z peut être considéré comme étant 
immobile et le point 2 comme étant le point mobile par rapport au 
point Z. On pourrait aussi bien considérer que c’est le point 2 qui 
est immobile, le point Z étant mobile. Le résultat serait le même. 
On peut en général procéder comme nous l’avons déjà fait et mettre 
(24.3) sous la forme 

dA = F(r) dr. (24.4) 


Dans cette formule ne figurent que la distance r entre les points ma- 
tériels et son accroissement dr. Il en découle immédiatement la for- 
mule (24.2), ce qui démontre notre assertion. 

Notons une conséquence importante de la formule (24.2). Suppo- 
sons que les points matériels J et 2 soient rattachés l’un à l’autre par 
une tige absolument rigide. Il est évident que dans .ce cas idéalisé 
la distance entre les points demeurera invariable, quels que soient 
leurs déplacements: dr — 0. Par suite l'intégrale figurant dans la 
formule (24.2) sera toujours égale à zéro ; sera donc aussi égal à zéro 
le travail produit par les forces d'interaction des points matériels 
et 2 quel que soit le déplacement. Les corps solides parfaitement rigi- 
des peuvent être considérés comme des systèmes de points matériels 
dont les distances de séparation restent immuables quels que soient 
leurs mouvements. Cette invariabilité de la distance de séparation 
est due aux forces intérieures ou aux forces de liaison s’exerçant entre 
les points matériels du système. On peut décomposer en pensée tout 
le système en un grand nombre de couples de points en interactions 
mutuelles et appliquer à ces couples le corollaire que nous venons de 
signaler. Il s'ensuit que le travail des forces intérieures s'exerçant dans 
des corps solides parfaitement rigides est égal à zéro quels que soient 
les mouvements du système. Les corps réels ne sont jamais parfaite- 
ment rigides, car les forces qui s’y exercent sont déterminées par des 
liaisons qui, quoique très rigides, ne le sont pas indéfiniment. En 
général, le travail de ces forces est différent de zéro, mais à mesure 
que les liaisons se renforcent, le travail des forces intérieures diminue 
pour s’annuler à la limite, lorsque les liaisons deviennent parfaite- 
ment rigides. 
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Les résultats que nous avons établis pour deux points matériels 
se laissent généraliser au cas d’un système quelconque de points 
matériels échangeant des forces centrales. Si on fixe les positions de 
tous les points matériels, on définit la position du système tout en- 
tier, ou comme on dit on définit sa configuration. Le travail des for- 
ces centrales ne dépend pas du procédé (ou-de la « voie ») mis en œuvre 
pour faire passer le système de sa configuration initiale à sa configura- 
tion finale; ce travail est entièrement déterminé par les configurations 
elles-mêmes. | 

“4: Lorsque les forces d'interaction ne dépendent que de la con- 
figuration des points matériels du système (donc de leurs coordonnées} 
et que le travail produit par ces forces pour déplacer le système d’une 


3 


4 
. Fig. 41 


quelconque position initiale à une quelconque position finale ne 
dépend pas du chemin suivi, n'étant déterminé que par les configu- 
rations initiale et finale du système, ces forces d'interaction sont 
dites conservatives. Les exemples cités montrent que la force de pe- 
santeur et'toutes les forces centrales sont des forces conservatives. 
Donnons une autre définition des forces conservatives équivalente 
à la précédente. Considérons un système qui est passé de la position Z: 
à la position 2 suivant le chemin. 782. Sur la figure : 41 nous avons: 
représenté symboliquement les. positions successives .du système par. 
des points et les voies. de passage ‘entre les différentes positions par 
des.traits continus; bien qu’en toute rigueur ce mode de représenta-. 
tion ne vaudrait que ‘pour. un :système. ne.comportant qu'un seul. 
point matériel. Ce passage du système d’uné-.position à une autre 
s'accompagne de l’accomplissement du travail. 414. Si.le système 
était passé dans la position 2 en suivant le chemin 742, le travail 
accompli aurait été A, Par définition. des forces conservatives,. 
Ai32 = A3. Comme les forces ne dépendent que de la configuration: 
du système; on: doit avoir Aus —<-A og Où Aou est le travail qui 
aurait. été accompli si le système ‘était ‘passé de 2 en 7 suivant le: 
même chemixi mais en sens inverse {chemin 2417): Par suite As +: 
+. A où = 0. Orla somme A,3: + Aou est le‘travail effectué par les: 
forces une fois le système revenü en position 7: Dans ce cas on’dit 
qu'il s’agit du. travail effectué le long d’un.« chemin fermé». Ainsi. 
le travail des forces conservatives le long. d'un chemin fermé est égal à: 
zéro. En inversant l’ordre du raisonnement on démontre sans peine- 
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que si le travail le long d’un chemin fermé est nul, le travail doit être 
indépendant du chemin suivi pour faire passer le système d'une posi- 
tion à une autre. Il en résulte une autre définition des forces conser- 
vatives. Les forces conservatives sont des forces ne dépendant que de 
la configuration du système et dont le travail le long d’un chemin 
fermé est toujours nul. NO RS 
5. Toutes les forces qui ne satisfont pas aux définitions données 
‘sont dites forces non conservatives. Parmi ces dernières nous citerons 
tout d’abord les forces dissipatives, par exemple les forces de frotte- 
ment se manifestant lorsqu'un corps glisse sur la surface d’un autre 


Fig. 42 


corps. Ce sont aussi les forces de résistance auxquelles se trouve sou- 
mis tout corps 'se déplaçant dans un milieu liquide ou gazeux (on 
les classe aussi parmi les forces de frottement (cf. $ 17)). Toutes ces 
forces dépendent non seulement de la configuration des corps, mais 
encore de leurs vitesses relatives. Elles sont toujours dirigées à l’en- 
coritre:de là vitesse du mobile (par rapport à la surface sur laquelle 
il glisse ou.par rapport au milieu qui oppose une résistance à son 
mouvement). Si le corps glisse sur une surface immobile ou se meut 
dans un milieu résistant « immobile », le travail -des forces de frotte- 
ment appliquées au corps en mouvement est négatif, Mais le travail 
des forces de frottement peut devenir positif si la surface de glisse- 
ment :ou le milieu résistant sont eux aussi en mouvement: Considé- 
rons,.parexemple, .un corps B sur la surface duquel glisse le corps C 
à la: vitessé relative v,.1 (fig. 42), La force de frottement F,. agissant 
sur. le corps’ C est dirigée dans le sens opposé à celui du vecteur ee 
Supposons que Je corps B se meut en sens inverse à la vitesse v. Si 
VE vi, dans un référentiel « immobile » le corps € se déplacerait à 
une vitesse v.— ve pointant dans le même sens que celui: de la 
force de frottement. La force.de frottement effectue à tout instant un 
travail positif sur le corps C; ce travail est A1 — Frr (0. vrai). 
Mais si le système est fermé, le travail total des forces de frottement 
agissant sur tous les corps du système sera toujours négatif, Ainsi 
dans l'exemple cité la force de frottement agissant sur le corps B 
effectue un travail négatif A, — —F,v. Le travail total des forces 
dé frottément est égal à A —4,+ À, = Five ie. il est 
négatif: Aussi pouvons-nous donner la définition suivante des for- 
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-ces dissipatives. On appelle forces dissipatives les forces dont le 
travail total correspondant à tout mouvement au sein d'un système 
fermé est toujours négatif. 

6. Signalons, pour finir, l'existence d’une autre espèce de forces 
non conservatives — les forces dites gyroscopiques. Ce sont des forces 
qui dépendent de la vitesse du point matériel et qui agissent toujours 
suivant une direction perpendiculaire à cette vitesse. Le travail de ces 
forces est nul quel que soit le déplacement du point matériel, notam- 
ment son mouvement sur un chemin fermé. Les forces gyroscopiques 
se distinguent des forces conservatives en ce qu’elles dépendent non 
seulement de la position mais encore de la vitesse du point matériel 
mobile. Le seul exemple de forces gyroscopiques connues en physi- 
-que est la force de Lorentz qui est la force agissant sur une particule 
Chargée placée dans un champ magnétique. La force de Lorentz est 
proportionnelle au produit vectoriel [vB] et est donc perpendiculaire 
à la direction de la vitesse v et à celle du vecteur intensité du champ 
magnétique B. Il est vrai que l'on trouve en mécanique des forces 
gyroscopiques d'un type différent ; ce sont les forces dites de Coriolis. 
Mais prises dans le sens de la mécanique de Newton, ces forces ne 
sont pas de « vraies forces », puisque l’étude des mouvements par 
rapport à des référentiels d'inertie (ce sont les seuls mouvements 
que nous avons étudiés jusqu'ici) ne permet pas de déceler l'existence 
de ces « forces ». On les introduit d’une façon artificielle lors de 
l'étude des mouvements dans les référentiels qui sont en rotation 
par rapport aux référentiels d'inertie, afin de conférer aux équations 
de mouvement dans ces systèmes la même forme que celle que l’on 
trouve dans le cas de référentiels d'inertie (cf. ch. IX). 


$ 25. L'énergie potentielle et la loi 
de la conservation de l’énergie en mécanique 


1. Lorsqu'un système n'est soumis à l’action que de forces 
<onservatives et gyroscopiques, on peut introduire pour ce système 
la notion d'énergie potentielle. Adoptons pour position de référence 
{position zéro) d’un système une position caractérisée par l'indication 
-des coordonnées de ses points matériels. Le travail réalisé par les 
forces conservatives lors du passage du système d'une position con- 
sidérée à la position de référence s'appelle énergie potentielle du 
système en position de référence. Comme le travail des forces con- 
.Servatives ne dépend pas du chemin suivi pour passer d’une position 
à une autre, l'énergie potentielle d'un système doté d'une position 
-de référence ne dépend que des coordonnées des points matériels en 
position considérée. Autrement dit, l'énergie potentielle U d'un sys- 
ème n'est fonction que de ses coordonnées. : 

La valeur que prend l’énergie potentielle d’un système dépend du 
«choix de la position de référence. Ainsi si on avait choisi comme réfé- 
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rence la position © (fig. 43, a), l'énergie potentielle du système se 
trouvant dans la position 7 aurait été U— 4,4; A0 représenterait 
alors le travail effectué par les forces conservatives pour faire passer 
le système de la position Z à la position ©. Mais si on avait pris pour 
référence la position O”, l'énergie potentielle aurait été U’ — 4,0». 
Les forces étant conservatives, le travail qu’elles effectuent le long 
du chemin 10° est égal au travail effectué le long du chemin 700": 
A0” — A0 + A 90"; soit U' EE U + À 07. Le travail À 00’ 
est invariable puisqu'il ne dépend pas des coordonnées du système se 


2 
PO N 
a) b) 
Fig. 43 


trouvant dans l'état Z. Sa valeur est complètement définie par le 
choix des positions O et 0’. Cela montre que lorsqu'on remplace une 
position de référence par une autre, l'énergie potentielle du système 
change d’une quantité constante. L'indétermination sur la valeur de 
l’énergie potentielle devient encore plus forte si on convient de lui 
attribuer, dans la position de référence, non pas une valeur nulle, 
mais une certaine valeur constante et arbitraire. Dans ce cas on devra 
remplacer dans la définition donnée ci-dessus l’expression « énergie 
potentielle » par l'expression « différence d'énergie potentielle ». La 
différence d'énergies potentielles en position considérée et en position de 
référence est le travail produit par les forces conservatives lors du 
passage du système d’une position considérée à sa position de réfé- 
rence. Ainsi l'énergie potentielle d'un système n’est déterminée qu'à 
une constante arbitraire près. Mais cette indétermination ne peut se 
répercuter sur la justesse des conclusions physiques tirées d’une 
étude, car l’évolution des phénomènes physiques dépend non pas de 
la valeur absolue de l'énergie potentielle, mais seulement de la 
différence de ses valeurs dans divers états. Or ces différences ne 
dépendent pas de la valeur de la constante arbitraire. 

Considérons le passage d’un système d'une position Z à une posi- 
tion 2 le long du chemin 72 (fig. 43, b). Le travail A,, effectué par 
les forces conservatives lors de ce passage peut être exprimé en fonc- 
tion des énergies potentielles U, et U, correspondant aux deux 
positions du système, Pour ce faire, supposons que ce passage s'effec- 
tue en passant par la position de référence O, donc suivant le che- 
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min 702. Les forces étant conservatives, nous pouvons écrire Ay, = 
= A0 = A0 + Ào2 — A0 Er À 20: Selon la définition de l'éner- 
gie potentielle U, = A0 + € et U: = A0 + C, C étant la même 
constante additive. Par suite 


Ar = U; =— Un (25.1) 


ce qui s'énonce: le travail des forces conservatives est égal à la dimi- 
nution de l'énergie potentielle. du système. 

2. Nous avons montré précédemment que ce même travail A, 
pouvait être exprimé en fonction de l’accroissement de l'énergie 
cinétique du système considéré (formule 22.9). En égalant (22.9) et 
(25.1) on obtient K, — K, = U; — U,, d'où 


K; + ÜUi= Ko + Us 


La somme des énergies cinétique et potentielle d'un système porte 
le nom d'énergie totale E. Ainsi E, — Æ,, soit 


E = K + U = const. (25.2) 


Dans un système où ne se manifestent que des forces conservatives (et 
gyroscopiques), l'énergie totale est invariable. Dans un tel système ne 
peuvent se produire que des conversions d'énergie potentielle en énergie 
cinétique .et des conversions inverses, la réserve totale d'énergie du systè- 
me restant invariable. Cette proposition porte le nom de loi de la 
conservation de l'énergie en mécanique. 

8. Calculons l'énergie potentielle dans quelques cas simples. 

a) Energie potentielle d’un corps dans un champ de pe- 
santeur uniforme. Siun point matériel se trouvant à une hauteur # 
tombe jusqu'au niveau zéro (niveau pour lequel k = 0), la force de 
pesanteur effectuera le travail À — mgh. Par suite, un point matériel 
se trouvant à une hauteur possède une énergie potentielle U — 
— mgh + C. Le niveau zéro peut être choisi arbitrairement, par 
exemple le niveau du sol du laboratoire où se déroule l’ expérience, le 
niveau de la mer, etc. La constante C est égale à l'énergie potentielle 
au niveau de référence. ÆEn.la posant: nulle, on obtient 


Ü = mgh. (25.3) 


” b) Energie potentielle d’un ressort tendu. Les forces élastiques 
qui “apparaissent lorsqu'on comprime ou lorsqu'on tend un ressort 
sont des forces centrales. Ce sont donc des forces conservatives et on 
peut parler de l'énergie potentielle d'un ressort déformé, qui dans 
ce cas porte le nom d'énergie élastique. Désignons par x Dérecnet 
du ressort qui est la différence x = ! — 1, des longueurs du ressort 
à l'état déformé et à l’état non déformé. La force élastique F ne dé- 
pend que de l'allongement du ressort. Tant que l'allongement x 
n’est pas grand, la force élastique lui est proportionnelle: F = kx 
(loi de Hook, cf. $ 11). Lorsque le ressort revient de l’état déformé à 
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l’état non déformé, la force F effectue le travail 
x x 
A= | Fark [ad =5e, 
Û 0 


En posant égale à zéro l'énergie élastique d'un ressort non déformé, 
on écrira 
U = 1/, ka, (25.4) 


c) Energie potentielle de l’attraction gravitationnelle de 
deux points matériels. Selon la loi de la gravitation universelle de 
Newton, la force d’attraction gravitationnelle échangée par deux 
corps ponctuels est proportionnelle au produit de leurs masses Mm 
et inversement proportionnelle au carré de leur distance de sépara- 
tion: 


(25.5) 


où G est la constante gravitationnelle. Les forces d'attraction gravi- 
tationnelle, étant des forces centrales, sont conservatives. On peut 
donc parler d'énergie potentielle. Pour la calculer il est commode 
de poser que l’une des masses, la masse M par exemple, est immobile 
et que l'autre masse m se: déplace dans le champ de gravitation de la 
première. Lorsque la masse m est déplacée depuis l’infini, la force 
gravitationnelle effectue le travail 


- foMar-c 1m ; 


où r est la distance entre les masses AZ et m se trouvant dans leurs 
positions finales. Ce travail est égal à la diminution d'énergie po- 
tentielle 


A = Ux — U (r). 


D'habitude on pose égale à zéro l'énergie potentielle à. l'infini 
(U>x = 0). Dans ce cas 


-çlm | (25.6) 


Le fait que cette quantité soit ae s ‘interprète de la façon sui- 
vante. L'énérgie de deux masses 8 ‘attirant mutuellement est maxi- 
male lorsqu'elles se trouvent à une distance infinie l'une de l’âutre. 
On pose que leur énergie potentielle est alors égale à zéro. Par suite, 
pour toute autre disposition mutuelle des masses, l'énergie poten- 
tielle doit être plus petite, donc avoir une valeur négative. 

4. Supposons maintenant qu'à côté des forces conservatives et 
gyroscopiques, des forces dissipatives se manifestent dans le système. 
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Lorsque le système passe de la position Z à la position 2, le travail 
Ax de toutes les forces est toujours égal à l'accroissement de son 
énergie cinétique Æ, — K,. Dans ce cas le travail peut être considéré 
comme la somme du travail des forces conservatives AC9ns et du 
travail des forces dissipatives Adis. Le premier terme de cette somme 
se laisse exprimer par la diminution de l'énergie potentielle du sys- 
tème: ASons — {, — U,. Ainsi 


Au =Ui—-Ur+ A 


En égalant cette expression à l'accroissement de l'énergie cinétique, 
nous obtenons 


Ki—Ki=U;—U,+ 4%, 
soit 
Es, —E,=4, (25.7} 


où £ — K + U est l'énergie totale du système. Nous voyons ainsi 
que dans ce cas l'énergie mécanique Æ du système ne reste pas cons- 
tante mais diminue, le travail des forces dissipatives AS étant 
négatif. | 

Généralisons l'équation (25.7). Subdivisons toutes les forces 
agissant dans le système en deux groupes. Nous classerons dans le 
premier groupe les forces dont on peut tenir compte par l'énergie 
potentielle U et dans le second toutes les autres forces extérieures et 
intérieures appliquées au système ou échangées dans le système. 
Désignons par À,, le travail de ces dernières forces. En reprenant le 
raisonnement qui nous avait conduit à la formule (25.7), nous ob- 
tiendrons 


E, — £E, = A 9- (25.8) 


5. Supposons de nouveau qu'aucune force dissipative n’agit dans 
le système. La loi de la conservation de l'énergie sous sa forme (25.2) 
est alors vérifiée. Comme par essence l’énergie cinétique À ne peut 
être négative, il résulte de (25.2) que Æ > U. Cette relation définit 
le domaine de variation de toutes les coordonnées du système dans lequel 
il peut se trouver pour une valeur donnée de son énergie totale £. Le 
système ne peut se trouver là où U >> E puisque l’énergie potentielle 
ne peut être plus grande que l'énergie totale. 

Considérons à titre d'exemple le mouvement rectiligne d’une 
particule se déplaçant le long d'une droite déterminée que nous con- 
fondrons avec l'axe des X. Le long de cet axe la valeur de U ne 
sera fonction que de x: U = U (x). Si E est l'énergie totale de la 
particule, celle-ci ne pourra se trouver sur l’axe des X que là où 
U (x) < £. Supposons que la courbe représentant la fonction U (x) 
ait l’allure représentée sur la figure 44. Traçons sur ce graphique une 
droite horizontale U — E;, E; étant une constante arbitraire. Sup- 
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posons encore que cette droite coupe la « courbe potentielle » U — 
= U (x) en trois points À, B et C, de coordonnées x1, xp, te. On 
voit aussitôt qu’une particule d'énergie totale Æ, ne peut se trouver 
dans les régions Z et III. Elle ne peut se déplacer qu’à l’intérieur des 
régions /7 ou IV et ne peut passer d’une région à une autre. Elle ne 
peut le faire du fait de l'existence d'une « barrière de potentiel » 
BNC sur la courbe potentielle. Dans la région 77 une particule d’éner- 
gie totale Æ, effect a un mouvement dit fini qui est un mouvement 


Fig. 44 


qui s'effectue dans une région limitée de l’espace. La particule se 
trouve ainsi enfermée dans le « puits de potentiel » A MB et oscillera 
entre les points extrêmes x4 et x 8. Mais si la particule se troùüve dans 
la région 7V et se meut vers la gauche, après avoir atteint le point. 
ze. elle rebroussera chemin et « s'éloignera à l'infini ». Un tel mou- 
vement est dit infini. Supposons maintenant que la particule possède: 
une plus grande énergie Æ, >> Æ,, telle que la droite horizontale. 
U — E, coupe la courbe potentielle en un seul point D d’abscisse: 
æp. La particule peut alors se déplacer n’importe où dans l’espace à 
droite du point x,; ce mouvement est infini. 

Supposons enfin que le puits de potentiel ait la forme de la courbe: 
représentée sur la figure 45. De part et d’autre du point M les deux 
branches de la courbe potentielle sont ascendantes. Posons que pour 
æ — + oo, la fonction Ù (x) s'annule, ce qui revient à dire que l’axe 
des x est asymptote pour la courbe potentielle. Nous pouvons affirmer- 
alors que le mouvement de la particule sera fini si son énergie totale est 
négative et infini si son énergie totale est positive. 

Pour donner une description qualitative du mouvement d’une 
particule dans un champ de force d'énergie. potentielle U (x), nous. 
envisagerons l’expérience suivante. Fabriquons une petite piste de: 
toboggan parfaitement rigide et parfaitement lisse ayant exactement 
le même profil que la courbe potentielle U = U (x) (par exémple, 
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celui de la courbe représentée sur la figure 44). Disposons cette piste 
dans un champ de pesanteur homogène et plaçons-y, en un point 
élevé, une petite bille. Le mouvement qu'effectuera cette bille sous 
l’action du champ de la pesanteur reproduira presque exactement le 
mouvement d’un point matériel soumis à l’action du champ de force 
considéré U = U (x), à condition que l’onait convenablement ajusté 
l'énergie totale de la bille. Ce modèle présente quelques écarts au 
comportement idéal car le mouvement de la bille sur la piste s’accom- 
pagne de sa rotation qui consomme une partie de son énergie. Il aurait 


Fig. 45 


reproduit tous les traits caractéristiques du mouvement étudié si la 
bille au lieu de rouler sur la piste avait glissé dessus sans frottement. 
Une telle bille placée au départ au point À, sans vitesse initiale 
(fig. 44), aurait effectué des oscillations le long de la courbe AMB 
entre les points extrêmes À et B. Si on l'avait placée au point D, 
la bille aurait pu surmonter la barrière de potentiel BNC et « s'é- 
chapper à l'infini ». | 


6. Les mouvements finis satisfont au théorème dit de viriel, qui trouve de 
nombreuses applications dans divers domaines de la physique. Ce théorème 
fut énoncé et démontré par Clausius (1822-1888). Pour un système quelconque de 
points matériels on peut écrire 


_ > præ=Y rE+Y pv, 


uisque P = F etr = 0 (la sommation est étendue à tous les points matériels 
u système). Le dernier terme du second membre est le double de l'énergie ciné- 


tique du système: 2X — > pu = > mu, ce qui permet de récrire l'égalité 
précédente comme suit 
1 de | 
K= <7 à rF+ DE (pr). (25.9) 


La quantité + >» rF s'appelle le. viriel des forces ägissantes. du système. 
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Désignons par valeur moyenne dans le temps de la fonction f (t) dans l’in- 
tervalle de temps (t, t + T) la quantité définie par l'expression 


i E+T 
= | ft") dt’. (25.10) 
t 


Si la fonction f (t) est périodique, on prend pour temps T sa période ét si elle 
n'est pas périodique mais limitée dans Le temps, on prend un intervalle de temps 


T suffisamment grand.et un passe à La limite Ha 
j QU 
= lim that, : 
mr | st (25.11) 
G 
en supposant naturellement que la limite existe. Si 7 (4) est la dérivée d’une fonc- 
tion limitée dans le temps: f = Es , on af— 0. En effet, 
; t+T 
Fed | 29 aim 269=00 
T0 T ; dt To 
f 


Retenant ce résultat, prenons La valeur moyenne dans le temps de (25.9) en 
faisant tendre 7 vers l'infini. Pour un mouvement fini le dernier terme de (25.9) 
s'annule et nous aurons 


= 4 
15e. (25.12) 


Pour un mouvement fini la valeur moyenne dans le temps de l'énergie cinétique 
est égale à la valeur moyenne dans le temps du viriel des forces agissant dans 
le système. C’est l'énoncé du théorème de’viriel de Clausius. 


PROBLÈMES 


1. Déterminer le rapport des énergies potentielles de déformation U, et U, 
de deux ressorts de coefficients d'élasticité k,-et k, dans les deux cas suivants: 
a) les ressorts attachés l’un à l'autre sont soumis à l'action d'un poids P 
(fig. 46, a); b) les ressorts sont fixés à un support par une de leurs extrémités, 
les deux autres extrémités étant réunies par une tige ; en un certain point de cette 
tige on suspend un poids P qui communique aux deux ressorts le même allonge- 
ment (fig. 46, b). On négligera les déformations des ressorts dues à leurs poids 
propres. 

> U 
Réponse. a) = -#; b) <=. 
Us k Us ke . 
Si l'un des ressorts a une dureté beaucoup plus grande que l'autre, pratiquement 
la totalité de l'énergie potentielle sera accumulée pour le cas a) dans le ressort 
de moindre dureté et pour le cas b) dans le ressort de plus grande dureté. 

2. Deux protons de même énergie Æ = 0,5 MeV volent l’un vers l’autre 
et entrent en collision directe. À quellé distance peuvent-ils se rapprocher si 
on ne tient compte que de leurs interactions coulombiennes ? 


Réponse.r— _ , e étant la charge du proton. Pour effectuer les. cal- 
culs il est recommandé de modifier la formule en y posant E = eV; on trouve 
10—01433 
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€ 
2V 
des particules nucléaires ont montré que le rayon d'action des forces nucléaires 
est de l’ordre de 10-15 cm. De ce fait, dans le calcul du choc des protons d'une 
énergie supérieure à 0,5 MeV environ, on doit faire intervenir les forces nucléai- 
res en plus des forces électrostatiques. 

3. Trois électrons se trouvent à l'état de repos aux sommets d'un triangle 
équilatéral, de côté « — 1 cm. Ensuite ils se mettent en mouvement sous l’action 


alors r— = — 1,4-.10-13 cm (2V = 106 V). Les expériences sur la diffusion 


Fig. 46 


des forces de répulsion mutuelle. Calculer la valeur limite de leurs vitesses. 
3 
Réponse. = €- 2,2404 cms. 
4. Postuler dans le problème précédent que les vitesses sont relativistes et 
trouver pour quelles distances a on peut utiliser l’approximation non relativiste. 
€ 
4 2moc? pe 
Réponse, v—g  #  & 


& 
MO + — 


L'approximation non relativiste est valable pour 


2 
a>— 


mo? 


= 2,8-10"13 cm. 


5. Pour quelles valeurs de la distance a du problème 3 les corrections’quan- 
tiques sont-elles superflues ? 


2 
Réponse. Pour à > ps © 10-7 cm. 


6. Quatre électrons sont placés à l'état de repos aux sommets d’un'carré 
de côté a — 1 cm. Aussitôt après y avoir été placés, ils se mettent en mouvement 
sous l’action des forces de répulsion mutuelle. Calculer leurs vitesses maximales. 


Réponse. eV (prie 2,610 cm/s. 


7. Un point matériel effectue un mouvement fini à une dimension entre 
les points de rebroussement x, et x, dans un champ à forces conservatives (voir 
fig. 45). Démontrer que le temps qu'il met pour aller de x4 vers x, est égal 
au temps qu'il mettra pour aller en sens inverse de z, jusqu'à z4. 
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8. Un point matériel (par exemple une petite bille suspendue à un ressort) 
oscille, sous l’action de la force quasi élastique F = —kz, le long de l’axe des X 
autour de sa position d'équilibre. Démontrer à l’aide du théorème de viriel 
que les valeurs moyennes dans le temps des énergies cinétique et potentielle 
sont égales pour ces oscillations. 

9. Une petite bille parfaitement élastique effectue un mouvement de haut 
en bas et de bas en haut dans un champ de pesanteur homogène en rebondissant 
à chaque fois sur le sol conformément aux lois du choc élastique. Trouver la 
relation entre les valeurs moyénnes dans le temps de son énergie cinétique & 
et de son énergie potentielle U. 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées en un point du sol et 
dirigeons l'axe des X suivant la verticale ascendante en ce point afin que la 
force de pression qu'exerce le sol sur la bille n’influe pas sur la valeur du viriel 
(elle ne se manifeste que pour des positions de la bille où x = 0). On ne tiendra 
compte que de la force de pesanteur F — —mg (le signe moins apparaît parce 
que cette force est dirigée vers le bas, le long du sens négatif de l’axe des X). 
Le viriel de cette force est égal à —1/, Fx — 1/, mgx = 1/, U. Appliquant le 
théorème de viriel, nous trouvons 


À.:= 
=. 
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1. Un cas intéressant d'énergie mécanique perdue sous l’action 
de forces dissipatives est celui du choc parfaitement inélastique. 
On appelle ainsi la collision de deux corps à la suite de laquelle ils 
s'unissent et poursuivent..leur mouvement comme un seul corps. 
C’est ce qui se produit, par exemple, lorsqu'on tire une balle de fusil 
dans un sac de sable suspendu à une corde. La balle bloquée par le 
sable reste dans le sac ét se meut ensuite avec lui. Lorsque deux 
boules en argile entrent en collision, elles se collent généralement 
l’une à l’autre et se meuvent ensuite comme un seul corps. Une telle 


collision illustre le cas d’un choc qui est pratiquement inélasiique. 
Le cas où deux boules en plomb entrent en collision peut également 
être considéré avec une bonne approximation comme un choc par- 
faitement inélastique. 

Les phénomènes physiques qui accompagnent le choc de deux 
corps sont assez compliqués. Les corps entrant en collision se défor- 
ment avec apparition de forces élastiques et de forces de frottement, 
dans les corps apparaissent des oscillations et des ondes, etc. Mais si 
le choc est inélastique, tous ces processus s’amortissent finalement et 
les deux corps accolés se mettent ensuite en mouvement, se compor- 
tant comme un seul corps solide. On peut calculer sa vitesse sans 
avoir à élucider au préalable le mécanisme du phénomène, en appli- 
quant simplement la loi de conservation de l’impulsion. 

Etudions un choc parfaitement inélastique en prenant pour exem- 
ple la collision de deux boules se déplaçant le long de la droite joi- 
gnant leurs centres avec des vitesses v, et v, (fig. 47). On dit que l’on 
a affaire dans ce cas à un choc central. Désignons par vw la vitesse 


dus 
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commune des boules accolées après collisiôn. Selon la loi de conserva- 
tion de l'impulsion 
Mali + Malo = (UPS + M2) v, 

m, et m, étant les masses de deux boules. On en tire 
2 Mav1 R Mava 26.1 

mitms \ j } 
Les énergies cinétiques du système avant et après collision sont res- 
pectivement égales à 


U 


{ 1 4 | 
Ki=--mvit+- mur, Ki=-(mt+m)v? 
à 2 2 


De là on obtient aussitôt 
: 4 
Ki—Ks = TU —v2), (26.2) 


NS m : . . 
oùp—=— Fe est la masse réduite des deux boules. Ainsi Le choc de 
2 


1 
deux boules parfaitement inélastiques s'accompagne d'une perte de 


Fig. 47 


l'énergie cinétique du mouvement macroscopique, qui est égale à la 
moitié du produit de la masse réduite des boules par le carré de leur 
vitesse relative. 


2. Le choc inélastique de deux corps doit toujours donner lieu à une dimi- 
nution de l'énergie cinétique du mouvement macroscopique. En effet, selon le 
théorème de Kôünig, l'énergie cinétique d’un système mécanique comporte deux 
parties : 1) l'énergie cinétique du mouvement du système tout entier à la vitesse 
de son centre de masse ; 2) l'énergie cinétique du mouvement relatif des points 
matériels résultant d’une décomposition imaginaire du système, autour de son 
centre de masse. Comme énergies cinétiques, ces deux parties sont essentielle- 
ment positives. En vertu du théorème du mouvement des centres de masse, la 
collision des corps n’affecte je la première partie. Quant à la seconde partie, 
elle doit disparaître après collision puisqu’après collision inélastique le mouve- 
ment relatif des parties du système cesse d'exister, laissant la place au mouve- 
ment d'ensemble des deux parties du système à la vitesse de son centre de masse. 
C'est pour cela que la collision entraîne une diminution de l'énergie cinétique 
totale du mouvement macroscopique. Par contre l'énergie interne du corps 
augmente (voir paragraphe suivant). 

3. Il est facile d'expliquer pourquoi on trouve dans la formule (26.2) la 
masse réduite et la vitesse relative des boules entrant en collision. Conformé- 
ment à la formule générale (25.7) la perte d'énergie cinétique est égale en valeur 
absolue au travail des forces dissipatives s'exerçant dans le système pendant le 
choc. Nous avons montré au $24 que pour calculer ce travail, on pouvait poser 
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que l’une des boules était immobile et l’autre en mouvement par rapport à la 
première. Le mouvement relatif de deux points matériels est décrit par l’équa- 


tion ur — F qui est analogue à la deuxième loi de Newton. De ce fait le travail 
qu'effectue la force dissipative F pendant tout le temps que dure le choc est égal 


à 5 a (0, — v,)2. C'est cette quantité qui détermine la diminution d'énergie ciné- 


tique pendant le même intervalle de temps. 
Lorsque deux corps entrent en collision, l’effet destructeur accompagnant 
le choc ne dépend que de leur vitesse relative v, — v,. La partie de l'énergie ciné- 


tique dont dépend l'effet destructeur est égale à 5h (, — v,)?. Le reste de 


l'énergie cinétique est lié au mouvement du centre de masse du’ système; cette 
énergie ne varie pas à la collision et par suite ne contribue pas à l'effet destruc- 
teur. Lorsque, par exemple, deux automobiles identiques animées de vitesses v 
identiques entrent en collision frontale, l'énergie déterminant la destruction 
est égale à 


= 


41 mm 
PRE one UPS 

ce qui signifie que la totalité de l'énergie cinétique est utilisée pour l'effet des- 
tructeur. Ce résultat est évident sans calcul puisqu'après collision les deux auto- 
mobiles doivent s'arrêter, indépendamment des dégâts causés. On obtiendra le 
même effet destructeur lorsqu'une voiture fonce à une vitesse 2v sur une voiture 
immobile. Dans ce cas, l’énergie cinétique initiale du système est égale à 


_ m (Zu)? = 2m?, donc elle est deux fois plus grande que dans le cas précédent, 
mais la moitié seulement dé cette énergie est destructrice. 

Les effets destructeurs des accidents sont évidemment regrettables. Mais 
parfois, par exemple lors de l'étude des transformations que subissent les noyaux 
atomiques entrant en collision avec des particules élémentaires, l'effet destruc- 
teur est l’objet même de l'étude. On s'attache donc à renforcer l'effet destruc- 
teur. D'après ce qui vient d’être exposé, on y parvient par la mise en mouve- 
ment des deux particules entrant en collision. Pour une même dépense d'énergie 
l'effet destructeur est le plus grand lorsque le centre de masse des particules entrant 
en collision reste immobile dans le référentiel lié au laboratoire. Ce principe est 
mis en œuvre dans les accélérateurs à faisceaux de sens opposés. Les accélérateurs 
modernes sont des installations compliquées et coûteuses, utilisées pour com- 
muniquer une grande énergie aux particules chargées — électrons, protons, etc. 
On les utilise en physique nucléaire et en physique des particules élémentaires 

our l'étude des processus se produisant lors de chocs de particules de grande 
énergie. D'habitude on dirige les particules accélérées sur une cible immobile; 
c'est pendant l'impact des particules sur la cible qu'ont lieu les phénomènes 
que l’on cherche à étudier. Le même effet peut être réalisé, mais avec une dépense 
d'énergie moindre, en imprimant à la cible un mouvement dirigé en sens inverse 
du faisceau de particules accélérées. On utilise alors comme cible un second 
faisceau de particules accélérées se propageant en sens opposé au premier. Si 
les masses et les vitesses des particules sont les mêmes dans les deux faisceaux, 
selon la mécanique non relativiste la dépense d'énergie sera diminuée de deux 
fois. Mais comme dans les accélérateurs on a affaire à des faisceaux relativistes, 
les calculs doivent être fondés sur la mécanique relativiste. 11 s’est avéré que 
dans le cas relativiste le gain d'énergie est en principe illimité si les vitesses des 
particules s’approchent de la vitesse de la lumière (cf. t. IV). 


4. Pendant la collision se manifestent dans le système des forces 
dissipatives qui diminuent l'énergie cinétique du mouvement macro- 
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scopique. On ne peut donc appliquer la loi de conservation de l’éner- 
gie sous sa forme mécanique aux processus évoluant durant le choc. 
Mais une fois le choc terminé et les deux corps unis pour n’en former 
qu'un seul, on peut utiliser la loi de conservation de l'énergie (à 
condition toutefois qu’ aucune force dissipative n'agisse plus). 
Etudions à titre d'exemple le problème du pendule balistique. 
Ce dispositif est utilisé pour mesurer la vitesse des balles et des obus. 
Le pendule balistique est généralement constitué par une grosse 
caisse remplie de sable qui peut oscil- 
ler autour d’un axe horizontal. Une 
balle (ox un obus) atteignant la caisse 
y est stoppée et le pendule s'écarte de 
sa position d'équilibre. Pour simplifier 
le calcul nous admettrons que nous 
avons affaire à un pendule mathéma- 
| tique. Le processus de collision est à 
{> | ce point rapide que durant le choc le 
S- -<_7/ pendule n'arrive pas à s’écarter, d'un 
L r4 angle notable, desa position d’équili- 
bre. Lechocne fait que mettre le pen- 
dule en mouvement et il s'agit avant 
Fig. 48 tout de déterminer la vitesse v de ce 
mouvement aussitôt après le choc. 
Avant le choc, lorsque le pendule était en équilibre, les forces 
extérieures auxquelles il était soumis (force de pesanteur et tension 
du fil de suspension) se compensaient. Pendant le choc l'équilibre 
de ces forces se trouve compromis et, de plus, apparaissent 
de nouvelles forces, les forces de frottement par exemple. Néan- 
moins, tant que dure le choc, on peut négliger toutes ces forces parce 
que leur résultante est infiniment petite par rapport à la force qu’ap- 
plique au pendule le projectile. On peut donc admettre que le sys- 
tème constitué par le pendule et le projectile (fig. 48) est un système 
fermé pendant toute la durée du choc; on peut alors lui appliquer la 
loi de conservation de l’impulsion. C’est à partir de cette loi que l’on 
détermine la vitesse cherchée v qu’acquiert le système aussitôt après 
le choc: 


r= 


m 

M+m V, 

V étant la vitesse du projectile avant la collision. Dès que le choc 
est terminé, les forces dissipatives (intérieures) n ‘agissent plus et on 
peut dès lors appliquer la loi de conservation de l'énergie. La vitesse 
v doit être considérée comme la vitesse initiale avec laquelle le pen- 
dule commence à osciller en position inférieure. Dans cette position 
le pendule et le projectile possèdent l'énergie cinétique ‘/, (M : 
+-m) v? qui, le pendule s'étant écarté de sa position d'équilibre, se 
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transforme en énergie potentielle (M + m) gh. On en déduit la hau- 
teur à laquelle peut monter le pendule 


EN PELLE de 
ke er) p2. (26.3) 
Ayant mesuré la hauteur », on peut calculer la vitesse V du projecti- 
le. 


Ce serait une erreur grossière que de raisonner de la façon suivante. Dans 
la position inférieure du pendule (avant le choc), l'énergie du système est égale 
à L'énergie cinétique du projectile !/, mV3. Lorsque le pendule monte, cette 
énérgie se transforme en l'énergie potentielle (A -+ m) gh. Ce raisonnement 
conduit à la formule erronée 


1 m 


2% Mim 


Comme dans le cas du pendule balistique m < 4, cette formule donne une 
valeur de k plusieurs fois trop grande. Ce n'est évidemment que lorsque m à M 
que les deux formules coïncident pratiquement. L'erreur du raisonnement indi- 
qué réside dans le fait qu'il ne tient pas compte des pertes d'énergie mécanique 
pendant le choc. 

Dans les calculs pratiques on exprime la hauteur k en fonction de l’angle 
de déviation «& du pendule par rapport à sa position d'équilibre, sa mesure étant 
plus facile à faire. On à h — 1 (4 — cos a) = 21 sin? (x/2), & étant la longueur 
du pendule. Avec cetie expression la formule (26.3) devient 


hk v2. 


SM EmR 7 ar Mgr @ 
Var V glsin 2 Veïsin—. (26.4) 


$ 27. L'énergie interne. Loi physique générale 
de la conservation de l’énergie 


1. Une diminution d'énergie cinétique sans accroissément corres 
pondant de l'énergie potentielle, dont il a été question dans le para 
graphe précédent, se manifeste non seulement dans les chocs inélasti 
ques, mais dans bien d’autres processus encore. Par exemple, les 
mouvements se produisant dans un système fermé où s’exercent des 
forces de frottement s’atténuent jusqu'à l’arrêt complet et la réserve 
d'énergie cinétique du système diminue en conséquence. L'énergie 
potentielle peut se perdre elle aussi. Si, par exemple, on allonge un 
ressort au-delà de sa limite d’élasticité et qu'on l’abandonne à lui- 
même, il ne revient pas à son état initial, car il y subsiste un allonge- 
ment résiduel. Le travail que peut fournir un ressort ainsi tendu est 
inférieur au travail qui avait été dépensé pour l’allonger. Dans tous 
ces cas on constate une perte d'énergie mécanique. La mécanique 
macroscopique formelle interprète l'existence de ces pertes en disant 
qu’un travail doit être effectué contre les forces dissipatives agissant 
dans le système.Une telle interprétation est purement formelle et non 
physique, puisqu'elle néglige la nature physique des forces dissipati- 
vers. 
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_2. Chaque fois qu’un système subit une perte d'énergie mécanique, il est 
sûrement le siège de changements internes. Si on mesure, par exemple, à l’aide 
d’un thermomètre sansible ou d’un thermocouple la température des boules 
avant et après collision, on constate que le choc détermine un léger échauffe- 
ment. La même chose se produit lors du frottement uu d'une déformation rési- 
duelle. Si un frottement intense dure longtemps, l’échauffement devient telle- 
ment manifeste qu’on le décèle sans avoir recours à des mesures. Les peuples 
primitifs font du feu en frottant deux morceaux de bois. Si on fixe sur l’axe d’un 
moteur un disque en carton (d’une épaisseur de 1 mm environ) que l’on mettra 
ensuite en rotation rapide, on pourra scier une planche de bois en l’appliquant 
contre le bord du disque en rotation (scie en carton). Cet effet de sciage s’expli- 
que par l’intense dégagement de chaleur produit par le frottement. La planche 
se carbonise au point de son contact avec le disque en carton et se trouve ainsi 
tranchée. Le disque en carton, lui, n’est pas détruit car il subit par rotation un 
refroidissement intense dû à L'air ambiant. La surface de coupe de la planche est 
lisse et bien polie, d'une couleur brunâtre due à la carbonisation. Dans cette 
expérience le rôle essentiel revient aux tensions qui apparaissent dans le disque 
du fait de sa rotation et lui confèrent une dureté suîfisante. On ne pourrait 
couper la planche en la faisant tourner autour d’un disque en carton immobile. 

Les pertes d'énergie mécanique peuvent faire apparaître des effets plus com- 
pliqués tels que les effets observés dans l'expérience suivante. On enroule sur 
une poulie en bois fixée sur l'arbre d'une dynamo un fil long et solide. Le fil 
passe par une poulie fixée au plafond et on attache à son extrémité.libre un poids 
de plusieurs kilogrammes. En faisant tourner l'arbre de la dynamo, on fait 
monter le poids jusqu’au plafond. Le circuit de la dynamo peut être branché 
sur une petite lampe à incandescence. Si on laisse descendre le poids sans fermer 
le circuit, la dynamo, bien que mise en rotation par la descente du poids, ne 
générera pas de courant électrique. Le poids descend dans ce cas avec accéléra- 
tion, ce qui signifie que son énergie potentielle est convertie en énergie ciné- 
tique. Si on refait l'expérience mais en fermant le circuit de la lampe, on verra 
la lampe s’'allumer lorsque le poids aura descendu la moitié environ de son 
trajet vers le sol, et à partir de ce moment la descente du poids et la vitesse de 
rotation de la dynamo deviendront plus lentes: Le poids s’abaisse jusqu’au sol 
à vitesse constante et la lampe reste allumée jusqu’à ce que le poids atteigne 
le sol. L'énergie potentielle du poids diminue constamment pendant sa chute, 
mais elle ne disparaît pas ici sans laisser de trace puisque la dynamo produit 
pendant ce temps un courant électrique qui dégage de la chaleur dans le fila- 
ment de là lampe. 


3. La mécanique macroscopique tient compte non seulement de 
l'énergie cinétique du mouvement macroscopique des corps ou de 
leurs parties macroscopiques mais aussi de leur énergie potentielle. 
Mais elle néglige complètement la structure. atomique interne des 
substances. Pendant les chocs, les frottements et autres phénomènes 
de ce genre, l'énergie cinétique du mouvement visible des corps ne 
disparaît pas, elle ne fait que passer dans l'énergie cinétique du mou- 
vement désordonné et invisible des atomes et des molécules des corps, 
ainsi que dans l'énergie potentielle de leurs interactions mutuelles. 
Cette partie de l'énergie porte le nom d'énergie interne. Le mouve- 
ment désordonné des atomeset des molécules est ressenti par nos sens 
sous forme de chaleur. Telle est l'interprétation physique de l’appa- 
rente perte d'énergie mécanique accompagnant les chocs, les frotte- 
ments et autres phénomènes analogues. 

L'interprétation de la chaleur par le mouvement désordonné des 
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atomes et des molécules ne fut définitivement admise que dans Îla 
seconde moitié du XIX® siècle et constitua un événement majeur. 
C'est à la même époque que s’affirma l’idée que la loi de conservation 
de l’énergie est une loi générale de la physique ne souffrant aucune ex- 
ception. Cette loi affirme que l'énergie ne peut être ni créée ni annihi- 
lée, ne pouvant que changer de forme. Cet énoncé exige que la notion 
d'énergie soit élargie par l'introduction d’autres formes d’énergie: 
l'énergie du champ électromagnétique, l'énergie nucléaire, etc. On 
doit remarquer qu'il est actuellement encore impossible de donner 
une classification définitive des diverses formes d'énergie. On ne pour- 
rait le faire que si toutes les lois de la Nature nous étaient connues 
et si le développement de la Science, ne serait-ce que dans ses 
grandes lignes, était parachevé. 

La subdivision de l'énergie en énergies cinétique et potentielle 
n’a de sens qu’en mécanique, puisqu'on n’embrasse pas ainsi toutes 
les formes d'énergie. D'autre part, bien souvent la classification de 
l'énergie dépend du point de vue où l’on se place. Par exemple, en 
mécanique macroscopique, l'énergie élastique d’un gaz parfait com- 
primé est considérée comme une énergie potentielle. Mais du point 
de vue de la physique moléculaire, l’élasticité du gaz est attribuée 
à l'agitation thermique de ses molécules et la même énergie doit 
donc être considérée comme une énergie cinétique. 

4. Le principe de conservation de l’énergie, outre ses nombreuses 
applications à des phénomènes déjà connus, sert de guide dans des 
domaines encore inexplorés. Dans tous les cas où ce principe semble 
être en défaut, on peut être certain qu’il existe de nouveaux phéno- 
mènes qui ne cadrent pas avec les conceptions scientifiques en usage. 
C'est ce qui se produisit lors de la découverte de la radioactivité 
et du neutrino. L'expérience laissait apparaître des écarts aux lois 
de conservation de l'énergie et de l’impulsion dans les phénomènes 
de désintégration f$ des noyaux atomiques. Pauli (1900-1958) émit 
alors l'hypothèse, qui fut confirmée plus tard par l'expérience, qu'à 
la désintégration f participe à côté des particules chargées connues 
(électrons et noyaux atomiques) une nouvelle particule neutre que 
l'on dénomma neutrino. C’est cette particule qui emportait avec elle 
la partie manquante d'énergie et d’impulsion. Son interaction avec 
la matière étant très faible, son observation est très délicate. (Plus 
tard, lorsqu'on découvrit qu'à chaque particule correspond une anti- 
particule, il s’avéra que dans les désintégrations f électroniques ap- 
paraissait non pas le neutrino, mais l’antineutrino.) 

Le principe physique général de conservation de l'énergie concerne 
donc non seulement les phénomènes qu’étudie la mécanique macro- 
scopique, mais aussi les phénomènes physiques échappant à cette mé- 
canique. Il ne peut donc être déduit des équations de la mécanique 
macroscopique et doit être considéré comme une des plus larges géné- 
ralisations des données expérimentales. 
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$ 28. Choc parfaitement élastique 


1. Le choc parfaitement élastique permet de mettre en évidence d'in- 
téressantes transformations de l'énergie cinétique en énergie poten- 
tielle et vice versa.Un chocest dit parfaitement élastique si l’énergie 
interne du corps reste inchangée. Le choc de corps macroscopiques 
n'est jamais parfaitement élastique, mais peut en être proche. C’est ce 
qui se produit lors du choc de billes de billard en ivoire ou en une 
matière plastique convenablement choisie. Un choc parfaitement 
élastique peut se réaliser lors de la collision de particules atomiques, 
nucléaires ou élémentaires. La possibilité de réalisation d'un cas 
aussi parfait est déterminée par les lois quantiques. Les états internes 
et les valeurs correspondantes de l'énergie interne des particules 
atomiques sont discrets (quantifiés). Après collision les particules 
peuvent poursuivre leurs mouvements sans que leurs états internes 
en soient affectés. Une telle collision est parfaitement élastique. Il 
en sera ainsi toutes les fois que l’énergie cinétique des particules en- 
trant en collision est insuffisante pour faire passer ne serait-ce qu’u- 
ne seule particule de son état normal à l’état excité le plus proche qui 
est un état de plus grande énergie interne. Pour des énergies cinéti- 
ques plus grandes, le choc peut donner lieu à l'excitation d’une seu- 
le ou des deux particules, avec accroissement de leurs énergies inter- 
nes. Îl est également possible que le choc concerne des particules 
préalablement excitées et qu'après collision leurs énergies internes 
diminuent. Dans ces différents cas le choc sera dit énélastique. 

2. Etudions d'abord le cas de chocs centraux de billes parfaitement 
élastiques. Dans ce cas, avant le choc, les vitesses v, et v, sont diri- 
gées suivant la droite reliant entre eux les centres des billes. Cette 
droite s'appelle ligne des centres. Lors du choc, l'énergie cinétique 
des billes t/,(m, + m,) V? liée au mouvement de leur centre de mas- 
se ne peut varier car la vitesse du centre de masse ne varie pas. Ne 
peut varier que l'énergie cinétique t/,u (v, — v,) du mouvement 
relatif des billes. Lorsque le choc est parfaitement élastique, les bil- 
les s’aplatissent au moment du choc et une partie de l’énergie ciné- 
tique se transforme en énergie potentielle des déformations élasti- 
ques. À un certain instant la totalité de l'énergie cinétique du mou- 
vement relatif; 1/, u (0, — v,)? se transforme en énergie potentielle 
des billes élastiquement déformées. A cet instant, les billes sont ana- 
logues à des ressorts comprimés qui ont tendance à revenir à l’état 
non déformé. Aussitôt après commence le processus inverse de trans- 
formation de l’énergie des déformations élastiques en énergie cinéti- 
que du mouvement de translation des billes. Lorsque ce processus 
prend fin, les billes partent en tous sens et ne sont plus déformées. 
L'énergie cinétique de translation reprend sa valeur initiale avant 
collision. Pour les corps réels ce processus s'accompagne de l’appari- 
tion de perturbations élastiques se propageant dans les billes à la 
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vitesse du son, de l'émission d’ondes sonores, de frottements internes 
et de déformations résiduelles. Après collision, une partie de l’éner- 
gie se perd sous forme de perturbations élastiques, de mouvements 
intérieurs et d'ondes sonores émises dans le milieu ambiant. Cette 
partie de l'énergie se convertit en fin de compte en énergie thermi- 
que (interne) et peut être très petite ; dans le cas limite de billes par- 
faitement élastiques, elle est "nulle. 
3. Les vitesses v, et v, des billes après le choc se déduisent aisé- 
ment des lois de conservation de l'énergie et de l'impulsion: 
MU, + MU, = MaVi + Malo, 
- mavs + + mav =+ mu? + Emi. (er) 
L'une de ces équations étant linéaire et l’autre du second degré, 
le système (28.1) doit avoir deux solutions pour v, et v,. L'une des 
solutions est évidente v, — v, et v, = v,. Mais cette solution ne satis- 
fait pas aux conditions du problème puisqu'elle implique que le choc 
ve s’est pas produit, les vitesses des billes étant inchangées.L'exis- 
tence d’une telle solution est inévitable. On peut en effet écrire 
les lois de conservation de l'énergie et de l'impulsion pour deux états 
quelconques du système séparés par un intervalle de temps Af. Mais 
les lois de conservation n'impliquent pas par elles-mêmes que la 
collision a eu lieu. L’occurrence du choc doit être spécialement spéci- 
fiée. Si le choc ne s’est pas produit, les vitesses des billes ne peuvent 
devenir différentes et la solution est v, = v, et v, — v,. Pour trouver 
la solution correspondant au cas où le choc a eu lieu, nous devons 
évidemment imposer la condition d’une variation des vitesses des 
billes, i.e. v, € v,, v,  v.. Nous écrirons alors les équations (28.1) 
sous la forme suivante: 


m4 (0, — 03) = Ma (Ge—v,), m (vi? — vi) M (v, —v}). 


Puisque les quantités v, — v, et v; — v, sont différentes de zéro, 
on peut diviser ces équations membre à membre, ce qui donne 


à E À 
Va +0, = Us +v,. 


Le problème se trouve ainsi ramené à la résolution d’un système de 
deux équations linéaires. En les résolvant on trouve l’unique solu- 
tion 
’ Ma Us + Mas , M101 + Move 
Vi = — 2— ILE, pp, — 2 7 115 28. 
de Pme de CAP ie 0) 
vérifiant la condition du problème. 

4. Il est utile de donner ici un autre procédé de résolution de ce 
même problème simplifiant les calculs et mettant mieux en relief 
la structure des formules finales. Etudions d’abord le processus de 
collision dans le référentiel lié au centre de masse, ce qui implique que 
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celui-ci est immobile dans ce référentiel. Par rapport à un référen- 
tiel immobile (référentiel de laboratoire) le centre de masse se meut. 
à la vitesse 
_ Mb Mae 28.3 
Mit: EE 
Nous désignerons les vitesses dans le référentiel du centre de masse 
par les mêmes symboles que ci-dessus, mais affectés de l'indice O. 
Dans ce référentiel, l'impulsion totale est égale à zéro et les lois de 
conservation de l'impulsion et de l'énergie s’écrivent 
MA io + Malag = MV40 + MaU20 = 0, 
1 ‘2 1 2 1 7 2 
FT Mae — 5 Mio TZ Malo 


Ce système a deux solutions que l’on indiquera sans faire de calculs; 
la première solution 


(28.4) 


LA 4 
Vo — Vans  Vog — Veo 


ne répond pas aux conditions du problème. La deuxième solution est 
la seule valable: 


LA PU == ë 
Vo — 7 Vapr  Pag — — Vog- 
Cela montre que dans le référentiel lié au centre de masse le choc don- 


ne simplement lieu à un changement de signe de chacune des vites- 


ses. 
Passons maintenant au référentiel de laboratoire. Il est évident 


que Voyy —= Li — V, vé, = v, — V, etc. Par suite 
Gi —V)= Qu V) (Gi —V)= —(2—V), 
d'où 
vi = —vi+2V, v,=—1+92V. (28.5) 


En substituant les valeurs de V tirées de (28.3) nous trouvons les 


formules (28.2). 
5. Considérons le cas où la deuxième bille est initialement immo- 


bile (2, = 0). On à alors 


9 
‘ M1 — Mae , PALIAT 
D = —————< Vi, D, = —— V1. 
d Mi Me 2 Mit Me 


Si M1 > m9, la première bille continuera à se mouvoir dans le sens 
initial et si m, << m, elle ira en sens inverse. Pour m, — m, la pre- 
mière bille doit s'arrêter et la seconde se mettre en mouvement à 
la vitesse que possédait initialement la première bille. D'une maniè- 
re générale avec m, — m;,, les formules (28.2) donnent 


Là LA 
Uy Us Va Ut 
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i.e. lorsque deux billes parfaitement élastiques et de même masse entrent 
en collision, elles échangent leurs vitesses. 

Considérons une rangée de billes parfaitement élastiques, de mé- 
me masse, en contact tes unes avec les autres, dont les centres sont 
disposés sur une même droite (fig. 49). Pour les démonstrations en 
salle de cours; les billes sont suspendues à des fils et non alignées sur 


Fig. 49 


£ 


une table afin d'éviter qu'elles entrent en rotation par suite du frot- 
tement entre les billes et la surface de la table, Imposons une dévia- 
tion par rapport à la verticale à la bille 7, puis lâchons-la.La bille 
1 entre en collision avec la bille 2 à la vitesse v ets'arrêteen ransmet- 


Fig. 50 


tant sa vitesse à la bille 2. La bille 2 se comportera de la même fa- 
<on et s'arrêtera après son choc avec la bille 3, cette dernière acqué- 
rant.la vitesse v. Ce processus se propage ainsi de gauche à droite; 
finalement la dernière bille de la rangée sera rejetée à droite à la vi- 
tesse v, toutes les autres restant immobiles. | 

Imposons maintenant une déviation à deux billes à la fois, puis 
lâchons-les. En passant par leurs positions initiales, elles auront mê- 
me vitesse v et, à cette vitesse, elles heurteront la bille avoisinante 
(fig. 50). L'expérience montre que dans ce cas ce sont les deux der- 
nières billes de la rangée qui seront mises en mouvement à la vitesse 
v, toutes les autres restant au repos. Cet effet s’interprète de la ma- 
nière suivante. La bille 2 heurte la bille 3; la bille 2 s'arrête et la 
bille 8 est lancée à la vitesse v. Mais aussitôt après la bille 2 est heur- 
tée par la bille Z et acquiert à nouveau la vitesse v. Par suite la bille 
1 s’immobilise, tandis que les billes 2 et 3 se meuvent ensemble à 
la vitesse v. En reprenant le même raisonnement, nous constaterons 
que c’est la bille 2 qui s’immobilisera ensuite tandis que les billes 
3 et 4 seront mises en mouvement, et ainsi de suite jusqu’à ce que 
les deux dernières billes soient mises en mouvement à la vitesse v, 
toutes Les autres billes étant immobilisées. Au lieu de mettre en mou- 
vement deux billes à la vitesse v, on peut en prendre #4, 4, etc. 
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Après le choc, on verra qu’un nombre égal de billes situées à la fin 
de la rangée seront mises en mouvement, toutes les autres restant 
immobiles. 


6. Etudions maintenant un choc décentré entre deux billes élastiques. Le 
choc est décentré lorsque, à l’instant du choc, les directions des vitesses initiales 
ne coïncident pas avec la ligne des centres des billes. Décomposons à l'instant 
du choc la vitesse initiale de chacune des billes en ses composantes normale 
et tangentielle v, (l'une des composantes est dirigée suivant la ligne des centres 


Fig. 51 


et l’autre lui est perpendiculaire, fig. 51). Nous ferons de même avec la vitesse 
que les billes acquerront aussitôt après le choc. Les lois de conservation de 
l'impulsion et de l'énergie s’écrivent dans ce cas sous la forme suivante: 


MaVin E MaVon = MaVin Moon, MaviiE MaVet= Mabit-t Maot, (28 6) 


1 ; 1 : ; 1 4 . 
5 a ii) + 5 me if +0) = 5 ma (in + v2,) + ma (vin + ve). 


Nous n'avons que trois équations pour quatre inconnues v},, Uyys Vons Log Pour 


trouver la quatrième équation qui nous manque nous che que le choc 
ne fait pas apparaître de forces tangentielles. En fait une telle supposition nous 
est imposée par la loi de conservation de l'énergie sous sa forme (28.6). En effet, 
si les vitesses tangentielles des billes entrant en collision.étaient égales (w: = 
= v31), le cas que nous étudions en ce moment se réduirait au problème du choc 
central que nous avons traité ci-dessus. Pour ce faire il suffirait de passer à un 
référentiel où ‘14 — v,4. Nous pouvons donc poser, sans restreindre la géné- 
ralité, que ,, £ v24. Mais si dans cette situation le choc donnait naissance à des 
forces tangentielles de frottement de glissement, la conservation de l’énergie 
mécanique ne pourrait être assurée. Par suite, tout en postulant que le choc est 
parfaitement élastique, nous devons admettre encore que les billes sont par- 
faitement lisses, car ce n’est qu'alors que leur choc ne fera pas apparaître de for- 
ces tangentielles. S’il en est ainsi, il ne se produira aucune variation des vitesses 
tangentielles et nous pourrions ajouter aux équations (28.6) les équations v,, = 
= V4 et vo, = va. Ne subsisteront alors que les équations déterminant les 
vitesses normales qui ne se distinguent des équations (28.1) que par les notations 
utilisées. En définitive nous arrivons à la conclusion suivante. 

Lors du choc de billes lisses et parfaitement élastiques leurs vitesses tangen- 
tielles ne varient pas, tandis que les vitesses normales varient exactement comme dans 
le cas d'un choc central. L'état de rotation des billes ne change pas à la suite de 
leur choc, puisqu'il ne pourrait changer que sous l’influence de forces tangen- 
tielles. Si les billes sont identiques,leur choc donne lieu à un échangede leurs vites- 
ses normales, les vitesses tangentielles restant inchangées. 


7. Examinons le cas particulier où la masse de l’une des billes est 
infiniment grande. Il est clair que la vitesse ne variera pas lors d’un 


2e! CHOC PARFAITEMENT ÉLASTIQUE 159 


choc. Si nous faisons tendre son rayon vers l'infini, on aboutit à la 
limite au problème du choc d’une bille lisse et élastique contre une 
paroi plane et lisse. Rattachons le référentiel à cette paroi plane; 
on peut affirmer que la vitesse tangentielle d'une bille qui entre en 
collision avec cette paroi ne variera pas, tandis que sa vitesse norma: 
le changera de signe. Cela signifie que la paroi réfléchit la bille com- 
me le ferait un miroir : le module de sa vitesse ne varie pas et l’angle 
d’incidence est égal à l’angle de réflexion. 


PROBLÈMES 
£. Soit une bille de masse m., reposant sur une surface horizontale et attachée 
à un ressort dont le coefficient d’élasticité est 4. L'autre extrémité du ressort 
est fixe (fig. 52). Cette bille subit un choc central élastique avec une deuxième 


LUF) 


Fig. 53 


bille de masse m, et de vitesse v, avec m, << m,. Quelle sera la direction du 
mouvement de la deuxième bille après la collision? Calculer l'amplitude 4 
des oscillations de la première bille après le choc. 
Réponse. Après le choc, la deuxième bille se déplacera en sens inverss 
2mav M 
= Mit Me 4 k ° 
2. Soit un système composé de deux billes de masses m et 7 liées l'une 
à l'autre par un ressort impondérable de coefficient d'élasticité k (fig. 53). 
Une troisième bille de masse m se déplaçant à la vitesse v le long de l'axe du 
ressort entre en collision avec la bille de masse m fixée au ressort (fig. 53). En 
admettant que les billes soient absolument indéformables, trouver après le 
choc les valeurs de: 1) l'énergie cinétique À du mouvement de tout le système 
considéré en bloc; 2) l'énergie interne Eint du système ; 3) l'amplitude À des 
oscillations relatives des billes. On supposera qu'avant le choc le système était 
au repos et le ressort non déformé. Quelles billes peuvent être considérées comme 
absolument indéformables ? 
(mv)5 


Réponse. DRE re) 


Mm 
k (M+m) ? 
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3.. Les noyaux de deutérium D et de tritium T réagissent conformément 
à l'équation | 
D +T—54He + n + 17,6 MeV. 


Les produits de cette réaction sont des neutrons n et des particules &, c’est- 
à-dire des noyaux d'hélium #He; la réaction libère une énergie de 17,6 MeV. 
Calculer la part d'énergie qu’emportent le neutron et la particule «&. Les éner- 
gies cinétiques des particules avant réaction étaient négligeables. 

Commentaire. Le deutérium est l’isotope de l'hydrogène de masse 
atomique égale à 2 ; le tritium est l’isotope de l’hydrogène de masse atomique 3; 
4He est l’hélium ordinaire de masse atomique 4. 

Réponse. La particule & emporte 3,5 MeV et Le neutron 14,1 MeV. 

4. Les noyaux de deutérium D peuvent réagir entre eux en donnant un 
proton et un noyau de tritium T. Chaque proton emporte une énergie cinétique 
de 3 MeV. Quelle énergie cinétique emporte le noyau de tritium et quel est le 
rendement énergétique total de la réaction ? Considérer comme négligeables les 
énergies cinétiques des particules avant réaction. ‘  : 

éponse. L'énergie qu'emporte le noyau de tritium est de 1 MeV. 

Le rendement énergétique total de la réaction est de 4 MeV. 

5. Les noyaux de deutérium peuvent aussi réagir selon l'équation 


D + D + îHe + n + 3,25 MeV. 


Calculer l'énergie emportée par le neutron et l'énergie emportée par le noyau 
d’hélium $He de masse atomique 3. Considérer comme négligeables les énergies 
cinétiques des particules avant réaction. 

Réponse. L'énergie du neutron est de 2,44 MeV et celle du noyau $He 
est de 0,81 MeV. 

6. Les protons qui apparaissent dans la réaction 


8He + D + ‘He + p 


ont une énergie de 14,6 MeV. Quelle est l’énergie du noyau d'hélium-£ (#He) 
et quel est le rendement énergétique total de la réaction ? Considérer comme 
négligeables les énergies cinétiques des particules avant réaction. 

Réponse. Le noyau de ‘He emporte une énergie de 3,7 MeV et le rende- 
ment énergétique total de la réaction est de 18,3 MeV. 

7. Une particule mobile entre en collision élastique avec une particule 
immobile de même masse. Démontrer qu'après un choc non central les particu- 
les se meuvent dans des directions rectangulaires. Quel sera leur mouvement 
dans le cas d’un choc central? Ke s 

Solution. Soient » la vitesse de la première particule avant choc et », 
et va les vitesses de la première et de la seconde particule après choc. L'appli- 
cation des lois de conservation de l'impulsion et de l'énergie conduit aux relations 


D=b+u, vœu, 


Elevons la première égalité au carré et soustrayons du résultat obtenu la deuxiè- 
me égalité ; nous obtenons (wv,) = 0. Si aucun des vecteurs #, et », n’est nul, 
ce qui est le cas d’un choc non central, l'angle formé par ces vecteurs sera égal 
à 90°. Pour un choc central v, = 0, v, — v, ce qui signifie que les particules 
échangent leurs vitesses. 

8. Dans une expérience de bombardement de l’hélium par des particules & 
d'énergie 1 MeV, on a constaté que la particule incidente était détléchie d'un 
angle de 60° par rppore à sa direction initiale. En supposant que les chocs 
PS calculer l'énergie des particules défléchies et celle du noyau de 
récul. ‘ | 

Réponse. 1/4 MeV et 3/4 Mev. 

9. Calculer la part d'énergie que perd une particule de masse ”, lors de 
sa collision avec une particule immobile de masse m,, en supposant qu'après 
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la collision l« particule incidente se meut dans La même direction qu'avant le 
choc (pour mi > m,) ou. dans la direction opposée (pour m, << m,). Montrer 
que la part d'éncrgié perdue est la:même quelle que soit la particule mobile. 
Pour quelle valeur du rapport des masses m,/m, la perte d'énergie est maximale ? 
En se fondant sur les résultats obtenus expliquer pourquoi pour ralentir. des 
neutrons dans les réacteurs nucléaires leur diffusion se fait par des noyaux d’ato- 
mes légers (deutérium, carbone} et non d’atomes lourds. “ | 
Réponse. =—4 "17%? __, La perte d'énergie est maximale pour 
PORTE ES GRrpmas CE pes Lee 
Mu = Mage … : 

10. Calculer la part d'énergie « que perd un proton lors de -sa-diffusion 
élastique sous un angle de 180° par le proton, le deutéron, le noyau d’hélium 
et le noyau de carbone. à 

| A 


TT A où À est le poids atomique de la particule 
entrant en collision avec le proton: 


Réponse. a— 


1 | 0,89 | 0,64 LE 


11. Calculer l'angle de diffusion maximal 8 d'une particule «& et d’un deuté- 
ron par l'hydrogène. 

Solution. Soient m, la masse de la particule diffusée (particule « ou 
deutéron), v-sa vitessè avant diffusion, m, la masse de la particule diffusante 
{atome d'hydrogène), vw, et v, les vitesses des 

articulés après diffusion: (fig. 54). Appliquons 
les lois de conservation de l'impulsion. et de 
l'énergie : er 
mb = MAv, COS + move COS f, 
Mav Sin @ = mov, Sin f, 


Mav= mir? + movi. . 
En excluant l'angle $ et la vitesse v,, on obtient 
une équation du second degré en w 0 


(na + mo) 0? — 2mavv, cos & (ms — me) v2=— 0. 


Pour que léé racines sbient réelles, il ‘faut que 
sin & < Ma/m. L'angle « maximal satisfaisant 
à cette condition sera l’angle 8 que l’on cherche 
à calculer. Ainsi sin 8 —m,/m,. On en ‘tire : 
pour la particule & 8 — 1420" et pour le deu- Fig. 54 
téron Ÿ — 30°. % La NS pt 

12. Une particule « allant à la vitesse v, entre en collision élastique avec 
un noyau immobile et poursuit son chemin ‘sous un angle de 90° par rapport 
à sa direction initiale. Quel doit être le rapport de la masse m d’une particule & 
à la masse M du noyau pour que ce changement de direction soit possible ? 
Calculer la vitesse v de la particule « et la vitesse V du noyau après choc. Cal- 
culer aussi l’angle 8 entre la direction de la vitesse du noyau projeté et la direc- 


tion initiale de la particule « incidente. 
11—01433 
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Réponse. La masse de la particule & doit être plus petite que la masse 


du noyau! m< M; nu PT; VV tg 8 — 


A M—m 
=} Mn: | 

13. Une particule de masse » allant dans une direction horizontale à la 
vitesse V entre en collision avec un atome immobile non excité de masse HW, 
rebondit alors en arrière et se déplace à la vitesse 1/2; l'atome, lui, s'excite et 
passe dans un état de plus grande énergie interne. Calculer la vitesse v de l'atome 
après choc et l'énergie Æ dépensée pour son excitation. Pour quels atomes non 
excités ce processus est-il irréalisable ? 

Ré SOU, NME ere st 

éponse, = = ( 7) e processus es 
irréalisable si M << 3m. 

14. Des noyaux de deutérium et de tritium volent à l’encontre les uns des 
autres de telle sorte que le centre de masse de ces particules reste immobile. 
L'énergie cinétique totale des particules des deux sortes est Æ — 15 keV. Jus- 
qu’à quelle valeur ££ de l'énergie doit-on accélérer le noyau de deutérium pour 
que, le noyau de tritium étant immobile, le rendement de la réaction soit le 
même ? Quelle devrait être l'énergie ET du tritium pour arriver au même résul- 


tat? 

Les réactions dont il est question ici et dans le problème suivant sont les 
principales réactions que l’on se propose de mettre en œuvre pour réaliser une 
réaction de synthèse thermonucléaire contrôlée servant à des fins pacifiques. 


Réponse. Ég DE RT 06 keV, 
| my 3 


à Er "Dtmr pe 5 p_975 keV. 
MD 2 


145. Un noyau de deutérium entre en collision avec un noyau de tritium et 
reagit avec lui. Pour réaliser cette réaction on ‘estime qu'il serait avantageux 
d'accélérer une seule particule pour lui conférer une énergie £ = 20 keV en 
laissarit l’autre immobile. Faut-il accélérer la particule légère ou la particule 
lourde ? On supposera que le choc des particules est central. 

Réponse. Si on accélère le deutérium, l’énergie liée au mouvement du 


centre de masse 
EI( + mr/mp) = 8 keV 
‘ne pourra déterminer la réaction. Pour le tritium cette énergie est 
El(1 + mp/mr) = 12 keV. 
Il est donc préférable d'accélérer le deutérium puisque le gain d'énergie est 
alors égal à ; 
JE "D, Ron Pin D LON: 
MT+MD 5 : 
16. La première réaction nucléaire artificielle 
UN .+ 4He = 10 + p 


fut observée par Rutherford en 1919. Elle évolue en absorbant une énergie £ — 
— 1,13 MeV. Quelle est l'énergie minimale £, que l'on doit communiquer à la 
particule & (noyau de l'âtome hélium) dans un référentiel lié au laboratoire pour 
qu’en bombardant une cible de 14N immobile on obtienne la réaction de Ruther- 


ford ? 
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Solution. Désignons par p, l'impulsion de la particule a avant choc. 
Cette impulsion ne change pas à la suite du choc. A cette-impulsion correspond 
l'énergie cinétique du mouvement du centre. de masse 


Ho Eoie tte — 
SE 2(mHe MN) mMHe+tmn ? 


qui ne change pas elle non plus et ne prend donc aucune part aux transmutations 
nucléaires. 


L'énergie cherchée se laïsse déterminer à l’aide de la condition suivante: 


; m 
E=E+Kçom=E+ nn Es 


te 
Eÿ= TN p.145 MeV. 
e eV. 


17. On appelle énergie de seuil E, ou seuil d'une réaction nucléaire une 
valeur de l'énergie de là particule incidonte Æ > Æ, rendant possible sa réaction 
nucléaire avec une cible immobile; pour Æ < E, la réaction ne se réalise pas. 
L'énergic de seuil de la réaction nucléaire Li + p + 7Be + n (le lithium est 
immobile) est £; — 1,88 MeV. Pour quelles valeurs de l'énergie Æ) des protons 
incidents les neutrons produits peuvent-ils être projetés dans le sens opposé au 
sens des neutrons incidents ? . | - : ve 

Solution. La valeur minimale de l'énergie du proton EL correspond 
à une collision centrale telle que toutes les particules se meuvent avant et après 
collision le long «i'une même droite. On nc considérera donc que des chocs cen- 
traux. Supposons d'abord que l'énergie du proton incident est juste égale à 
l'énergie de seuil £', de la réaction. Le noyau de Be et le neutron qui sont produits 
dans la réaction doivent alors être au repos dans le référentiel du centre de massé 
et se propager en avant à la même vitesse dans le référentiel de laboratoire: 
Effectuant ce mouvement, ces particules emportent une énergie cinétique 


Es= P3/2 (mBe+ min), 
où P, est l'impulsion du proton correspondant à l'énergie de seuil 
Es= P?/(2mp). 
La différence de ces énergies 
MBc + nm ee 
ET A nee (28.7) 


‘MBeT Mn 


est consommée dans la réaction nucléaire. . 

Calculons l'énergie £, du proton incident pour laquelle les neutrons pro- 
duits sont immobiles et les noyaux de béryllium se propagent en avant. Si P,, 
est l'impulsion du proton avant réaction, alors | : 


Ep=P/(2mp), 


et l'énergie" cinétique du noyau de béryllium produit est Epe — P?/(2mpe)- 
La différence de ces énergies Fe 


“ 1 MBe— Mp 
== =1 LE Pr D Es Ô 
Ep Ege= al (— em (28.8) 


its 
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est, consommée dans la réaction; elle est donc faale:à la quantité (28.7). En 
égalant (28.7) et (28.8) nous trouvons 


mpBe (nBe + Mn— My) 


Éb= Mhe— m£ Es, 
ou en négligeant la différence entre les masses du proton et du neutron 
m? 
je pe pe 40 MeV. 


mie—mS 48 


Pour de grandes énergies on verra apparaître des neutrons qui se propagent en 
sens inverse des particules incidentes. 


$ 29. Les forces et l’énergie potentielle 


1. On peut décrire l'interaction mutuelle des corps soit en termes de 

forces, soit en termes d'énergie potentielle donnée en fonction des coor- 
données des particules interagissantes. En mécanique macroscopique 
on utilise les deux procédés de description. Le premier procédé a un 
plus large domaine d'application car il s’applique aussi à des forces 
pour lesquelles on ne peut définir une énergie potentielle (forces de 
frottement par exemple). Le deuxième procédé ne s'applique qu'à 
des forces Conservatives. Mais comme en mécanique quantique, qui 
nê.s"occupe que des phénomènes du microcosme, on ne connaît pas 
de forces dissipatives, on n'y utilise que le deuxième procédé pour 
décrire les interactions des particules. Dans lés équations de mouve- 
ment de la mécanique quantique les forces ne figurent pas; on n'y 
trouve que l'énergie potentielle des particules en interaction. Dans 
<e paragraphe cette question n’est traitée que dans le cadre de la 
mécanique macroscopique: 
2, Connaissant les forces agissantes en fonction des coordonnées 
des points matériels du système, nous pouvons calculer son énergie 
potentielle. Ce problème se résout par la méthode d'intégration dont 
quelques exemples simples ont été donnés au $ 25. On peut poser 
aussi le problème inverse : calculer les forces appliquées connaissant 
l'énergie potentielle en fonction des coordonnées des particules en 
interaction. Ce problème fait appel à un procédé mathématique plus 
simple qui est la dérivation. Considérons pour commencer un point 
matériel placé dans le champ de force de corps immobiles: quelcon- 
ques. ‘Si les forces sont conservatives, nous pouvons introduire l’é- 
nergie potentielle U que possède le point matériel dans le champ de 
force. La valeur de Ü sera fonctionidu rayon vecteur r ou des coordon- 
nées x, y, z de ce point matériel. Supposons que ce point a subi un 
déplacement infiniment petit dr. Si F est la force appliquée au point 
matériel, le travail produit par cette force lors du déplacement est 
égal à la diminution de l'énergie potentielle: 


Fdr = -dU. (29.1) 
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Comme cette égalité est vérifiée quel que soit le déplacemént- dr, 
elle définit complètement la force F en module, en direction et en 
sens si la fonction U(r) est connue. En effet, pous ccouver le vecteur 
F, il suffit de déterminer ses projections F,, F,. F, sur les axes d’un 
système de coordonnées rectangulaires. En termes de ces projections 
l'équation (29.1) s’écrit | 

Fdx + Fdy + Fdz = —duU. (29.2) 


Supposons que le déplacement se produit le long de l'un des axes, 
l'axe des X par exemple. On aura alors 

F,dx = —— AU], 2 
et 


Les indices y, z indiquent que lors du déplacement du point et donc 
à la dérivation, les coordonnées y et z doivent rester constantes. Cela 
signifie que U(x, y, z) doit être considérée à la dérivation comme fonc- 
tion de la seule variable x; les variables y et z sont alors des para- 
mètres restant constants lors de la dérivation par rapport à x. Les 
quantités qui résultent d’une telle dérivation sont appelées dérivées 
partielles della fonction U. On les désigne par le symbole à à La dif- 
férence du symbole d utilisé pour la dérivation des fonctions d'une 
seule variable indépendante. Les mêmes considérations valent pour 
le calcul des projections de la force sur les deux autres axes Y et Z. 
Ainsi : 
oU CI CLE 

EE PTE re Hs (29.3) 
Si la fonction U(x, y, z) est connue, la idétermination des composan- 
tes F,, F,,F, se réduit au calcul de ses dérivées partielles par rapport 
aux coordonnées. Il est bien évident que les formules (29.3) ne sont 
valables que pour les forces conservatives. | 


Donnons un exemple. En mesurant l'énergie potentielle d’un ressort à 
boudin sous tension, on a trouvé qu'elle était donnée par la formule U = 
= 1/, kx? où x est l'allongement et £ le coefficient d'élasticité du ressort. Diri- 
geons l’axe X le long de l’axe du ressort ; fixons l’une des extrémités du ressort 
et tenons l’autre extrémité dans la main. U ne sera alors fonction que de la seule 
coardonnée z. Le ressort tendu applique à la main une force 


CI84 oU d 1 
EE — = ———— — 2 = — : 
À F7 dx dx (5 Fe ) Fa 


Le signe moins indique que la force F est appliquée dans le sens opposé au dépla- 
cement; c’est donc une force d'attraction. 


3. On peut réunir les trois formules (29.3) en une seule formule 
vectorielle. Multiplions pour cela ces formules par les vecteurs uni- 
taires À, 7, k des axes de coordonnées et additionnons les résultats. 


« 
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Nous. obtiendrons alors 


F = — grad U, (29.4) 
où le symbole grad U représenté la somme 
grad U= it its TR. (29.5) 


Conformément à (29.4) cette somme est un vecteur. Le vecteur dé- 
fini par. (29. 5) porte le nom de gradient du scalaire U. A côté de la 
notation grad U on utilise aussi le 
symbole VU. Le symbole V (nabla) 
représente un vecteur symbolique 
appelé PRET de Hamilton (1805- 
1865) 


vit it (296) 


Ainsi VE. peut être da 
considéré comme le produit du.vec 
| teur symbolique V par le scalaire 
Fig. 55- U, Îl:est bien évident qu'on peut 
parler du gradient de n'importe 
quelle fonction scalaire des coordonnées. La notion de gradient trouve 
de nombreuses. ‘applications en physique et en mathématiques. 
“Pour mieux saisir la signification géométrique du gradient, il 
est utile d'introduire les surfaces de niveau qui sont des surfaces sur 
lesquelles le scalaire U est constant. Soit S une de ces surfaces pas- 
sant par le point 7 de l’espace pour lequel on cherche à déterminer 
la valeur du grad U (fig. 59). Plaçons l'origine des coordonnées en ce 
point et orientons l’axe X suivant la normale à la surface de niveau 
U = const, le vecteur unitaire à pointant dans le sens des U crois- 
sants. Les axes Ÿ et Z se trouveront alors dans le plan tangent à 
la surface de niveau U — const. Il est clair que pour ce choix des 


axes de coordonnées les dérivées partielles get D seront nulles 


au point considéré, de sorte que dans la formule (29.5) il ne reste 


que le premier terme grad U = Li. Changeons maintenant les 


notations. Désignons par le symbole n le vecteur unitaire de la nor- 
male à la surface de niveau U — const et par le symbole dn la dis- 
tance (mesurée le long de la normale) entre deux surfaces de niveau 


1J et ÜU + dU infiniment proches l’une de l’autre, i.v. la distance 


entre les points J et 2. On aura alors T — ; cette dernière quan- 


tité qui est désignée plus souvent par © porte le nom de dérivée du 


scalaire U dans le sens de la normale à la surface de niveau. La varia- 
tion de la grandeur U est évidemment la plus rapide le long de cette 
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direction que suivant toute autre. Ainsi, avec ces nouvelles notations, 
la formule (29.5) devient 


oU 
gradU=<n. (29.7) 


Elle montre bien que le gradient d’une fonction U est un vecteur orien- 
té le long de la normale à la surface de niveau U —=const dans le sens 
des U croissants, son module ést numériquement égal à la valeur de la 
dérivée de la fonction U suivant la normale à cette même surface. Cette 
définition présente par rapport à la définition (29.5) l'avantage d’êt- 
re invariante, i.e. elle ne renferme que des quantités et des notions 
ayant une signification géométrique directe et ne renferme aucune 
quantité liée au choix arbitraire d’un système de coordonnées. 
Etablissons encore une formule aussi simple qu’importante. Fai- 
sons passer par le point 7 un segment de droite 13 formant un angle 
« avec la normale n (voir fig. 55). Choisissons:le point 3 sut la surfa- 
ce de niveau U + dU et désignons par ds la longueur de ce segment 
de droite. Puisque le point 3 se trouve sur la même surface de niveau 
que, le point 2, les accroissements de la fonction U/ seront les mêmes 
sur les segments 12.et 13. Comme ces segments de droite sont infini- 
ment courts, on peut estimer que les aires élémentaires des surfaces 
de niveau où aboutissent ces PRNR ee sont planes ; de ce fait ds — 
dn : 


cos œ 
CRE Ue 
ds  dn. L 
ou en'd’autres notations 
aU  8U °_ aU 
7 Gn OSU=— r (Rs), 


où s est le vecteur unitaire suivant le segment 13. La quantité À 


s’appelle dérivée de ja fonction U suivant la direction du segment 18. 
En tenant compte de la définition (29. 7) du gradient, on aura 


= (s grad U). (29.8) 
Cette formule est vérifiée quelle que soit la signification concrète 

de la fonction U. Si U représente l'énergie potentielle d’un point 

matériel, compte tenu de (29.4) la formule prend la forme 


oU 


= —(Fs),. 
soit 
pesi00 (29.9) 


ôs 
Il est facile de déduire cette formule directement de (29.1). 
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4:.On généralise aisément les formules (29.3) à un:système arbi- 
traire de points matériels soumis seulement à des ‘forces conservati: 
ves. Dans ce cas l'énergie potentielle U est fonction des coordonnées 
de tôus . points en interaction. À la place de (29.3) on écrira alors 


oo ôÙ aU 
F3 = E— dx? Eiy= an … F3 EE rune res (29.10) 
OÙ Xi. Yi, Zi: désignent les coordonnées du i-ème point matériel du 
système et Fix, Fig, Fi: les composantes de la force qui lui est appli- 
quée. L'indice i peut parcourir toutes les valeurs possibles, de sorte 
que les formules (29.10) sont valables pour tous les points du LS 
me. 

5. En mécanique la loi de conservation de l'énergie est.une consé- 
quence de l'équation de mouvement de Newton. Peut-on déduire 
l'équation de mouvement de Newton de la loi de conservation de l’é- 
nergie ? La réponse à cette question est négative. L’équation expri- 
mant la conservation de l'énergie est une équation scalaire, tandis 
que l’équation de mouvement est une équation vectorielle qui. équi- 
vaut à trois équations analytiques indépendantes. Il n’est donc pas 
étonnant qu'on ne puisse déduire d’une seule équation scalaire trois 
équations analytiques indépendantes. Mais si le mouvement est uni- 
dimensionnel, on peut déduire de la loi de conservation de l'énergie, 
au prix de quelques hypothèses supplémentaires, l’équation de mou- 
vement de Newton. Supposons que le point matériel se déplace le 
long d'une certaine ligne fixe seulement sous l’action de forces con- 
servatives. En vertu de la loi de conservation de l'énergie t/, mu? + 
+ U = const. Pour un tel mouvement on peut admettre que l'éner- 
gie potentielle U ne soit fonction que de'la distance s mesurée le long 
de la trajectoire du point. En dérivant la dernière relation par rap- 
port au temps, nous obtenons 


moU + TES 0, 


ou en remarquant que v = L et Fe = + 
SES =0,. (29.11) 


En éliminant v on obtient l’équation de mouvement de Newton. 

On doit remarquer cependant qu’en mécanique l'équation de 
mouvement de Newton a une valeur plus générale que la loi de conser- 
vation de l’énergie. En effet, le calcul que nous venons de faire n'est 
valable que pour les forces conservatives. D’autre part, pour arriver 
à l'équation de mouvement, nous avons été obligés d'éliminer v de 
l'équation (29.11), ce qui témoigne de la nécessité d'introduire 
l'hypothèse supplémentaire v =£ O0 que la loi de conservation de l’é- 
nergie n'implique nullement. L’équation (29.11) admet deux solu- 
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tions vérifiant également la condition de la conservation de l'énergie. 
Nous avons rejeté l’une de ces solutions v = 0, bien que la loi de 
conservation de l'énergie ne le justifie pas. Mais cette solution v — 
= 0 ne vérifie pas l'équation de Newton à moins que la force F 
s’annule. ; 4 

6. La notion d'énergie potentielle permet d'exprimer la condition: 
de l'équilibre et de la stabilité d’un système mécanique. Considérons 
d'abord un système de points matériels en interactions mutuelles 
qui n’est assujetti à aucune liaison. Posons que toutes les forces acti- 
ves sont conservatives ; on peut alors représenter leurs composantes 
à l'aide des formules (29.10). A l’état d'équilibre toutes les forces et. 
par suite toutes les dérivées premières de l’énergie potentielle U par 
rapport aux coordonnées doivent s'annuler.Il s'ensuit que l’état. d'é- 
quilibre exige que l'énergie potentielle soit stationnaire. Cela signifie 

pu la fonction U doit rester presque constante lorsqu'on écarte le 
Système de son.état d'équilibre et que les coordonnées des pooitns 
matériels prennent des accroissements infiniment petits x, Ôyy, . . . 
«.., 0Z. En termes plus précis, les accroissements de la fonction 
U correspondant aux accroissements infiniment petits des coordon- 
nées sont des infiniment petits. d'ordre supérieur. En particulier 
le. système sera: à l'équilibre si l'énergie potentielle U est minimale ou. 
maximale. 

Si: l'énergie potentielle est minimale, le système sera dans un état 
d'équilibre stable. Soit U, la valeur de l'énergie potentielle à l’équi- 
libre. D'après notre théorème on peut. définir auprès de l'état d’équi- 
Hibre une petite zone où la différence U — U, sera positive. Choisis- 
sons cette zone telle que 0 << U — U, << €, e étant un nombre posi- 
tif aussi petit que l’on veut. Perturbons l'équilibre du système en lui 
communiquant l'énergie cinétique K, << e. Puis abandonnons le 
système à lui-même. Le mouvement libre du système doit satisfaire 
à la loi de conservation de l'énergie K + U = K, + U, ou U — 
— U, = Ko — K. Il s'ensuit que ÜU — U, << e puisque l'énergie 
cinétique K ne peut être négative. On en conclut qu’en l'absence d’ac- 
tions extérieures le système ne peut sortir de l'intervalle 0 << U — 
— U, < & et y effectuera un mouvement fini. Or cela signifie que 
pour le minimum de l'énergie potentielle l'équilibre du système sera 
plus précisément stable vis-à-vis de perturbations infiniment 
aibles. 

Ce qui vient d'être dit reste valable en présence de forces dissipati- 
ves telles que les forces de frottement liquide ou les forces gyrosco- 
piques. En effet, à l’état d'équilibre, lorsque tous les points maté- 
riels sont au repos, ces forces sont nulles et, par suite, la condition 
nécessaire de l'équilibre exigeant que l'énergie potentielle U soit 
stationnaire reste valable. Reste également valable la démonstra- 
tion de la stabilité de l'équilibre pour U minimale.La seule diffé- 
rence réside en ce qu’en présence de forces dissipatives on remplace- 
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ra l’égalité exprimant la loi de conservation de l'énergie par l’iné- 
galité (K + U) — (K, + Us) < 0, soit U — U, << K, — K. Or 
ceci ne fait que renforcer les conclusions que l’on peut en tirer. La 
présence de forces dissipatives rend l'équilibre encore plus stable. Si 
on fait sortir le système de son état d'équilibre et qu’on l’abandonne 
à lui-même, les forces dissipatives le ramèneront à l'équilibre. 

. Pour mieux dégager la raison dé la stabilité de l’équilibre cor- 
respondant au minimum de Ü, considérons un seulpoint matériel 
pouvant effectuer un mouvement unidimensionnel. La courbe repré- 
sentant la variation de la fonction U se présente alors comme un puits 
de potentiel (analogue à celui représenté sur la figure 45). À l'état 
d'équilibre le point matériel « repose au fond du puits de potentiel » 
et aucune force n'agit sur lui. On conçoit aisément que si on déplace 
le point, il apparaît aussitôt une force dirigée vers la position d’équi- 
libre et qui cherche à ramenér le point matériel dans cette position. 
Mais si le point matériel est en équilibre là où l’énergie potentielle est 
maximale (se trouve au « sommet du pic de potentiel » (point W 
sur la fig.44)), son déplacement fait apparaître une force dont le sens 
est tel qu’elle l’écartera encore plus de la position d'équilibre. C'est 
donc un état d'équilibre instable. D'une manière générale l'équilibre 
de tout système mécanique est instable si son énergie potentielle est ma- 
zimale. - 

Ces considérations peuvent être étendues aux systèmes dont la 
liberté de déplacement est limitée par des liaisons imposées. Mais on 
doit exiger que ces liaisons soient idéales, c'est-à-dire telles qu’elles 
n’effectuent aucun travail quels que soient les déplacements du sys- 
tème. Un exemple en est une bille parfaitement lisse enfilée sur une 
tige absolument rigide et parfaitement lisse qui lui impose sa direc- 
tion de déplacement. La.force que la tige applique à la bille est per- 
pendiculaire aux déplacements possibles de la bille et n'effectue au- 
Gun travail. 

En présence de liaisons les conditions d'équilibre d’un point 
matériel deviennent 


HT HR:=0 —Ÿ4R,=0, +R, 0, (29.12) 
où R est la réaction de liaisons, c’est-à-dire la force que les liaisons 
appliquent au point matériel considéré. Pour être brefs nous ‘avons 
développé nos considérations pour un seul point matériel. Dans le 
cas d’un système on aura à considérer un grand nombre d'équations, 
les raisonnements restant les mêmes. Soient ôr, Ôy, ôz les déplace- 
ments possibles du point matériel le long des axes de coordonnées. 
En multipliant les équations (29.12) par ces déplacements, en addi- 
tionnant les résultats obtenus et en remarquant que les réactions des 
oU 


liaisons ne produisent pas de travail, nous obtiendrons ôU = 2= 
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+ À 6y +67 = 0. Telle est la condition nécessaire de l’équi- 


libre. Elle signifie qu'à l'état d'équilibre l'énergie potentielle U est 
stationnaire. Nos raisonnements concernant la stabilité de l'équilibre 
restent encore valables. A titre d'illustration considérons une bille 
pesante placée au fond d’une tasse sphérique (équilibre stable) ou au 
sommet d’une surface convexe (équilibre instable). En présence de 
forces de frottement sec, le caractère stationnaire de l'énergie potentielle 
U n'est plus indispensable. Comme exemple on peut citer l’équilibre 
d'un barreau reposant sur un plan incliné. 


* CHAPITRE V 


LE MOMENT DE LA QUANTITÉ 
DE MOUVEMENT 


$ 30. Moment d’une force et moment cinétique 
par rapport à une origine fixe 


1. D'importantes lois de la mécanique sont liées aux notions du 
moment d'une force et du moment d'une impulsion. Il faut bien se gar- 
der de confondre les moments de ces vecteurs par rapport à un point 
et par rapport à un axe. Le moment d’un vecteur par rapport à un 
point et par rapport à un axe sont deux notions différentes quoique 
corrélées. Le moment d’un vecteur par rapport à un point est lui- 
même un vecteur, tandis que le moment de ce même vecteur par rap- 

port à un axe est la projection sur cet 
M=[r] axe de son moment par rapport à un 
g' point pris sur cet axe. Ainsi le moment 


Lo 4 d'un vecteur par rapport à un axe n’est 
Pine 87 pas un vecteur. Etudions d’abord le 
F moment par rapport à un point. 
A Soit un point quelconque O par rap- 
A port auquel on définit le moment du 
0 " vecteur force et le moment du vecteur 


Fig. 56 impulsion. On appelle ce point origine 

ou pôle. Soit r le rayon vecteur reliant 

ce point à l’origine de la force F (fig. 56). On appelle moment de la 

force F par rapport au point O le produit vectoriel du rayon vecteur 
r par la force F: 


M = (rFl. (30.1) 


Il résulte directement de cette définition que le moment M n'est 
pas modifié se l’on fait glisser l’origine de la force F sur son support. 
En effet, si on déplace l’origine de la force de À en 4’, le parallélo- 
gramme OABC sera remplaté par le parallélogramme 04'B'C ; or, 
comme ils sont construits sur la même base OC et qu'ils ont même 
hauteur, leurs aires sont égales, ce qui démontre notre proposition. 

Dans le cas où F — F, +F,, en vertu de la propriété bien connue 
du produit vectoriel, on doit avoir 


trFl=(rF;}l + (rFl. (80.2) 
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Cela signifie ‘que le moment de la résultante de deux ou plusieurs forces 
par rapport à un point est égal à la somme géométrique des moments 
des composantes par rapport à ce même point. 

On définit de même le moment de l'impulsion p d’un point maté- 
riel (moment cinétique) par rapport au pôle O. C’est le produit vec- 
toriel 

= = [rpl. ne (30.3) 


2. La raison de l’ introduction de ces deux notions tient à ce que 
les moments de l'impulsion et de la force sont liés par une relation 
importante que nous allons déduire des équations de Newton. Sup- 
posons d'abord que l'origine O est fixe. En dérivant (30.3) par rap- 
port au temps, on obtient 


} = (pl + trpl. 


Puisque par hypothèse l’origine © est fixe, la dérivée r est la vi- 
tesse du point matériel qui est liée à son impulsion par la re- 
lation p — mu. De ce fait le premier terme du second membre 
est égal à zéro, étant le produit vectoriel des vecteurs colinéaires 


r = v et p = mv. À l’aide de l'équation de Newton P = F, le 
second terme de la somme peut s' écrire L = (rF], soit 


im. en (30.4) 


C'est la relation que nous nous. proposions ‘d' établir. Elle. _porte 
le nom d'équation des moments :et s’énonce comme suit: la dérivée 
par rapport au temps du moment cinétique d'un point matériel par 
rapport à une origine Jixe est égale au moment de la force active par 
rapport à la même origine. Comme:nous n'avons pas postulé que 
la masse m devait rester constante, l'équation (30.4) reste valable 
en mécanique relativiste, donc pour des vitesses du point matériel 
aussi grandes que l'on veut et que l’admet la, théorie de la relati- 
vité. 

L'équation des. moments (30.4) se laisse Générale. pour..‘un 
système arbitraire de points matériels. Le moment cinétique d’un 
système de points matériels par rapport: à une origine quelconque 
est la somme vectorielle. des moments cinétiques . de-tous les. “points 
matériels du système rapportés à la même origine. De même le 
moment de toutes les ‘forces appliquées à un système de points maté- 
riels est la somme vectorielle des moments de chacune des forces. 
Au lieu de sommer les moments de toutes les forces, il est préfé- 
rable, ayant en vue la relation (30.2), de déterminer d’abord la 
résultante -de toutes les forces et de calculer le moment de cette 
résultante. On peut procéder de même pour calculer l'impulsion 
d'un système de points matériels. On:commencera par sommer les 
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impulsions de tous les points matériels, puis on calculera le mo- 
ment du vecteur résultant par rapport au point considéré. 

En admettant toujours que l’origine est fixe, si nous écrivons 
l'équation des moments de tous les points matériels et si nous en 
faisons ensuite la somme, nous retrouverons la relation (30.4) qui 
cette fois concernera notre système de points matériels. Il est. bien 
évident que M représentera alors le moment de toutes les forces 
extérieures et intérieures. En ce qui concerne les forces intérieures, 
on n’en tiendra pas compte puisque leur moment total par rapport 
à une origine quelconque est toujours nul, et cela pour Ja raison 
suivante. Les forces intérieures à un système sont toujours oppo- 
sées deux à deux: à une force F;4, avec laquelle le point k agit sur 
le point ?, correspond la force F3; égale et opposée avec laquelle 
le point à agit sur le point k, ces deux forces étant portées par la 
même droite. Comme on peut faire glisser sur ce support les origi- 
nes des deux forces pour les faire coïncider, elles se compensent alors 
exactement et leur moment total est donc nul. 

La mise en œuvre de la troisième loi de Newton permet d'ex- 
clure les forces intérieures de l’é équation (30. 4) et on obtient ainsi 
un résultat plus concret: 


e 


LM, (80.5) 


i.e. la dérivée par rapport au temps du moment cinétique d'un systè- 
me de points matériels par rapport à une origine fire arbitraire est 
égale à la somme géométrique des moments de toutes les forces extérieu- 
res par rapport à la même origine. 

3. Si le moment des forces extérieures par rapport à une origine 
fixe O est nul, le moment cinétique du système par rapport à la même 
origine est invariable dans le temps. Gette proposition est la loi de 
conservation du moment cinétique. Dans le cas particulier d’un 
système isolé de points matériels, son moment cinétique se conser- 
ve. 

Notons le cas important des forces centrales où toutes les forces 
appliquées aux points matériels du système passent par un même 
point fixe O. Comme le moment de ces forces par rapport au point 
O est égal à zéro, le moment cinétique du système par rapport à 
ce même point doit rester invariable dans le temps; il y a conserva- 
tion du moment cinétique même si les forces dépendent des vitesses. 

La loi de conservation du moment cinétique est avec les lois de 
conservation de l'énergie et de l’impulsion l’une des plus impor- 
tantes lois fondamentales de la physique. En physique atomique la 
notion de moment cinétique doit être généralisée. En effet, en mé- 
canique classique, le moment cinétique est déterminé en fonction 
des coordonnées et des vitesses des particules ; or, selon le principe 
d’indétermination de Heisenberg, ces quantités ne peuvent avoir 
simultanément des valeurs bien déterminées pour un seul et même 
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état. D'autre part, non seulement les particules mais aussi bien 
les champs de forces (le champ électromagnétique par exemple) 
possèdent des moments cinétiques. Enfin les concepts et les lois 
de la mécanique classique ne sont pas toujours applicables aux 
processus se produisant dans les atomes, les noyaux atomiques et 
les particules élémentaires. Dans l’étude de ces processus il] n’est. 
pas toujours possible d'utiliser les notions classiques, notamment 
celle de moment cinétique, dans l'acceptation de la définition que 
nous en avons donnée.Nous nous contenterons de remarquer ici 
qu'en physique la notion de moment cinétique est généralisée 
mais il est prématuré d’en indiquer les modalités. Tous ceux qui 
s’initient à la physique doivent bien noter qu’en physique on géné- 
æalise la notion de moment cinétique de la mécanique et on postu- 
Île la Joi de sa conservation dans tous les processus physiques. Læ 
‘loi généralisée de la conservation du moment cinétique n'est donc plus 
un théorème de la mécanique et doit être considérée comme un principe 
indépendant de la Physique généralisant les données expérimentales. 

. Dans l’exposé de la mécanique on aurait pu faire figurer la loi 
de la conservation du moment cinétique de deux points maté- 
riels au nombre des postulats fondamentaux, comme nous l’avons 
fait pour la loi de la conservation de l'impulsion d’un système 
de deux points matériels. On aurait dû exclure alors la troisième 
loi de Newton du nombre des postulats fondamentaux de la méca- 
nique. Nous avons montré au $ 12 que cette loi ne découle que par- 
‘tiellement de la loi de conservation de l’impulsion. Mais si on adjoint. 
à la loi de conservation de l'impulsion la loi de conservation du 
moment cinétique. la loi de Newton devient une simple conséquence 
de ces deux lois. Considérons un système fermé de deux points ma- 
tériels échangeant les forces F, et F,. On déduit de la loi de conser- 
vation de l’impulsion F, <— — F,, ét de la loi de conservation du 
moment cinétique 


[ripil + [ropol = const. 


En dérivant cette équation par rapport au temps, nous obtenons 


api) + lropal = 0, 
soit 
Fr,F,) + PF.) = 0. 
Comme F, = —F,, on a 
[ri — re) F1 = 0. 
Il s’ensuit que les vecteurs r, — r, et F; sont colinéaires, de même 
que le sont les. vecteurs r, — r, et F,. Or cela signifie que les forces 


F, et F, sont portées par la droité joignant les points matériels en 
interaction. 
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4. Le moment des forces et le: moment cinétique dépendent. non 
seulement dù module, de la direction et du sens des vecteurs force 
et impulsion, mais encore de la position de l’origine par rapport à 
laquelle on définit les moments. En général ces moments changent 
si on adopte une nouvelle origine. Soient O et O0’ deux origines 
fixes. Les rayons vecteurs r et r’ reliant à ces origines un seul et 
même point satisfont à la relation 


r=r —R, 


où R — 0’ O est le rayon vecteur de l’origine © par rapport à l'ori- 
gine O'. En écrivant les expressions des moments cinétiques ‘de 
chaque point matériel du système et en sommant ces expressions sur 
tous les points. matériels on obtient 


DS trmol = Xr'mol — IR Ymol, 
soit # 


L = L'— {Rp} (30.6) 


où p est l’ impulsion totale du système, L et L’ sont respectivement 
les moments cinétiques par. rapport aux origines O et O'. Si l’im- 
pulsion p est nulle, on a L — L'et le.vecteur moment cinétique du 
Système ne dépend pas de l'origine. 

-On aura de même : 


.M = M'—IRFI, . (80.7) 


M et M' étant les moments des forces” appliquées au système par 
rapport aux,origines © et Q’ et F.la somme géométrique de ces for- 
ces. Si la résultante F de toutes les forces est nulle, on a M — M. 
C'est. ce qui-se produit, par exeinple,. pour un couple de forces, c'est- 
à-dire pour deux forces égales et opposées portées par des droites 
parallèles. C’est pour cela qu’on peut indiquer le moment d’un 
couple sans référence à aucun point particulier. 


$ 31. Relation entre le moment cinétique d’un point matériel 
et sa vitesse aréolaire. Le théorème des aires 


1. Lorsque le système ne comporte qu’un seul point, le moment 
cinétique à une signification géométrique simple. Posons qu’à 
un instant # la position du point matériel est donnée par le rayon 
vecteur r (fig. 57). Dans. le temps dt le rayon vecteur acquiert un 
accroissement vdt et décrit l’aire du triängle infiniment petit hachu- 
ré sur la figure 57. L’aire de ce traingle peut être; représentée par le 
vecteur 


ds + [ro] dt, 
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dont le module est égal à l’aire du triangle et dont la direction est 
perpendiculaire à son plan. La dérivée 

$= = ro (31.1) 
définit l'aire décrite par le rayon vecteur dans l'unité de temps. 
On l’appelle vitesse aréolaire du mouvement. Comme par défini- 
tion L = m (rvl, 


L=—92m$. (31.2) 


Pour les mouvements non relativistes, la masse m étant constan- 
te, le moment cinétique L est proportionnel à la vitesse aréolaire 
S. 

2. Si la force agissant sur un point matériel est centrale et passe 
par le pôle O, le vecteur L sera constant dans le temps. Si le mouve- 


meut est non relativiste, la vitesse aréolaire S sera elle aussi constan- 
te et la loi de la conservation du moment cinétique se transforme en 
loi des aires: 


e 


S —const. (31.3) 


Deux conséquences découlent de cette équation. La première 
est que le plan dans lequel sont contenus les vecteurs r et v est per- 


pendiculaire à la direction du vecteur $. Comme cette direction 
est fixe, le plan défini est lui aussi fixe. Cela signifie que dans le 
champ de forces centrales la trajectoire du point matériel est une cour- 


be plane. Comme le module du vecteur S est constant, il en découle 
une deuxième conséquence: dans des temps égaux, le rayon vecteur 
d'un point matériel décrit des aires égales. Cette proposition est dite 
loi des aires. Nous estimons qu’il est utile d'étendre la portée de 
cette loi en caractérisant la surface décrite non seulement par son 
aire mais encore par son orientation dans l’espace. 

L’inverse est également vrai. Si la trajectoire d'un point maté- 
riel est une courbe plane et si le rayon vecteur passant par le pôle fire 
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O décrit dans des temps égaux des aires égales, la direction de la force 
appliquée passe constamment par le pôle O. En effet, puisque la pro- 
position du théorème est équivalente à l'affirmation que la vitesse 


aréolaire S est un vecteur constant, le moment cinétique L sera lui 


aussi constant. Par suite, d’après (30.4) L — M=[rF] = 0. 
Il s'ensuit que le vecteur F est colinéaire au rayon vecteur r et pas- 
se donc constamment par le pôle ©. Ce pôle est donc le centre de’ 
forces d'où émanent les forces d'attraction ou de répulsion appli- 
quées au point matériel. 

3. Le théorème des aires n’est pas seulement valable pour un 
centre de forces immobile. Considérons deux points matériels échan- 
geant entre eux des forces centrales. A l’aide de la notion de masse 
réduite Le problème du mouvement relatif des points se ramène au 
problème du mouvement d'un seul point dans le champ de forces. 
d’un point immobile (cf. $ 20). Le rôle de centre de forces peut 
être assumé par l’un des points, l’autre étant en mouvement par 
rapport au premier. Le rayon vecteur reliant ces points décrira lors 
du mouvement relatif des aires égales dans des temps égaux. 


$ 32. Moment cinétique et moment des forces 
par rapport à un axe fixe 


1. L'équation vectorielle (30. 5) équivaut aux trois équations 


scalaires : 
= ee dL, ext 


=MT ri œ s. (32.1} 


=MÉX, 


qui en découlent par projection sur les axes fixes d’un système de 
coordonnées rectangulaires. L'indice « ext », qui indique qu'on n'a 
pas à tenir compte des forces intérieures, sera omis dans ce qui suit. 
Ainsi M désignera toujours le moment des forces extérieures. Les 
quantités L, et M, s’appelleront respectivement moment cinétique 
et moment des forces par rapport à l'axe X. On définira de même les. 
moments par rapport aux axes Ÿ et Z. . 
D'une manière générale, on appelle moment . cinétique (Lz) et. 
moment des forces (M) par rapport à un axe X quelconque les projec-. 
tions sur cet axe des vecteurs L et M, en supposant que le point. 
O'est pris Sur cet axe. 
L'équation 


dt 


=M. (32.9} 


est dîte équation des moments par rapport à l'axe fixe X. Si le mo- 
ment des forces extérieures par rapport à un: axe fixe est nul, le 
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moment cinétique du système parrapport à ce même axe est cons- 
tant. C'est la loi de conservation du moment cinétique par rapport 
à un axe fixe. 

2. Pour mettre en évidence la signification géométrique du 
moment M,, représentons les vecteurs r et F sous la forme 


T=r]) +7 F=F; + Fi 


où r., est la composante du vecteur r, perpendiculaire à l’axe X, 
ry la composante du même vecteur, parallèle à l’axe X: Les vec- 
teurs F, et F} ont unesignification analogue. En utilisant ces 
développements, nous pouvons écrire 


= [rF] = [raFal + {ral il + na} + rl. 


Le dernier terme est égal à zéro, étant le produit vectoriel de deux 
vecteurs parallèles. La somme entre accolades est un vecteur per- 
pendiculaire à l'axe X et dont la projec- 
tion sur cet axe est nulle. Ainsi la com- 
posante du vecteur M, qui est parallèle 
à l'axe X, est égale à 


Mu = lraFil. 


C'est la seule composante qui importe 
dans la détermination du moment M, 
par rapport à l'axe X. De même pour 
trouver la projection Z, il suffit de pro- 
jeter seulement la composante parallèle 
du vecteur L: 


Li = lripil. 


Fig. 58 


Ces résultats se laissent étendre aisément à un système de plu- 
sieurs forces ou à un système de plusieurs points matériels. 

Le moment d'une force par rapport à un axe peut être défini com- 
me le produit de signe convenable de la composante normale de la 
force par la distance minimale entre cet axe et la droite portant la 
force. C’est la définition du moment de la physique élémentaire. 
Comme on peut déplacer le point d'application de la force le long 
de la droite qui la porte, cette définition coïncide avec celle que 
nous avons donnée plus haut. C’est ce qu’illustre la figure 58 où on 
suppose que l’axe passant par le pôle © est perpendiculaire au plan 
de la figure. 

On définit de même le moment cinétique d'un point matériel par 
rapport à un axe Comme le produit de signe convenable de la compo- 
sante de l’impulsion perpendiculaire à cet axe par la distance mini- 
male entre l’axe et la droite portant la force. 


12% 
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$ 33. Equation du moment cinétique d’un corps assujetti 
à une rotation autour d’un axe fixe. 
Moment d'inertie 


4. Appliquons l'équation des moments par rapport à un axe à 
l'étude du mouvement de rotation. Prenons pour axe fixe des moments 
l'axe de rotation. Si le point matériel parcourt un cercle de rayon r 
(fig. 59), son moment cinétique par rapport à l'axe de rotation 
© est L — mur. Si w est la vitesse angulaire de rotation, v = or 
et L — mr'o. Si autour de l’axe O tourne à la même vitesse angulai- 
re © un système de points matériels, L — Ÿ mr°w, où la somme est 

étendue à tous les points matériels du système. 
Comme © a même valeur pour tous les points 

Ÿ matériels, on peut le sortir de sous le signe 
somme. On écrira alors 


e 
À L = lo, (33.1) 
avec 
I= > mr. (33.2) 
Fig. 59 La quantité 7, qui est égale à la somme des 


produits des masses des points matériels par 
les carrés de leurs distances jusqu’à l'axe de rotation, porte le nom 
de moment d'inertie du système par rapport à cet axe. L’équation 
{83.1} montre que le moment cinétique d'un système par rapport à son 
axe de rotation est égal au produit de son moment d'inertie par rapport 
au même axe par sa vitesse angulaire. 

La formule (33.1) continue à être vérifiée si au mouvement de 
rotation d’un système de points matériels se superpose un mouve- 
ment radial ou un mouvement de translation parallèlement à l'axe de 
rotation. Ce résultat tient à ce que le moment cinétique d’un point 
matériel est proportionnel à sa vitesse v. Si la vitesse v est dirigée 
radialement ou parallèlement à l’axe de rotation, le moment cinéti- 
que par rapport à cet axe est nul. C’est pour cela que ces mouve- 
ments ne modifient pas directement la forme de la corrélation entre 
le moment cinétique par rapport à l’axe de rotation et sa vitesse 
angulaire. Mais ils exercent une influence indirecte qui se traduit 
par ce que le moment d'inertie 7 cesse d’être une constante et varie 
dans le temps conformément aux variations instantanées de la confi- 
guration du système. Dans ce dernier cas l’équation (32.2) devient 


(Ie) =M, (33.3) 
où M est le moment des forces extérieures par rapport à l'axe de 


rotation. C est l'équation fondamentale de la dynamique du mouve- 
ment de rotation autour d'un axe fixe. Elle ressemble à l'équation de 
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Newton du mouvement d'un point matériel. Le moment d'inertie 
T joue le rôle de la masse, la vitesse angulaire « celui de la vitesse, 
le moment de la force 4 le rôle de la force et le moment cinétique 
L celui de l'impulsion. On appelle souvent le moment cinétique ZL 
impulsion rotatoire du système. Usant de ce terme on dira que La 
dérivée de l'impulsion rotatoire d’un système par rapport au temps est 
égale au moment des forces extérieures par rapport à l'axe de rotation. 

Dans le cas où le moment M des forces extérieures par rapport à 
l'axe de rotation est nul, l'impulsion rotatoire Iw se conserve. 

2. Un cas particulier important est celui de la rotation d’un 
système invariable de points matériels ou d’un corps solide autour 
d’un axe fixe. Le moment d'inertie 7 reste alors constant pendant 
la rotation du corps et l'équation (33.3) devient 


d ; 
1 =M. (33.4) 


Le produit du moment d'inertie d'un corps solide par rapport à un axe 
; : 3 PT … do 3 

de rotation fire par l'accélération angulaire 7 est égal au moment 

des forces extérieures par rapport au même axe. 


Pour mieux comprendre l'équation (33.4) nous allons la déduire en par- 
tant directement de l'équation de mouvement du point matériel. Pour un mouve- 
ment de rotation d’un point matériel autour d’un axe fixe cette équation s'écrit 


ne = Fr, où F, est la composante tangentielle de la force appliquée. Comme 


v = or, le produit de l'équation ci-dessus par r donne mr? = = rF,. En faisant 


la somme des équations décrivant le mouvement de chacun des points, nous 
retrouvons l’équation (33.4) où ne figure aucune force intérieure, de sorte que M 
y représente le moment des forces extérieures. Ce procédé d'établissement de 
l'équation (33.4), bien que très simple, ne conduit qu'à une forme particulière 
de l'équation du mouvement de rotation (33.4) et non à sa forme générale (33.3). 


3. On peut déceler d’autres analogies encore entre le mouvement 
d'un point matériel et la rotation d’un corps solide autour d'un axe 
fixe. Lorsqu'un point matériel effectue un mouvement de rotation 
en décrivant une trajectoire circulaire, le travail élémentaire qu’il ef- 
fectue en tournant d'un angle d est égal à dA = F ds — Fr do — 
— M dg. La même équation s'obtient pour la rotation d’un corps 
solide puisqu'on peut l'assimiler à un système de points matériels 
tournant à la même vitesse angulaire ©. Les forces intérieures se 
trouvent exclues car elles ne produisent aucun travail dans les 
corps solides (cf. $ 24). Nous écrirons donc pour un corps solide 


dA = M dy. (33.5) 


À la place d’une force ÿ figure le moment des forces extérieures et 
à la place du déplacement linéaire le déplacement angulaire. 
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L'énergie cinétique d’un corps solide en rotation se présente 
sous la forme suivante: 


rt LN 2. 
K 5 > mu? 5 >, m(wr) ST » mrè, 
soit 


PS 1 2 — LA 
K=- lo TSI :* (33.6) 
Ces expressions ressemblent aux formules correspondantes de l’éner- 
gie cinétique d’un point matériel. Elles s’obtiennent de ces derniè- 
res en réalisant, tout formellement d'ailleurs, les substitutions 


mil, v— oo, p—L. s 


$ 34. Exemples d'application de la loi 
de conservation de l’impulsion rotatoire 


1. On peut réaliser de belles démonstrations de la loi de conser- 
vation du moment cinétique à l’aide du banc de Joukovsky (1847 — 
1921). C’est un tabouret en forme de disque pouvant tourner libre- 
ment sur un roulement à billes autour de son axe vertical. Pendant 
l'expérience l’expérimentateur s’assied ou se met debout sur le ta- 
bouret et peut, le mettre en rotation en prenant appui sur le sol. 
Aussitôt après la poussée les seules forces extérieures pouvant créer 
un moment par rapport à l’axe de rotation sont les forces de frotte- 
ment et la résistance de l'air. Les forces de frottement sont très 
petites grâce à l'emploi de roulements à billes; quant à la résistan- 
ce de l’air on peut la négliger tant que la vitesse de rotation du 
tabouret n’est pas grande. Ainsi le moment cinétique :du système 
constitué par le tabouret et l’expérimentateur par rapport à l’axe de 
rotation ne peut varier dans le temps une fois que le système est 
abandonné à lui-même. 

L’expérimentateur juché sur le tabouret le met donc en rotation 
et tourne avec lui. Pendant la rotation le moment rotatoire du 
système reste constant et ce, quels que soient les mouvements effec- 
tués à l’intérieur du système puisque les forces intérieures ne peuvent 
modifier le moment rotatoire. Si l'expérimentateur écarte les bras 
en croix, il augmente la valeur du moment d'inertie 7 du système 
et la vitesse angulaire de rotation © doit diminuer pour que le 
moment rotatoire Zw reste invariable. Lorsque l’expérimentateur 
croise les bras, les rapproche donc de l'axe de rotation, le moment 
d'inertie ? diminue et la vitesse de rotation augmente aussitôt. 
Pour rendre l'effet plus marqué, l’expérimentateur tient dans ses 
mains deux haltères pesants. Lorsque les haltères sont aussi éloi- 
gnés que possible de l’axe de rotation, le moment d'inertie peut aug- 
menter de plusieurs fois et la vitesse de rotation diminuer d'autant 
de fois (fig. 60). 
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2. Lorsqu'une ballerine effectue une pirouette, elle tourne sur la 
pointe du pied autour d'un axe vertical. Les bras et les jambes sont 
alors aussi rapprochés que possible de l’axe de rotation et la vitesse 
de rotation est alors maximale. Pour ralentir et arrêter sa rotation, 
la ballerine écarte ses bras et sa jambe. Par contre, pour mettre son 
corps en rotation rapide, elle s’imprime une poussée en prenant appui 
sur le sol et crée ainsi-un moment rotatoire à l'instant où le moment 
d'inertie de son corps est le plus grand. Ensuite, par des gestes 


® 


adéquats, elle diminue de plusieurs fois son moment d'inertie et 
augmente d'autant de fois sa vitesse angulaire de rotation. Elle 
contrôle donc sa vitesse de rotation en modifiant le moment d'inertie 
de son corps. En fait elle fait la même chose que l’expérimentateur 
sur son tabouret. Le gymnaste travaillant à la barre fixe utilise le 
même effet. 

3. Un sauteur effectuant un saut périlleux prend appui des deux 
pieds sur le tremplin et communique à son corps une impulsion 
rotatoire. Cette impulsion se conserve sur la trajectoire en l'air. 
Au début le corps du sauteur est redressé et son moment d'inertie 
est grand. À un certain instant, il plie son corps en boule (fig. 61) 
et diminue ainsi de plusieurs fois son moment d’inertie. Sa vitesse 
angulaire augmente d'autant de fois, ce qui lui permet de faire deux 
ou trois tours sur lui-même. À l'instant voulu il redtesse son corps 
et à une vitesse angulaire diminuée il atterrit sur le sol ou plonge 
dans l’eau. En citant. cet exemple, nous avons devancé notre exposé 
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puisque dans ce cas l'axe autour duquel tourne le corps du sauteur 
n’est pas fixe mais se meut dans l’espace. Cependant, lorsque l'axe 
de rotation mobile passe par le centre de masse du sauteur, sa rota- 
tion obéit aux lois de la rotation autour d’un axe fixe (cf. $ 37). 

4. La Terre tournant autour de som propre axe se comporte com- 
we le tabouret de Joukovsky. Tout déplacement des masses à l’inté- 
rieur du globe (précipitations, activité volcanique, orogenèse, etc.) 
donne lieu à une variation du moment d'inertie de la Terre et donc 
de sa vitesse angulaire de rotation. C’est la cause des fluctuations de 
la durée du jour. Les études expérimentales ont mis en évidence des 


Fig. 61 


oscillations périodiques de la durée du jour, avec une période prin- 
cipale d'un an et une amplitude de 0,001 s. La Terre est soumise à 
différentes actions extérieures régulières telles que les forces de frot- 
tement des marées, déterminées par l’attraction gravitationnelle de 
la Lune et du Soleil. Le résultat en est une augmentation du jour 
solaire moyen de 1,640-1073 s par siècle. Nous avons mentionné au 
$ 1 que l’on peut détecter les irrégularités de rotation de la Terre 
à l’aide d’horloges à quartz, atomiques et moléculaires. La marche 
de ces horloges est réglée par les oscillations du réseau cristallin 
du quartz ou par les oscillations intra-atomiques ou intramolécu- 
laires accompagnant l'émission des raies spectrales. Ces différentes 
oscillations sont beaucoup plus stables que la rotation de la Terre 
autour de son axe ou autour du Soleil. C’est pour cette raison que 
l’étalon de temps — la seconde — est actuellement fourni par les 
processus oscillatoires cités et non par la rotation de la Terre autour 
de son axe ou autour du Soleil, comme on le faisait il n'y à pas si 
longtemps (cf. $ 1). 

5. Reprenons nos expériences avec le tabouret de JFoukovsky. 
Lorsque le moment d'inertie d’un corps en rotation diminue, son 
énergie cinétique augmente (à condition que soit nul le moment des 
forces extérieures). Un examen de la formule (33.6) le montre aussi- 
tôt puisque dans ce cas l'impulsion rotatoire du système L = lo 
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ne varie pas. Une variation de l'énergie cinétique du système ne 
peut résulter que du travail de certaines forces. Dans notre exemple 
ce rôle est assumé par les forces intérieures agissant dans le systè- 
me. Filles ne peuvent modifier le moment cinétique du système, 
mais le travail qu’elles effectuent est généralement non nul et dé: 
termine la variation de l'énergie cinétique de rotation du système. 
L’expérimentateur placé sur le tabouret doit développer une certai- 
ne force musculaire pour maintenir les haltères sur leurs trajectoires. 
circulaires. La force qu’il applique aux haltères est la force centripè- 
te F — mow?r, m étant la masse de l'haltère et r sa distance à l’axe de 
rotation. Lorsque l’expérimentateur rapproche l’haltère de l’axe 
de rotation, la force F effectue un travail positif. C'est ce travail 
qui assure l’augmentation de l'énergie cinétique du système. Lors- 
que les haltères s'écartent de l’axe de rotation, le travail produit par 
la force F est négatii et l'énergie cinétique diminue. 


Nous allons confirmer ces considérations par un calcul simple. Pour le 
simplifier encore nous remplacerons l'expérience réelle par un modèle idéal. 
On assimilera les haltères à des points matériels et on posera que les bras de 
l’expérimentateur ont une masse négligeable. Dans ces conditions le moment 
d'inertie du système sera donné par l'expression 7 = 1, + 2mr?, où 7, est le 
moment d’inertie du système sans haltères, et 2mr? le moment d’inertie des 
haltères (le facteur 2 tient compte de ce qu’il y a deux haltères). Supposons que 
le rapprochement et l'écartement des haltères de l'axe de rotation sont infini- 
ment lents. On pourra alors négliger à tout instant l'énergie cinétique de ces 
mouvements radiaux. Tout le travail des forces intérieures sera utilisé à faire 
varier l'énergie cinétique de rotation du système. Calculons le travail À effectué 

ar l'expérimentateur lorsqu'il rapproche les haltères de l'axe de rotation en 
es déplaçant de la distance r, à la distance r, < r,. Nous avons montré au 
$ 24 que dans le calcul du travail n'intervient que le mouvement relatif des 
corps en interaction. Dans notre postes c’est le mouvement des haltères 
par rapport à l’expérimentateur. Il tire chaque haltère à soi avec une force 
mor. Le travail élémentaire qu'il. effectue est positif et égal à —2mur dr 
(dans notre cas dr << 0). Le travail total À est donné par l'intégrale 


Ta Ta Ta 


= — | 2mwr dr= — 9m | Hope 


rdr= —2m | —— rûr. 


IE FE 

"a Le LE 
Comme le moment cinétique L reste invariable pendant le mouvement et 7? — 
æ 1, + 2mr?, on obtient 


Te 


= 9mgs | —rûr LL rs — en ) 
E ) Go+2mrp 2 \ Totem Jo emrt J° 
1 
et finalement 
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APRRE 2 de 


Cette même formule s'applique si on éloigne les haltères de l'axe de rotation. 
Elle montre que l'énergie cinétique de rotation varie aux dépens du travail muscu- 
laire fourni par l'expérimentateur. 
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6. Les explications qui viennent d’être données n’apportent 
cependant pas de réponse à la question de savoir quelles forces déter- 
minent la variation de la vitesse angulaire de rotation du système. 
Si l'haltère n’était soumis qu’à une force centripète, celle-ci, étant 
une force centrale, ne saurait faire varier l’ihpulsion rotatoire de 
l'haltère. Les impulsions rotatoires des haltètes et du tabouret 
avec l’expérimentateur auraient dû se conserver séparément, et 
les haltères et le tabouret de Joukovsky auraient tourné alors à 
es vitesses angulaires différentes. Or il n’en est rien et pendant le 
mouvement radial des haltères les vitesses angulaires s’égalisent. 
‘On peut en conclure que dans ce mouvement les haltères sont soumis 
non seulement à l’action des forces centripètes, mais encore à des forces 
-de pression latérale émanant des mains de l'expérimentateur. Ce sont 
ces forces qui font varier la vitesse angulaire de rotation des halières. 
Les haltères exercent eux aussi une pression latérale sur les mains de 
l'expérimentateur, ce qui entraîne une variation de la vitesse angulaire 
-de rotation du tabouret portant l'expérimentaieur. Ce dernier éprouve 
nettement l’action de ces forces de pression latérale à chaque mou- 
vement radial des haltères surtout s’il est rapide. Les forces supplé- 
smentaires de pression latérale qui sont orthogonales à l’axe de rota- 
‘tion et à la direction de la vitesse relative des haltères n’effectuent 
aucun travail et n’affectent donc d'aucune manière les résultats du 
-calcul du travail 4 présentés plus haut.Mais les forces de pression latérale 
-ont cependant des moments par rapport à l'axe de rotation et détermi- 
-nent ainsi une redistribution du moment cinétique invariable du systè- 
me entre les halières et le tabouret avec l’expérimentateur. Le résultat 
“en est que tous ces corps tournent à la même vitesse angulaire. Une 
-étude quantitative de cette question sera présentée au $ 64. 

7. Le tabouret de Joukovsky permet aussi d'illustrer le caractère 
“vectoriel du moment cinétique. On utilise pour cela une roue de vélo 
à jante alourdie. Lorsque la roue tourne autour de son axe, du fait 
-de sa symétrie axiale son impulsion totale p est nulle. Nous avons 
montré au $ 30 que dans ces conditions le moment cinétique L par 
rapport à un point fixe est indépendant de la position de ce point. 
D'autre part, la projection du vecteur L sur l'axe de rotation de la 
roue est égale à ZQ où Z est le moment d’inertie de la roue et Q 
-sa vitesse angulaire. La projection du vecteur L sur toute direction 
-orthogonale à l'axe de la roue est nulle par raison de symétrie 
axiale. Ii s'ensuit que le vecteur L est dirigé le long de l’axe de la 
“roue et a pour module 7Q. 

L’expérimentateur monte sur le tabouret et on lui passe alors 
‘une roue tournant rapidement autour de l'axe vertical (fig. 62). 
Le moment cinétique total du système dirigé suivant la verticale a 
pour module 7ZQ. Faisons coïncider l'axe vertical du tabouret avec 
l'axe X. Puisque le moment des forces extérieures par rapport à 
l'axe X est égal à zéro, la projection L, du moment cinétique total 
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du système sur cet axe doit se conserver. Au début de l'expérience 
toute l’impulsion rotatoire est concentrée dans la roue. L’expéri- 
mentateur incline ensuite l'axe de la roue d’un angle @& par rapport 
à la verticale; la projection du moment cinétique de la roue sur 
l'axe X devient alors égale à Lioue — JQ cos «&, et diminue donc 
de ZQ (1 — cos a). Cette diminution doit être compensée par 
l'accroissement de la projection correspondante du moment cinéti- 
que du tabouret et de l’expérimentateur d'une quantité ZLtab — 
= 1Q (4 — cos a). L'ensemble tabouret-expérimentateur se met 


Fig. 62 


alors à tourner à une vitesse angulaire « dont la valeur est donnée 
par l'équation 7,0 — 1Q (1 —cos a), où Z, est le moment d'inertie 
du tabouret. Pour & — 90°, ia projection Zroue s’annule, ce qui 
signifie qu’elle a été transmise en totalité à l’ensemble tabouret- 
expérimentateur. Pour & — 180°, la variation de l'impulsion rota- 
toire de la roue est maximale AZrou — 27roue, de sorte que l’en- 
semble tabouret-expérimentateur tourne à la vitesse maximale 


max — : Q. En faisant tourner l'axe de la roue de 180°, l'expéri- 
0 


mentateur le ramène dans sa position initiale, ce qui a pour effet 
d'arrêter la rotation du tabouret. Ce dernier ne revient pas, en 
ar dans sa position initiale, mais fait un certain angle avec 
elle. 

Lorsque l’expérimentateur incline l’axe de la roue, il se trouve 
soumis à d'importantes forces de pression latérale: la roue tend à 
s'échapper de ses mains. Ces forces sont horizontales et orthogonales 
à l'axe de la roue et à l’axe du tabouret. Leur somme géométrique 
est nulle mais leur moment par rapport à l’axe X ne l’est pas. C’est 
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ce moment qui met en rotation le tabouret avec l’expérimentateur. 
Nous préciserons l’origine de ces forces au chapitre VII. 

8. Pour finir nous ferons la remarque suivante. Soit un système 
fermé de plusieurs corps (appelons-le laboratoire) qui, à l'instant 
initial, était au repos dans un référentiel S immobile (c’est un réfé- 
rentiel d'inertie). Est-il possible de déplacer le laboratoire dans l’es- 
pace uniquement à l’aide de mouvements internes qui seraient tels 
que tousles corps du laboratoire ee ne positions initia- 
les? Précisons que par déplacement du laboratoire nous entendons 
une translation sans rotation. Une réponse négative à cette ques- 
tion nous est donnée par le théorème du mouvement du centre de- 
masse. Il en va tout autrement s’il s’agit d’une rotation d'un systè- 
me fermé de plusieurs corps. Dans ce cas les seuls mouvements internes 
suffisent pour faire tourner dans l'espace le laboratoire d'un angle quel- 
conque, les corps dans le laboratoire reprenant leurs positions initiales. 
Supposons, par exemple, que le laboratoire soit constitué par une 
enceinte fermée À à l’intérieur de laquelle se trouve le seul corps. 
B. À un certain instant le corps B se met en rotation autour d’un 


certain axe à la vitesse angulaire +, (par rapport à un référentiel im- 
mobile). L’enceinte À se mettra elle aussi à tourner autour du mèê- 


me axe à la vitesse angulaire 4. En vertu de la loi de conservation 


de l’impulsion rotatoire JF 4pa + Zr@n == 0, puisque, à l'instant. 
initial, l'impulsion rotatoire était nulle (74 et 7, sont respective- 
ment les moments d'inertie de l’enceinte À et du corps B). Si on 
convient de mesurer les angles 4 et @A par rapport aux positions 
initiales des corps À et PB, l'intégration conduit à: Z'apa + les = 
= 0. L'angle dont le corps B aura tourné par rapport à l'enceinte 


A est égal à la différence ® = @3 — pa = (+ 1) ®4. Pour 


p = 2nn (n étant un nombre entier), le corps B reprendra sa posi- 
tion initiale par rapport à l'enceinte À. L’angle de rotation de l’en- 
ceinte pA ne sera pas nul en général. La différence de comportement. 
du laboratoire vis-à-vis d’un mouvement de translation et d’un 
mouvement de rotation est déterminée par les circonstances suivan- 
tes. Dans le casd'un mouvement de translation continu du corps B, 
ce corps ne reprend jamais sa position initiale par rapport au corps À. 
À différentes valeurs de la coordonnée x correspondent différentes 
positions du corps. Par contre, dans le cas d'une rotation continue du 
corps B, la disposition relative des corps À et B se rétablit périodique- 
ment : aux valeurs de l’angle œ différant de 2nn correspond la même 
position relative des corps À et B. Un chat qui tombe en chute 
libre, faisant tourner sa queue et ses pattes, arrive à se placer 
dans une position qui lui permet de retomber sur ses pattes. 
Ces différents processus peuvent être modelés avec le tabouret 
de Joukovsky. L’expérimentateur placé sur le tabouret peut toujours, 
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en effectuant des mouvements coniques avec un seul ou avec les 
deux bras, faire tourner le tabouret de n’importe quel angle. Pour 
renforcer l'effet, il tiendra à la main un objet pesant de grand mo- 
ment d'inertie. 


$ 35. Le théorème de Huygens-Steiner 


Etablissons une corrélation entre les moments d’inertie d un 
corps par rapport à deux axes parallèles. On supposera que ces axes 
sont perpendiculaires au plan de la figure et le coupent aux points 
© et A. Pour alléger l’écriture nous appellerons ces axes axe 4 et 


Fig. 63 


axe ©. Subdivisons en pensée le corps en masses élémentaires dm. 
Désignons par r et r’ les rayons vecteurs reliant l’une de ces masses 
élémentaires aux axes © et À parallèlement au plan de la figure 
(sur la figure 63 on a représenté le cas particulier où la masse élémen- 
taire dm se trouve dans le plan du dessin). On écrira r' =r —a,a 


— 
étant le rayon vecteur O4. On aura donc r’? = r? + a? — 2 (ar), 
et 


[ram = | r'dm + & [dm — 2 (a | r dm). 


L'intégrale de gauche est le moment d'inertie Z, du corps par rap- 
port à l'axe À et la première intégrale à droite est son moment d'i- 
nertie par rapport à l’axe O. On peut mettre la dernière intégrale à 


droite sous la forme | rdm—m Ro, où R4 est le rayon vecteur 


du centre de masse C du corps par rapport à l’axe O (plus précisé- 
ment R«estla composante du rayon vecteur du centre de masse €, 
parallèle au plan de la figure). Ainsi 


La = Lo + ma? — 2m (aRo). (35.1) 


Supposons que l’axe O passe par le centre de masse € du corps. 
Dans ce cas Ro — 0 et la formule (35.1) devient 


TA _ Te + ma, (35.2) 
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Cette importante relation géométrique porte le nom de théorème 
de Huygens-Sieiner (1796-1863) et s’énonce comme suit: Le moment 
d'inertie d'un corps par rapport à un axe est égal à la somme de son 
moment d'inertie par rapport à un axe parallèle au précédent et pas- 
sant par le centre de masse du corps et de la quantité ma?, où a est la 
distance entre les deux axes. 


$ 36. Calcul des moments d’inertie 


1. Le moment d'inertie de tout corps par rapport à un axe quel- 
conque peut être calculé ou mesuré *). Si la répartition de la subs- 
tance est continue dans le corps, le calcul de son moment d'inertie 
se ramène au calcul de l'intégrale 


le | r dm, (36.1) 


où r est la distance d’un élément de masse dm à l’axe de rotation 
L'intégration doit être étendue à toute la masse du corps. Ce n'est 
que pour des cas simples de corps de forme régulière que le calcul 
analytique de ces intégrales est réalisable. Pour des corps de formes 
irrégulières, le calcul peut se faire par des méthodes numériques. 

Dans nombre de cas on peut simplifier le calcul des moments d'i- 
nertie par la mise en œuvre de considérations de similitude et de 
symétrie, du théorème de Huygens-Steiner et de certaines relations 
générales dont il sera question plus loin. 

Considérons deux corps À et B semblables, de même densité, 
disposés de façon similaire par rapport à un axe de rotation. Les 
masses totales et élémentaires de ces corps sont entre elles dans le 
même rapport que les cubes de leurs dimensions linéaires L. Comme 
les masses élémentaires doivent être multipliées par les carrés de 
leurs distances à l’axe de rotation, les moments d inertie des corps 
À et B seront entre eux dans le rapport de leurs dimensions linéaires 
élevées à la puissance cinq, soit Z = EF ou 


TI = kml. (36.2) 


1 dénote une dimension caractéristique du corps ou la distance d’un 
de ses points caractéristiques jusqu’à l’axe de rotation. Le facteur 
de proportionnalité # ne dépend que de la forme du corps et de sa 
position par rapport à l’axe de rotation. 

2. Dans bien des eas on peut simplifier le calcul du moment d’iner- 
tie d’un corps par rapport à un axe en calculant d’ abord son moment 
d'inertie par rapport à un point. Remarquons qu’en dynamique le 
moment d'inertie par rapport à un point ne joue aucun rôle, n'étant 
qu'une notion auxiliaire utilisée pour simplifier les calculs. On 


*) Au $ 42 on décrit une méthode de mesure des moments d'inertie. 
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appelle moment d'inertie d'un corps par rapport à un point O la som- 
me des produits des masses des points matériels constituant le corps: 


par les carrés de leurs distances À au point O0: 6 = SmR. Si la 
répartition des masses est continue, cette somme se ramène à l’inté- 


grale @ — | R° dm. 1] ne faut naturellement pas confondre le 


moment @ et le moment d'inertie Z par rapport à un axe. Dans le- 
cas du moment Z on doit multiplier les masses dm par les carrés de: 
leurs distances jusqu’à l’axe et dans le cas du moment @ on multi- 
plie les masses par les carrés de leurs distances jusqu’au point fixe. 

Considérons d’abord un seul point matériel de masse m et de 
coordonnées rectangulaires x, y, z (fig. 64). Les carrés des distances. 
du point matériel jusqu'aux axes de coordonnées X, Y, Z sont res-- 
pectivement égaux à y? + 2°, 2?-2?, x? +1, 
et les moments d'inertie par rapport à ces 
mêmes axes sont 


I=mp+r), 1,=m(8 +), 
I1,= me +). 
En additionnant ces égalités nous obtenons 
Ix+1,+1l,=2m(@ + +2) 


Mais a? + y? + 2 = R?, R étant la distan- 
ce du point matériel à l’origine des co- 
ordonnées O0. Ainsi 


1: EI, + 1:=26: (36.3) 


Cette relation est valable non seulement pour un point matériel, 
mais pour n'importe quel corps puisqu'on peut considérer tout 
corps comme un ensemble de points matériels. Ainsi la somme des: 
moments d'inertie d'un corps par rapport à trois axes rectangulaires 
se coupant mutuellement en un point O est égale au double du moment 
d'inertie de ce corps par rapport au point O. 

Si on fait tourner les axes de coordonnées X, Y, Z par rapport. 
au corps, le système de coordonnées restant rectangulaire, les mo- 
ments d'inertie 7,, 1,, I, se trouveront changés dans le cas général, 
mais leur somme ne. le sera pas et restera égale à 2@, la quantité 
@ étant indépendante de l'orientation des axes de coordonnées. 
Ainsi la somme des moments d'inertie T,, I, I, par rapport à trois. 
axes rectangulaires d'origine O ne dépend que de la position de cette: 
origine et ne change pas si on fait varier l'orientation des axes. Toute. 
la signification géométrique de cette assertion apparaît en algèbre 
tensorielle. 

8. On trouve un autre genre de corrélation dans le cas d’une ré- 
partition plane des masses. Soit une plaquette de forme arbitraire 
dans le volume de laquellé la masse est répartie d’une manière arbi- 


Fig. 64 
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traire. Si la plaquette est très mince, on peut admettre que la subs- 
tance est répartie en couche infiniment mince sur un plan mathé- 
matique. Faisons coïncider ce plan avec le plan de coordonnées XY. 
Les coordonnées z de tous les points matériels seront nulles et le 
moment d'inertie © de la plaquette par rapport à l’origine des coor- 
données O sera donné par l’expression @ = }, Am (x? + y°), donc 
égal au moment d'inertie de la plaquette par rapport à l'axe Z. 
Ainsi pour une répartition plane des masses 7, + 7, + 7, — 21,, 
ie. 

Tr + ly=lz (36.4) 


Par ailleurs il est évident que la quantité © ne saurait être inférieu- 
re à aucun des moments d'inertie Z,, 1,, 1,, par exemple @ > 7, 
(l'égalité n'a lieu que pour une répartition plane des masses). En 
soustrayant l'inégalité 27, << 26 de l'égalité (36.3) nous trouvons 
Tx + 13 —1.2>0 ou 


TT: ( 36.4a) 


Il en résulte qu'avec des segments de droite dont les longueurs 
sont numériquement égales à Z,, 1,, T1, on peut construire un tri- 
angle. Pour une répartition plane des masses (dans le plan XY), 
la formule (36.4a) se réduit à la formule (36.4). Après ces quelques 
remarques préliminaires, nous pouvons passer au Calcul des mo- 
ments d'inertie de corps de formes définies. 


4. Moment d'inertie d’une fine tige homogène par rapport à un axe ortho- 
gonal. Posons que l’axe orthogonal à la tige passe par son extrémité À (fig. 65). 
Le moment d'inertie peut s’écrire 7, — kml?, 1 étant la longueur de la tige. Le 


Fig. 65 


centre C de la tige est son centre de masse. Selon le théorème de Huygens-Stei- 
mer, T4 = Ic + m (l/2)i. La quantité 1, peut être présentée comme la somme 
les moments d'inertie de deux tiges CA et CB de longueurs 1/2, de ve m/2 
et dont les moments d'inertie sont égaux à # z (5) . Ainsi ZQ = km (+) . 
En portant ces expressions dans la formule précédente, nous obtenons 


kmli—km (5) + (5), 
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d'où k — 1/3. Nous trouvons en définitive 


[a= Fm, (36.5) 
Ic= pm. (36.6) 


Il est essentiel que la tige soit fine. Une tige infiniment fine peut être considé- 
rée comme un segment de droite; il est donc homothétique à l’une de ses par- 
ties. Le coefficient 4 sera donc le même pour une tige entière ou une fraction de 
tige, la moitié par exemple. Mais pour une tige d'épaisseur finie, ce n’est plus 
le cas et le coefficient 4 aura des valeurs différentes pour une tige entière ou 
la moitié de cette tige; aussi, en toute rigueur, les formules (36.5) et (36.6) 
ne sont pas valables pour les tiges d'épaisseur finie ; on ne peut les utiliser comme 
des approximations que lorsque les dimensions transversales de la tige sont 
petites par rapport à sa longueur. | 

5. Moment d’inertie d’une plaque et d’un parallélépipède nue 
et homogènes. Menons les axes de coordonnées X et Y par le centre de la plaque C 
et parallèlement à ses côtés (fig. 66). Imaginons que toute la substance de la 


ÿ 


Fig. 66 


ê 


laque se soit déplacée parallèlement à l'axe X pour aller se concentrer sur 
‘axe Ÿ. Pour un tel déplacement les distances entre tous les points matériels. 
et l’axe X restent les mêmes; en conséquence le moment d'inertie 7, par rap- 
ort à l'axe X reste inchangé. Mais à la suite de ce déplacement de substance, 
a plaque se trouve transformée en une tige infiniment fine de longueur !, dont 
le moment d'inertie est donné par la formule (36.6). Nous trouvons ainsi 
m m 5 
lis 8, = %. (36.7) 
Le moment d'inertie Z, de la plaque par rapport à l'axe Z qui lui est orthogonal 
w laisse calculer à l’aide de la formule (36.4): 


L= (+52). (86.8) 


. La formule (36.8) peut servir également au calcul du moment d'inertie d’un 
parallélépipède droit par rapport à ses axes géométriques. Pour s’en rendre 
compte il suffit de s'imaginer qu’on le comprime le long de l’un de ses axes pour 
le transformer en plaque ; le moment d'inertie par rapport à cet axe ne change 
pas du fait de la compression. La formule (36.8) donne le moment d'inertie du 
parallélépipède rectangle par rapport à l’axe passant par le centre de sa base de 
côtés a et b. Sur la figure 66 cet axe est perpendiculaire au plan de la figure. : 


dettes 
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6. Moment d'inertie d’un anneau infiniment mince. Il est bien évident 
que le moment d'inertie par rapport à l'axe Z (fig. 67) est égal à 


I,= mR?, (36.9) 


où R.est le rayon de l'anneau. Par raison de symétrie 7, — J,; de ce fait la 
formule (36.4) donne 


Le=ly= mRe. (36.10) 


La formule (36.9) peut servir aussi an calcul du moment d'inertie d’un cylindre 
creux homogène à parois infiniment minces par rapport à son axe géométrique. 

‘7. Moment d’inertie d’un disque infiniment mince et d’un cylindre massif. 
On suppose qu'aussi bien le disque que le cylindre sont homogènes en ce sens 


Fig. 67 Fig. 68 


que la substance qui les constitue y est répartie avec une densité constante. 
Faisons passer l'axe Z par le centre € du disque perpendiculairement à son plan 
(fig. 68). Considérons un anneau infiniment mince de rayon intérieur r et de rayon 
extérieur r + dr. L'aire de cet anneau est dS — 2xr dr. Son moment d'inertie 
donné par la formule (36.9) est d7, = r° dm. Le moment d'inertie du disque 
tout entier est J, — | r? dm. Le disque étant homogène dm — m ë = 2m eu ; 
où S — nAR?est l'aire du disque. En mettant ces expressions sous le signe d’inté- 
gration, nous .obtenons- | 


' R 
1,= 7 E dr= + mR?. (36.11) 
0 


Le moment d'inertie du disque par rapport à l'un de ses diamètres est, pour 
raison de symétrie, deux foïs plus petit que la valeur donnée par la formule 
(36.4): NS ap es 


I=ly= + me. (36.19) 


La formule (36.11) sert également au calcul du moment d'inertie d'un cylindre 
massif et homogène par rapport à.son axe géométrique longitudinal. 

. 8 .Môment d'inertie d’un cylindre massif et homogène par rapport à un 
axe transversal. Supposons que l’axe de rotation passe par le centre de la base À 
du cylindre perpendiculairement à son axe longitudinal (fig. 69). Découpons 
en pensée un cylindre d’une hauteur infinitésimale de masse dm se trouvant à 
une distance x de l’axe de rotation, En vertu du théorème de Huygens-Steiner, 
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son moment d'inertie a pour expression 
dla dmest+ + dm-R?. 
Le moment d'inertie du cylindre tout entier sera alors 
D | 2 dm ++ R3 | dm. 


La première intégrale coïncide par sa forme avec la formule du moment d'inertie 
d’une tige homogène infiniment mince ; elle est donc égale à 1/, ml?, La deuxième 
intégrale est égale à 1/, mR?. Ainsi 
1 1 
Ta=—+ même. (36.13) 
Le moment d'inertie Z, par rapport à un axe géométrique transversal pas- 
sant par le centre de masse du cylindre peut être calculé à l'aide de la férmule 


Fig. 69 


(36.13):à condition de subdiviser le cylindre initial en deux moitiés de hauteurs 
1/2 et de masses m/2. On obtient alors 


1 1 
le=- mit rmR. (36.14) 

Pour R —+ 0 les formules (36.13) et (36.14) se ramènent aux formules (36.5) 
<t (36.6) pour une tige infiniment mince. 

9. Moment d'inertie d’une enveloppe sphérique à parois infiniment minces. 
Calculons d’abord le moment d’inertie © par rapport au centre de la sphère. 
De toute évidence il’ est égal à @ — mR®. Appliquons maintenant la formule 
(36.3) en y posant par raison de symétrie 1, = I, = 1, = I. Finalement le 
moment d'inertie d’une enveloppe sphérique par rapport à son diamètre est 


1=< mR?. (36.15) 


10. Moment d'inertie d’une sphère massive et homogène.On peut considé- 
rer une sphère massive comme un ensemble de minces couches sphériques, cha- 
cune de masse dm (voir fig. 68). Comme nous supposons la sphère homogène, 


on a dm=m (24 , Où dV — 4nr? dr est le volume d'une couche sphérique et 


[2 
V = É R$ Je volume de toute la sphère. D'après la formule (36.15) le moment 
d'inertie d'une couche sphérique par rapport à son diamètre est dl = %/ 8 dm r?= 
= 2m ee . En intégrant nous trouvons le moment d'inertie de la sphère mas- 


1e 
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sive 
2 
T=5 me. (36.16) 


11. Moment d’inertie d’une ellipse homogène, On supposera que la masse 
est uniformément répartie sur toute l'aire de l’ellipse. On peut obtenir une 
ellipse par compression uniforme d’un cercle le long de l'un de ses diamètres, 
par exemple le long de l’axe Y (fig. 70). Lors de cette compression le moment 
d'inertie par rapport à l’axe Y ne varie 
pas. Sa valeur initiale était 1/, ma? (a est 
le rayon du cerrle à partir duquel on ob- 
tient par compression notre ellips; ce 
rayon est égal 4 la longueur du demi-grand 
axe de l'ellipse). Le même raisonnement 
vaut pour l'axe X. On obtient ainsi 


1 1 
Ix= mb, Iy= mar. (36.17) 


La formule (36.4) permet de calculer 
le moment d'inertie par rapport à l'axe 
: Z qui est perpendiculaire au plan de l’el- 
_ ET lipse : ‘ 


Fig. 70 L=+ (a2+b2). (36.18) 


La formule (36.18) permet de calculer aussi le moment d'inertie d’un cylindre 
elliptique homogène par rapport à son axe géométrique longitudinal. 

12. Moment d’inertie d’un ellipsoïde de révolution. On supposera que la 
masse est uniformément répartie dans tout le volume de l’ellipsoïde. Les axes 
de coordonnées X, Y, Z sont orientés le long des axes principaux de l’ellipsoïde. 
Désignons par a, b, c les longueurs des demi-axes de l’ellipsoïde. Calculons 
son moment d'inertie par LApport à l'axe principal Z. Par compression ou par 
extension uniforme d'une sphère le long de trois directions orthogonales telles 
que les directions des axes X, Y, Z, on transforme la sphère en ellipsoïde. 
Prenons une sphère homogène de rayon a ; son moment d'inertie est J, — ?/; maë. 
Soumettons-la à une compression uniforme le long de l'axe Z jusqu'à la réduire 
à l’état d'un disque circulaire infiniment mince {avec une répartition non uni- 
forme des masses). Le moment d'inertie F, reste le même et les moments d'inertie 
I, et 1, sont égaux par raison de symétrie. En vertu de (36.4) 7, = 1, — 1,1, = 
— 1/, mu. Soumettons maintenant notre disque circulaire à une Compression 
uniforme le long de l’axe Ÿ jusqu’à ce que sa dimension le long de cet axe devien- 
ne égale à 2b. Le moment d'inertie 7, n'aura pas varié pendant cette opération, 
tandis que J, devient: Z, = #/, mb? Appliquons à nouveau la formule (36.4) 
au moment d'inertie 7, du disque elliptique obtenu ; nous trouvons 7, = 7, + 
+ I, = 1/;m (a? + b?), Enfin soumettons le disque elliptique à une extension 
uniforme le long de l'axe Z jusqu'à ce qu'il se transforme en un ellipsoïde de 
révolution de demi-axes 4, b, c. La valeur de Z, n'aura pas varié. Ainsi le mo- 
ment d'inertie de l’ellipsoïde de révolution par rapport à l'axe Z est 


L=+ (a2 + b?). (36.19) 
Les moments d'inertie par rapport aux deux autres axes principaux sont : 


Tx= + (b2+ ct), = (c2+ a). 
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$ 37. Equation des moments par rapport 
à une origine et à un axe mobiles 


1. L’équation des moments (30.5) est vérifiée dans le cas où 
l’origine © par rapport à laquelle se déterminent les moments L 
et M est fixe. De même l'équation (32.2) se rapporte aux moments 
déterminés par rapport à un axe fixe. Il existe cependant des cas où 
il est nécessaire de prendre en considération des origines et des axes 
mobiles. Nous nous proposons d’établir ce que devient alors l’équa- 
tion des moments. Sont particulièrement intéressants les cas où 
l'équation des moments par rapport à une origine mobile conserve 
la forme (30.5). 

2. Considérons pour commencer un point matériel. Posons que 
v et p = mv sont la vitesse et l'impulsion du point matériel par 
vapport à un référentiel d'inertie immobile S, et r est le rayon 
vecteur reliant le point matériel à l’origine mobile ©. Le mouve- 
ment de l’origine © peut être ou uniforme ou varié. Désignons par 
vo la vitesse de ce mouvement. Le moment cinétique d’un point 
en mouvement par rapport à l'origine © peut être déterminé par 
l'expression (30.3), c’est-à-dire L — (rpl. En différentiant nous obte- 
nus 


L= (rp] +{rpl. 


Mais maintenant r désigne non pas la vitesse v du point matériel, 
mais la différence entre cette vitesse v et la vitesse &, de l’origine 
mobile. Aïnsi 


L= [(b— vo) pl + (rpl. 


En appliquant l’équation de Newton p — Fet en tenant compte de la 
colinéarité des vecteurs v et p on a L = [rF] — [v,pl ou enfin 


L— M—[vopl. (37.1) 


Afin de généraliser cette équation à un système de points ma- 
tériels, écrivons-là pour le i-ème point matériel: L; — M; + [vopil, 
puis sommons sur toutes les valeurs de i. Nous retrouverons ainsi 
l'équation (37.1) dans laquelle p représentera maintenant l'impulsion 
de fout le système de points matériels et M le moment des forces exté- 
rieures qui lui sont appliquées. 

L'impulsion p peut être représentée par p — moc, ve étant la 
vitesse du centre de masse du système. Ainsi. 


L=M-—m [vovc]. (37.2) 


C'est l’équation des moments par rapport à une origine mobile. 
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Si l’origine mobile O coïncide avec le centre de masse C du système, 
on a vo = vec et la formule (37.2) se ramène à l'équation (30 5). 
L'équation des moments par rapport au centre de masse est de la même 
forme que celle qui se rapporte à une origine fixe. Qui plus est, dans ce 
cas, il n’est plus indispensable de considérer les vitesses v des points 
matériels par rapport à un référentiel S fixe. On peut les rapporter 
notamment au centre de masse C que l’on considérera alors comme 
s’il était fixe. Si le centre de masse C est animé d’un mouvement 
rectiligne et uniforme, cette dernière assertion résulte directement 
du principe de la relativité. Mais elle est valable mêrne si le mouve- 
ment du centre de masse est accéléré. En effet, la vitesse de chaque 
point matériel peut être représentée sous la forme v = ve + vre, 
où Ure] eSt la vitesse du point par rapport au centre de masse C. 


On écrira 
L = D (rmo] = D {rmvcl + D lrmoral. 


La première somme à droite est nulle; comme la vitesse wc est la 
même pour tous les termes de la somme, nous pouvons la sortir de 
sous le signe somme, ce qui donne —[vs D mr — — [ocre] Dm, 
rc étant le rayon vecteur du centre de masse. Or r., est nul puisque 
nous avons convenu de faire coïincider l'origine des coordonnées O 
avec le centre de masse. Nous obtenons ainsi 


L = S{rmoral, 


ce qui démontre notre assertion. 

Un autre cas, plus général, où l'équation (37.2) se laisse ramener 
à la forme simple (30.5) est celui où les vitesses 2, et ve sont coli- 
néaires. Le produit [vovcl s’annule alors, ce qui nous conduit à 
conclure: lorsque la vitesse de l’origine mobile O est parallèle à la 
vitesse du centre de masse C, l'équation des moments prend la forme 
simple (30.5). On devra cependant, dans le calcul du moment cinéti- 
que L, rapporter les vitesses de tous les points matériels à un réfé- 
rentiel d'inertie S et non pas au centre de masse. 

3. On arrive à des résultats analogues lorsqu'il s’agit d’'axes 
animés d’un mouvement de translation (l'axe en mouvement reste 
constamment parallèle à sa direction initiale). Il n’est pas néces- 
saire de formuler spécialement ces résultats puisque l'équation des 
moments par rapport à un axe se déduit de l'équation des moments 
par rapport à un point par projection sur cet axe. 


PROBLÈMES 


1. Calculer les accélérations des corps et les tensions des fils de suspension 
dans la machine d'Atwood en supposant que m, > m, (fig. 71). Le moment 
d'inertie de la poulie par rapport à son axe géométrique sera dénoté par J et le 
rayon de la poulie par r. La masse du fil sera considérée comme négligeable. 

Solution. La masse du fil étant négligeable, les variations des ten- 
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sions T, et T, des deux brins du fil peuvent être négligées. Les équations de 
mouvement des poids et de la poulie sont: 


ma = Tr Re M8 
Moû = Mag — To, 
do 


I rt Fa Ti). 


Si le fil ne glisse pas sur la poulie, on écrira 
do 


T——-—=u. 


dt 
En résolvant ces équations nous obtenons 


_ Ma — Mi 
a—= 8 


matma 


d'où on tirera 7, et T,. Si la masse de la poulie est très faible, on a T, = Ta. 
2. Un fil portant une charge dont la masse M = 1 kg est enroulé sur Îa 
poulie d’une croix d'Oberbeck (fig. 72). La charge est abaïssée d'une hauteur 


CR 
r 
1 
LS 
? 
! 7 
f 
& 
T 
y 
mg 
Mg 
Fig. 71 Fig. 72 


=°1 m jusqu'à sa position la plus basse, puis on la fait remonter. Pendant 
cette opération il se produit une secouss se traduisant par une brusque aug- 
mentation de la tension du fil. Déterminer laitension T du fil pendant l’abaisse- 
ment et la remontée de la charge et estimer de façon approchée la tension du fil 
pendant la durée Tsec de la secousse. Le rayon de la poulie est r — 3 cm. La 
croix porte quatre poids, chacun d'une masse m = 250 g et se trouvant à une 
distance R — 30 cm de son axe. Les moments d'inertie de la croix et de Ja 
poulie peuvent être négligés par rapport au moment d'inertie de toutes lus 
charges. Ne pas tenir compte de l'allongement que subit le fil pendant la sepfuséet 


200 LE MOMENT DE LA QUANTITÉ DE. MOUVEMENT [CH. V 


Réponse. T = =>? — 0,997,, où J est le moment 


d’inertie du système et T, la tension du fil lorsque la charge est au repos. On 
peut estimer la tension moyenne du fil pendant la dürée Tec de la secousse de 
la façon suivante. On commencera par calculer la vitess® maximale de la charge 


M dans sa position inférieure ; désignons-la par v. Pendhnt le temps Ai — _ 


où la poulie fait un demi-tour, la quantité de mouvement de la charge M varie 
de 2Mv. Cette variation de la quantité de mouvement est égale à l'impulsion 
de la force agissant sur la charge M pendant le même intervalle de temps: 
{Tsec — Mg) At. Le calcul donne Tec = Mg + ar, T & 1,42 To. 

3. Une pièce de monnaie de masse = et de rayon r tournant dans un plan 
horizontal autour de son axe géométrique à la vitesse angulaire © tombe sui- 
vant la verticale et vient se coller sur un disque horizontal monté sur un axe 
vertical. Le disque se met en rotation. Le moment des forces de frottement qui 
apparaît alors dans l’axe du disque est supposé constant et égal à 4,. Au bout 
de quel temps le disque s’arrêtera-t-il de tourner ? Combien de tours N aura-t-il 
effectué avant de s'arrêter? Le moment d'inertie du disque par rapport à son 
axe géométrique est Z,. La distance entre l’axe de la pièce de monnaie et l'axe 
du disque est égale à 4. 

: mr? Mo ÿ rè 

Réponse. {= 0; = ft, où I=1+n(#+r). 

2M 21 2 

4. Un cylindre massif, homogène, de faible longueur et de rayon r, tour- 

nant autour de son axe géométrique à la vitesse nr tours/s, est placé verticale- 


À 


Fig. 73 Fig. 74 


ment sur un plan horizontal. Combien de tours W effectuera-t-il avant de s'arré- 
ter de tourner sur lui-même ? Le coefficient de frottement de glissement entre 
la base du cylindre et la surface horizontale ne dépend pas de la vitesse de rota- 
tion et a une valeur constante k. 

Réponse. N— ue 

3, Une tige mince de masse m et de longueur Z (fig. 73) est accrochée par 
une de ses extrémités à l’axe horizontal autour duquel elle peut tourner sans 
frottement. À ce même axe horizontal on suspend par un fil de longueur ? une 
bille de même masse m. On écarte la.bille d’un certain nee par rapport à sa 
position d'équilibre et on l’abandonne à elle-même. Quelle doit être la longueur 
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du fil de suspension pour que la bille s'arrête après choc sur la tige ? On suppo- 
sera que le choc est parfaitement élastique. 


Réponse. Dot 


6. Un pendule simple, de masse m, et une tige de masse 44 (fig. 74) sont 
suspendus à une même attache À autour de laquelle ils peuvent osciller libre- 
ment. La longueur du pendule est égale à celle de la tige. On écarte la bille en 
la faisant monter à une hauteur A par rapport à sa position d'équilibre et on 
l’abandonne à elle-même. En descendant elle percute la tige, le choc étant 
inélastique. Après le choc, quels seront les mouvements de la bille et de l'extré- 
mité inférieure de la tige et à quelles hauteurs monteront-elles ? 

Solution. Lorsque la bille passe par sa position d'équilibre, sa vitesse 
avant choc est w — V2gH. Comme le choc est inélastique, aussitôt après le 
choc les vitesses de la bille et de l’extrémité inférieure de la tige seront toutes 
deux égales à v: On la détermine en appliquant la loi de la conservation du 
moment cinétique par rapport à l'axe 4: 


miv, = milv + To, 


où 1 = 1/, MU est le moment d'inertie de la tige par rapport au même axe. 

Puisque v — lw, on obtient ‘ 
es ml? Dre 3m : 

T+mE 9 M£3m © 

Il s’agit maintenant de savoir si après choc la bille et la tige feront un 
mouvement d'ensemble ou si leurs mouvements seront distincts. Pour répondre 
à cette question calculons la vitesse v, de la bille et la vitesse v, de l'extrémité 
inférieure de la tige qu’elles auraient si, après avoir été relevées à une même 
hauteur h et abandonnées à elles-mêmes, elles se mouvaient indépendamment 


l'une de l'autre. Le calcul de ces vitesses se fait à l’aide des équations expri- 
mant la loi de la conservation de l'énergie 
a: h 
v3— 1% 2ghs, gt) Me. 
En mettant la seconde équation sous la forme 
v—vi = 3ghr, 


nous voyons que #, > 2. il s'ensuit qu'en toute position la bille ira plus vite. 
que la tige et comme dans notre expérience elle se meut derrière la tige, elle s’y 
sApiquer Ainsi, après choc, la bille et la tige monteront comme un seul corps; 
la hauteur de remontée k se déduit de la loi de la conservation de l'énergie : 

_ T+tmli v2— a SO H 

TM + 2m) ge (M + 2m) (M 8m) 

7. Résoudre le problème n° 6 en supposant qu'avant le choc c’est la tige 
qui avait été écartée de sa position d'équilibre (son extrémité inférieure a été 
relevée à une hauteur Æ). 

Réponse. Après le choc la bille montera à une hauteur 


hk= 2 D } ; 
1721 M+3m j 
et l'extrémité inférieure de la tige à une hauteur 


= (ir) E=È 


h=— 
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8. Une tige rigide de longueur ! et de masse M peut tourner autour d'un 
axe horizontal À passant par l'extrémité de la tige (fig. 75). On suspend à ce 
même axe À un pendule simple, de même longueur ? et de masse m. A l'instant 
initial la tige se trouve dans une position horizontale et ensuite elle est aban- 
donnée à elle-même. En passant par la position d’équilibre, la tige entre en 
percussion parfaitement élastique avec la bille; ce choc provoque la déformation 
de ces deux corps et une partie de l'énergie cinétique se convertit en énergie 


A L/AA 
| | 


{1/4 
Fig. 75 Fig. 76 


potentielle de déformation. Aussitôt après les déformations se relaxent et l’éner- 
gie potentielle accumulée se convertit de nouveau en énergie cinétique. Trouver 
la valeur maximale de DR POERNeNs de déformation U. 
ë m Mm À È : 

Réponse. U DR ATE Mgl=— 5 Mn où Z est! le moment 
d'inertie de la tige. 

9. Soit une planche homogène de longueur £ — 1,5 m et de masse M — 
— 10 kg suspendue en position verticale à un axe horizontal passant par son 
extrémité supérieure. Un projectile tiré suivant l’horizontale avec une vitesse 
initiale V, — 600 m/s percute l'extrémité inférieure de la planche, la transperce 
et poursuit son mouvement à la vitesse Ÿ. Calculer la vitesse V sachant qu'après 
percussion la planche oscille avec une amplitude angulaire & = 0,1 rad. La 
masse du projectile est m — 10 g. 


3 M,/2 .. @ 

Réponse. V=V ei gel sn = 444 m/s. 

10. Sur un même axe horizontal À (fig. 76) sont suspendues une bille atta- 
<hée à un fil de longueur ! et une tige homogène de longueur L; la tige est déviée 
d’un certain angle de sa position d'équilibre ; lorsqu'on l'abandonne à elle-même, 
la tige arrive à sa position d'équilibre et entre en collision élastique avec la 
bille. guet doit être le rapport des masses de la tige 44 et de la bille m pour que, 
après choc, la bille et son point d’impact sur la tige se meuvent en sens inverses 
à la même vitesse? Pour quelle valeur de ce rapport ce mouvement devient 
impossibl ? 

Réponse. ML1= ml. Comme L >> 1, le processus décrit n’est pos- 
sible que si M< m. Pour M>>m le processus est impossible. 

11. On fait tomber sur un disque horizontal tournant autour de son axe 
géométrique à la vitesse angulaire w, un deuxième disque tournant autour du 
même axe à la vitesse angulaire @.,. Les moments d'inertie des disques par 
rapport à l'axe de rotation commun soni J, et /,. Lorsque les disques entrent 
en contact ils s’encastrent l’un dans l’autre (au moyen d'’ergots). Quelle sera 
la variation totale de l'énergie cinétique de rotation du système après la chute 
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du deuxième disque? À quoi est due la variation de cette énergie? (Les axes 
géométriques des deux disques sont dans le prolongement l’un de l’autre.) 

Réponse. L'énergie cinétique de rotation diminuera de 
14 Li ; 
AK = Er (on — 0). 

12. Les poulies de deux volants sont réunies par une courroie de transmis- 
sion (fig. 77). Les rayons des poulies sont R, et R,. Les moments d'inertie des 
deux volants par rapport à leurs axes géométriques sont J, et Z.. En bloquant 
le mouvement du deuxième volant et de la courroie, on communique au premier 
volant une vitesse angulaire w, ; il apparaît alors un glissement entre la courroiu 
et l'axe du premier volant. On libère ensuite la courroie et le deuxième volant. 


Fig. 77 


En négligeant toutes les forces de frottement à l'exclusion des forces de glisse- 
ment entre la courroie et les axes des volants, trouver les vitesses de rotation «, 
et w, des volants en régime stationnaire, c'est-à-dire après la cessation du glis- 
sement de la courroie. Calculer la perte AX d'énergie cinétique déterminée par 
le frottement de glissement en négligeant la masse de la courroie. 

Solution. Du fait du frottement de glissement les tensions T; du brin 
supérieur et 7', du brin inférieur de la courroie seront différentes. Appliquons 
aux volants l'équation (33.4); nous obtenons 


do 
L (1 T3) R;, La 


d@ 
dt 


(Ta Ti) Ro 


Divisons la première de ces équations par R, et la deuxième par R,; addition- 
nons puis intégrons. On trouve alors 


To: Lo +5 
FA + À, — const. 


La constante y est égale à Z,09/R, puisqu'à l'instant initial ©, — @, et & = 0. 
Lorsque le glissement de la courroie cesse, 17, = &,R.. En résolvant le sys- 


tème d'équations obtenu, nous trouvons les valeurs des vitesses angulaires 
après la cessation du glissement: 


FE TIR? Are LRiRs 
1 TRE RE 0 2 TRE DRE 0 
La perte d'énergie cinétique due au frottement est 
ar. HR 


2 nR+LRI 
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13. Expliquez pour quelle raison, dans le problème 12, le moment complet 
de la quantité de mouvement du système ne se conserve pas. 

14 Un disque homogène À de masse M, et de rayon r;, qui tourne à la 
vitesse angulaire @o, est mis en contact avec un disque B dont l’axe de rotation 
est perpendiculaire à celui du disque À (fig. 78). La masse du disque B est M; 
la distance entre le point de contact des disques et l'axe du disque À est égale 


à a. Déterminer les vitesses angulaires stabili- 
sées «w, etw, des disqueset la perte d'énergie pen- 
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A en sue le prenne de st LR Négliger le 
r rottement de s ai 
Mi ll Rs >s axes ainsi que le frottement de 
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gie est 
= ___ MiMirta? 
BE + Man CE 
Fig. 78 15. Un poteau vertical de hauteur Z scié 


par le bas tombe sur le sol en tournant autour 
de sa base inférieure. Déterminer la vitesse linéaire de son extrémité supérieure 
à l'instant où elle touche au sol. Quel point du poteau aura à cet instant une 
vitesse égale à celle d’un corps tombant en chute libre d’une hauteur égale à 
la hauteur initiale du point considéré ? 

Réponse. v— V 3gl. Le point cherché se trouve à une distance x = 
= ?/, l de la base du poteau. 

16. La réponse au problème n° 15 sera-t-elle modifiée si le poteau se trou- 
yait initialement en position verticale sur une plaque de glace parfaitement 
lisse et tombait ensuite sous l’action de la pesanteur? En quoi son mouvement 
sera-t-il différent de celui du poteau du problème précédent? 

Solution. Selon le théorème de Kôünig, l'énergie cinétique du poteau 
se compose de l'énergie cinétique du mouvement de son centre de masse 1/, mv& 
s'effectuant à la vitesse v,, et de l'énergie cinétique de rotation autour du centre 
de masse 1/, Tw? s’effectuant à la vitesse angulaire ©. Pendant la durée de la 
chute le centre de masse parcourt le chemin. {/2 ; le travail produit pendant la 
chute mgl/2 sert à augmenter l'énergie cinétique: 

mo, To? megl 
2 2 2 

À la fin du trajet, lorsque le poteau prend sa position horizontale v, = 1/, lo. 
En partant de ce fait et en utilisant l'expression J = 1/, ml, nous trouverons 
ve = V/à V 381. La vitesse de l'extrémité supérieure du poteau étant deux fois 
plus grande est donc égale à v = V/3gt. On arrive donc au même résultat que 
dans le problème précédent. En ce qui concerne le caractère du mouvement, il 
est différent dans ks deux cas. Dans le premier cas, pendant sa chute, le poteau 
cffectuait un mouvement de rotation autour de sa base inférieure et son centre 
de masse décrivait un arc de cercle. Dans le second cas, toutes les forces agis- 
santes étant verticales, le centre de masse du poteau décrira une droite verticale 
pendant sa chute. 

17. Une tige homogène de masse m et de longueur ! (fig. 79) tombe avec 
une vitesse initiale nulle de la position verticale 7 en tournant sans frottement 
autour d’un axe horizontal fixe O. Déterminer les composantes horizontale 
Fhor et verticale Fyert de la force qu'’applique l’axe © sur la tige en position 
horizontale 2. 
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Solution. L'énergie cinétique de la tige arrivant à la position hori- 
zontale est 1/, Ta? = 1/, mgl. L’accélération centripète du centre de masse de 
la tige en cette position est w°1/2. En vertu du théorème du mouvement du centre 
de masse 


u mia 
= mo = me 2 
Fnor = m0 T5 ME ME. 
Appliquant à la rotation de la tige en position 2 l'équation (33.4), on obtient 
do l 
l=me. 


D'où la composante verticale de l'accélération du centre de masse dans la même 
position : 


Comme d’autre part 
: ma = mg — Fyert: 
on trouve finalemunt 
Fyert = m(g — a) = lame. 


18. Une poutre homogène, absolument rigide, de poids P, repose aux deux 
extrémités sur deux supports absolument rigides (fig. 80, a). On supprime brus- 


Fig. 79 Fig. 80 


quement l’un des supports. Déterminer la force de pression initiale exercée sur 
le Sport restant (fig. 80, b). 
éponse. F —1/,P. | 
Explication. Tant que la poutre repose sur ses deux supports, cha- 
cun d’eux est soumis à une force égale à !/,; P. Lorsqu'on enlève instantanément 
l'un des supports, la force qu’exerce la poutre sur l’autre support diminue 
par saut de deux fois. Ce saut s'explique par l’idéalisation des conditions, la 
outre et les supports étant par hypothèse absolument rigides. Les poutres et 
es supports réels sont déformables, de sorte que la variation de la force F appli- 
quée sur le support restant sera continue. 

. 19. Un gymnaste exécute à la barre fixe un grand tour en équilibre sur les 
mains, c’est-à-dire qu’il tourne le corps droit autour de la barre sous l’action 
de son propre poids. Estimer approximativement l'effort F appliqué à ses bras 
en négligeant le frottement de ses paumes contre la barre. 

A Aa?m 
Réponse. F=(1+ T 
tie de l'homme par rapport à la barre, a la distance entre l’axe de rotation et 
le centre de masse de I nine Pour le calcul du moment d'inertie, on assimile 
l'homme à une tige homogène tournant autour de l’une de ses extrémités; on 
trouve alors F — 4mg. 
20. Un homme, à l'attraction foraine dite pas de géant, se déplace le long 
d'une trajectoire fermée de telle sorte. que la hauteur à laquelle il monte par 


) mg, où m est la masse, I le moment d’iner- 
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rapport à sa position d'équilibre varie de kmin à max: Déterminer les vitesses 
maximale et minimale du mouvement si la longueur de la corde à laquelle est 
suspendu l’homme est 1. 

Solution. En vertu de la loi de la conservation de l'énergie 


uv + 2gh — const. (37.8) 


Le moment de la force de pesanteur par rapport au point de suspension n’a 
pas de composante verticale. Le moment de la force de tension de Îa corde est 
nul. Par suite, pendant le mouvement de l'homme; dla composante verticale de 


€ 


Fig. 82 


son moment de quantité de mouvement reste constante. Dans les positions 
correspondant aux k maximal et minimal, la vitesse v de l’homme est dirigée 
suivant l'horizontale et son moment de quantité de mouvement est égal à mr, 
r étant la distance jusqu'à l'axe vertical autour duquel tourne l’homme. Il 
s'ensuit qu'en ces positions le produit vr a même valeur. A l'instant où À est 
maximal ou minimal, traçons dans le plan vertical un cercle centré au point de 
suspension O et passant par le point M où se trouve à cet instant l’homme 
(fig. 81). Selon un théorème de géométrie bien connu, r? — AB.BC ou r? = 
= (21 — h) h. Par suite, aux positions où » est maximal ou minimal, on aura 


(21 — h) hu? = const, (37.4) 


Ecrivons les relations (78) et (37.4) pour ces positions en remarquant qu’au 
maximum de k correspond le minimum de v et inversement: 


Dax + 28hmin = vain + 28%maz: 


(21— Rmin) Rminvhaz = (21— hmax) RmaxV ain 


On en tire ne 21 huex) 
__ 2ghmax (21— fimax 
Pas © (hmax Amir)? (is) 
2ghmin (21— min) 37.6 
2 ee mn 
PR DT (max Am) C0 


Comme nous avons tenu compte de ce que dans les conditions réelles k< 1, la 
quantité (37.5) est. bien maximale et la quantité (37.6) est bien minimale. Dans 
le cas où hmax 0t hmin seraient très petits par rapport à {, on aurait 

DE ax = 2Ehmaxs Vhin = 28hmin. (37.7) 


24. Sur la surface interne d’un entonnoir conique placé en position verticale 
glisse sans frottement une petite bille (fig. 82). A l’instant initial elle se trouvait 
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à la hauteur A9 et sa vitesse vo était horizontale. Calculer 5 sachant que dans 

son mouvement ultérieur la bille monte d’abord à la hauteur k, puis commence 
à descendre. Quelle est la vitesse » de la bille à l’instant où elle atteint la cote k? 
2gh? = 2gh2 

RE ? ho ‘ 

22. Une corde pesante (de densité linéaire p), de longueur Z, est placée 
sur une poulie de moment d'inertie J et de rayon r. A l'instant initial la poulie 
est immobile et le brin le plus long de la corde a une longueur {. Calculer la 
vitesse angulaire de rotation de la poulie & lorsque la corde tombera à terre. 
La corde se meut sur la poulie sans glissement ; on négligera le frottement de la 
poulie sur son axe. 

Réponse. &o — rl + Br — EL — 1 — sr}]. 

Lo 

{ndication. Utiliser la loi de la conservation de l'énergie. 

23. Un météorite de masse m — 105 t qui se déplaçait à la vitesse v — 
— 50 km/s est entré en collision avec la Terre en un point de latitude #& — 60°. 
Toute son énergie cinétique a été convertie en chaleur (énergie interne) et il 
s'est vaporisé tout entier. Quelle pourrait être l'influence maximale de ce choc 
sur la durée du jour? 

Réponse. La variation maximale AT de la durée du jour provoquée 
par le choc du météorite est donnée par la formule 


AT mvR cos Ÿ 
TT — 


où 7 = 86 164 s est la durée du jour, R — 6400 km est le rayon de la Terre, 
M = 610% t la masse de la Terre, Z son moment d'inertie. En assimilant la 
Terre à une sphère homogène, 1 — ?/; MR? (en réalité, comme la densité s’ac- 
croît vers le centre de la Terre, son moment d'inertie est plus petit 7 & 1/, MR?). 
= 240, AT æ 2410-28, 

24. Estimer la valeur minimale de la vitesse v de lancement à l’Equateur 
io chu de masse m — 1000 t pour faire varier la durée du jour terrestre de 

= 1 mp. 

Réponse. Le plus avantageux est d'effectuer un tir horizontal dans 
le plan de l’Equateur. Dans ce cas 


cv 5 mèc?Te u 2 m?c2T4 
ce 7 18 séIM(AT) © 36 n°M2R?(AT} 


où c est la vitesse de la lumière dans le vide. Toutes les autres notations sont. 
les mêmes que dans le problème précédent. Sur les calculs approchés, voir $ 22. 

25. On appelle pulsars des corps célestes émettant des impulsions de rayon- 
nement radioélectrique qui se succèdent à des intervalles de temps très régu- 
liers, compris entre 3.102 s et 4 s pour les pulsars connus à ce jour. On estime 
aujourd'hui que les pulsars sont des étoiles neutroniques en rotation, formées 
par compression gravitationnelle. Les étoiles neutroniques sont semblables 
à de gigantesques noyaux atomiques ne comportant que des neutrons. Dans 
ces étoiles la densité de substance p n’est pas homogène mais on peut l'estimer 
grossièrement constante dans tout le volume de l'étoile et égale à 101 g/em° 
environ. Evaluer la période T de rotation du Soleil s’il s'était transformé en 
étoile neutronique. La densité de substance augmente vers le centre du Soleil 
et ses différentes couches tournent à des vitesses différentes. Dans les calculs 
on ne tiendra pas compte de ces particularités et on admettra que la densité 
moyenne de la substance solaire p, = 1,41 g/emÿ, et la période de rotation du 
Soleil est 7, = 2,2.106 s. 


2/8 
Réponse. TÆ& Ts (&) d =. 1,8.410 5. 


Réponse. vè— 


T, 


On arrive ainsi au résultat suivant : 


Æ 2-10? 
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26. Une tige rigide et lisse de longueur {, et de masse 47 est en rotation 
uniforme à la vitesse angulaire &, autour d'un axe fixe passant par une des extré- 
mités de la tige normalement à son axe longitudinal. Sur cette tige est enfilée 
une bille perforée de masse m. Au début de l'expérience, la bille se trouve près 
de l'extrémité libre de la tige où une butée l'empêche de s'échapper. À un cer- 
tain moment on communique à la bille une vitssse », orientée le long de la tige 
vers l’axe de rotation. Déterminer la distance minimale { jusqu'à l'axe de rota- 
tion à laquelle parviendra la bille, ainsi que la vitesse angulaire © du système 
ue cette position de la bille. Dans quel sens s'’infléchira la tige lorsque la 

ille se déplacera vers l’axe de rotation ? Comment variera la flexion de la tige 
lorsque la bille, après s'être rapprochée au maximum de l'axe de rotation, com- 
mencera à se déplacer en sens inverse ? 


: £ 
gr —— , = 42 Lorsque la bille 
(+ Mn) 7800 

se rapproche de l'axe de rotation, la tige s’infléchira dans le sens contraire de 
celui de la rotation et lorsqu'elle s’en éloignera, la tige s’infléchira en sens 
inverse. 


Réponse. @= «@ + 


$ 38. Les lois de conservation et la symétrie 
de l’espace et du temps 


1. La loi de la conservation de l’énergie est une conséquence de 
l'homogénéité du temps, la loi de la conservation de l'impulsion 
résulte de l’homogénéité de l’espace et la loi de la conservation du 
moment cinétique provient du caractère isotrope de l’espace. De 
telles assertions sont faites très souvent, mais la concision de ces 
énoncés peut conduire à des interprétations erronées. On peut s’ima- 
giner, par exemple, que la connaissance de ces propriétés de l’espace 
et du temps pourrait suffire à l'établissement de ces lois de conserva- 
tion. Rien n'est moins vrai. Les trois lois de conservation susmen- 
tionnées sont des corollaires de la deuxième loi de Newton (ou des 
lois équivalentes à cette loi) à condition d'y adjoindre des considé- 
rations relatives aux forces agissantes. Ainsi pour établir les lois de 
conservation de l'impulsion et du moment cinétique, il suffit de 
supposer que les forces sont régies par la loi de l'égalité de l'action 
et de la réaction. Maïs on peut aussi remplacer cette loi par d’autres 
propositions. Les énoncés donnés au début de ce paragraphe doivent 
être compris dans ce sens que les lois de conservation citées peuvent 
être déduites de la deuxième loi de Newton à condition de lui adjoindre 
les propriétés de symétrie de l'espace. et du temps, à savoir : l’homogé- 
néité de l’espace et du temps, ainsi que la propriété d'isotropie de l’espa- 
ce. Notons encore que l'établissement de la loi de la conservation 
de l’énergie implique l'introduction d’hypothèses spéciales sur la 
nature des forces agissantes. | 

2. Avant d'utiliser les concepts d'homogénéité et d'’isotropie de 
l'espace et celui de l’homogénéité du temps pour établir les lois de 
conservation, il importe de préciser la signification de ces concepts. 

On dit souvent que l’homogénéité du temps signifie l’équivalence 
de tous les instants du temps. L'homogénéité de l’espace signifie qu’il 
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n'existe pas dans l’espace de positions privilégiées, tous les points de 
l’espace étant équivalents. L’isotropie de l’espace signifie l'absence de 
directions privilégiées, toutes les directions dans l’espace étant équiva- 
lentes. Mais toutes ces formulations sont imprécises et même erronées 
si on les prend à la lettre. Ainsi les directions pointant vers le centre 
de la Terre sont différentes de toute direction horizontale. Pour un 
alpiniste le pied et le sommet d'une montagne ne sont guère équiva- 
lents. Un corps se trouvant au sommet d’une montagne peut la 
dévaler, mais ne pourra jamais remonter une pente à moins qu’on 
ne lui communique une vitesse suffisante. De même la notion de 
temps est bien différente pour un homme jeune et plein d’ardeur et 
pour un homme au déclin de la vie. Que doit-on entendre par homogé- 
néité du temps, par homogénéité et isotropie de l'espace ? 

L'homogénéité du temps signifie que si on place tous les corps d'un 
système fermé dans des conditions identiques à deux instants quelconques, 
à partir de ces instants tous les phénomènes y évolueront de manière 
absolument identique. 

L'homogénéité de l'espace signifie que si on transfère un système 
fermé d’un point de l’espace à un autre, tous les corps du système se 
trouvant dans les mêmes conditions aux deux points, l'évolution de tous 
les phénomènes ultérieurs n'en sera pas affectée. C'est dans ce sens que 
l'on doit concevoir aussi l’isotropie de l’espace en remplaçant le 
transfert d’un système fermé par sa rotation dans l’espace d’un angle 
arbitraire. 

On est amené à faire ici la même remarque que celle que nous 
avons faite au $ 15 à propos du principe de la relativité de Galilée, 
On ne doit pas entendre par système fermé tout l'Univers, car si on 
le faisait, les propriétés de symétrie de l’espace et du temps devien- 
draient évidentes par elles-mêmes. Mais en même temps elles se vide- 
raient de leur contenu puisqu'on ne peut parler de translation ou de 
rotation d’un système de corps que par rapport à d’autres corps 
servant de repères. Il s’agit donc non pas de l'Univers, mais de cer- 
taines de ses parties que l’on peut considérer, en approximation, 
comme des systèmes fermés. Il apparaît ainsi que les propriétés de 
symétrie de l’espace et du temps dont il a été question ci-dessus ne 
sont pas évidentes à priori et doivent être considérées comme des 
généralisations fondamentales des données expérimentales. 

3. Après ces éclaircissements nous allons établir la loi de la 
conservation de l'énergie en mécanique. La dynamique met à notre 
disposition la conséquence de la deuxième loi de Newton s'exprimant 
par la formule 


À EE Ka = K: (38.1) 
qui indique que le travail effectué par les forces appliquées au systè- 


me mécanique est égal à l'accroissement de son énergie cinétique K 
{cf. $ 22). Pour nos développements ultérieurs nous considérerons le 


14—01433 
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cas d’un pointimatériel, car pour un système de points matériels la 
seule modification à apporter concernera le nombre de variables dont. 
dépend la fonction potentielle U que nous allons introduire dans ce 
qui suit. Supposons que les projections F,, F,, F, de la force appli- 
quée au point matériel peuvent. être déterminées par dérivation de la 
fonction potentielle U: 
F au oU oU 
2 Z $ Én - 2 Y" 

Toutefois la fonction potentielle U peut dépendre explicitement 
aussi bien des coordonnées x, y, z du point matériel que du temps t: 
UÙ = UÙ (x, y, 2, t). Il en sera ainsi, par exemple, si le point matériek 
se trouve dans le champ de forces d’autres corps, variable dans le 
temps. Le travail effectué par les forces appliquées au point matériel 
lorsque celui-ci passe d’une position 7 à une position 2 le long d'une 
certaine courbe est de par l'intégrale 


! ôêU 

An=— | (& e de + dy + a) 
prise le long de cette même courbe. ie à la see placée 
sous le signe d'intégration, puis retranchons le terme = dt et intro- 
duisons la ne a. 

QU = dr + D dy + PE dz + dt, 
ce qui permet de mettre vu du travail sous la forme 

A fau + [5 &, 


qui. est vraie sous cette forme pour tout système de points matériels. 
Aussi nos développements ultérieurs ne seront-ils pas liés à la condi- 
tion que.le système ne comporte qu’un seul point matériel. Après 
intégration nous obtenons 


An =U—U+ | D dr. (28.2) 
En combinant (38.2) à (38.1) nous trouvons 
a+ UE +0) = | dt. (88.3) 


ju usqu’ à. Sésent nous n'avons pas imposé les conditions que le- 
système soit fermé et que le temps soit homogène, ce qui signifie 
que nos raisonnements s'appliquent également aux systèmes non 
fermés. Si nous supposons maintenant que le système est fermé, le- 
temps étant homogène, la fonction U ne peut dépendre explicite- 


ment du temps, i.e. = 0. Nous obtenons ainsi 


$ KR, 4, = Ko + U. É (88.4): 
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qui est l'équation exprimant la loi mécanique de la conservation de 
l'énergie. , 

4. Donnons maintenant la démonstration de la loi de la conserva- 
tion de l'impulsion. Supposons que le système mécanique est fermé. 
Toutes les forces F,, F,, . .. agissant sur les points matériels du 
système sont des forces intérieures et il n’y a pas de forces extérieures. 
Transportons notre système d’une position arbitraire Z à une position 
quelconque 2, mais de telle manière .que tous les points subissent le 
même déplacement r et que leurs vitesses soient les mêmes en module, 
en direction et en sens. L'espace étant homogène, un tel déplacement 
n’exige aucun travail; .en effet, puisque le travail de déplacement 
est donné par le produit scalaire (F, + F, + ...)r, il est nul quel 
que soit le déplacement r. Il s'ensuit que pour un système fermé 
F, +F,+...—0. Or c'est justement la condition imposée 
pour déduire de la deuxième loi de Newton la loi de la conservation 
de l'impulsion (cf. $ 12). 

5. On démontre exactement de la même manière la loi de la 
conservation du moment cinétique. Partant du concept de l’isotropie 
de }’espace, on démontre que la somme géométrique des moments 
des forces intérieures agissant dans le système est nulle: M, + M, + 

... —= 0 (voir problème n° 2 à la fin du $ 46). Il en découle aus- 
sitôt la loi de conservation cherchée (ci. $ 30). 


PROBLÈMES 


1. Soit U (r2, r2) la fonction représentant l'énergie potentielle d'interac- 
tion de deux points matériels en fonction des rayons vecteurs r, et r, caracté- 
risant leurs positions dans l'espace. En s'appuyant sur le concept d'homogénéité 
de l’espace, démontrer que U ne dépend que de la différence r, — r,. Généraliser 
le résultat à un système de #7 points matériels en interactions mutuelles. 

Solution. L'espace étant homogène, l'énergie potentielle U n'est pas 
modifiée si on déplace les deux points matériels d’un même vecteur a. Cela 
s'exprime par l'égalité U (r1, r2) = U (r1 + a, r, + a), qui doit être vérifiée 
quel que soit a. Posons a = —r., nous obtenons Ü = U (0, r, — r;), soit U = 
= f(r, — r1}, où j représente une certaine fonction de la différence r, —r,. 

Si le système comporte n points matériels en interaetions mutuelles, un 
raisonnement analogue conduit à 


U= fra — ras F8 — Ta.) 


Il est bien évident qu'au lieu du point 7 on peut prendre n'importe quel autre 
point matériel du système. Par conséquent l'énergie potentielle U ne peut 
dépendre que de rn — 4 variables vectorielles qui sont les différences des rayons 
vecteurs des z — 1 points du système et du rayon vecteur du n-ième point. 

2. Quelles contraintes supplémentaires impose l’isotropie de l’espace à la 
forme de la fonetion U? 

Réponse. L'énergie potentielle U ne dépend que des distances entre 
les n — { points matériels du système et le point restant. 

3. En se fondant sur le concept de LROpoEAte de l’espace et sur le prin- 
cipe de la relativité de Galilée, montrer que la force d'interaction des points 
matériels 7 et 2 ne dépend ni de leurs coordonnées ni de leurs vitesses, mais 
dépend uniquement de la différence de ces quantités. 


[EL 
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Solution. En vertu de l'homogénéité de l’espace et du principe de la 
relativité de Galilée, l'accélération & et par suite la force f — ma sont inva- 
riantes par rapport à un transport de l’origine des coordonnées et aux transfor- 
mations de Galilée. Prenons deux référentiels S et S’. En considérant la force f 
<omme une fonction des coordonnées et des vitesses dans le référentiel S', nous 
écrivons f = f(r;, ra, vi, u2). Gomme le choix du référentiel S’ est arbitraire, 
nous pouvons le choisir tel qu’à l'instant considéré le pou matériel Z se trouve 
à l’origine des coordonnées (r; — 0) et sa vitesse soit nulle (w/ — 0). A cet instant 
la force f ne sera fonction que de deux variables: f = f (rs, v2). Mais comme 
les différences des coordonnée et des vitesses des points matériels sont les 
mêmes dans les deux référentiel on aurars = rs, —ri = rs —r;, Us = 0 — 
— 0j = La — v,. Finalement on| trouve 


f= ffra-ru Da — V1). 


CHAPITRE VI 


LES OSCILLATIONS HARMONIQUES 


$ 39, Cinématique du mouvement oscillatoire harmonique 


Les phénomènes oscillatoires jouent un rôle important dans diver- 
ses parties de la physique; leur étude détaillée sera présentée dans 
les autres parties de ce cours. Dans ce chapitre nous nous limiterons 
à une étude préliminaire des oscillations mécaniques les plus simples, 
en commençant par le mouvement oscillatoire d'un point matériel. 
Effectuant un tel mouvement le point passe à intervalles de temps 
égaux par une même position en allant 
chaque fois dans le même sens. 

Le mouvement oscillatoire dont 
l'importance est particulièrement 
grande est le mouvement harmonique 
(ou sinusoïdal). Nous en avons déjà 
parlé au $ 11. Le modèle cinématique 
suivant permet de décrire commodé- 
ment les particularités de ce mouve- 
ment. Considérons un point mobile M 
en mouvement uniforme sur un cercle 
de rayon À à une vitesse angulaire cons- 
tante w (fig. 83). Sa projection N sur un diamètre du cercle, sur 
l'axe X par exemple, effectuera un mouvement oscillatoire entre 
les positions extrêmes NW, et N,. Ce mouvement de W est appelé 
mouvement harmonique. Pour le décrire il faut trouver la coordonnée 
z du point W en fonction du temps #. Posons qu’à l'instant initial 
t — 0, le rayon OM formait l'angle Ô avec l’axe X. Au bout d’un 
temps # cet angle s’est accru de wt: œt + 6. Il ressort de la figu- 
re 83 que 


Fig. 83 


x = À cos (ot + ô). (39.1) 


Cette équation décrit analytiquement le mouvement harmonique du 
point W sur le diamètre N,N,.. 

La quantité À désigne l’élongation maximale (distance du mobile 
à sa position d'équilibre O). La quantité À est l'amplitude du mouve- 
ment. La quantité © est la pulsation ou fréquence circulaire. La 
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quantité wt + ô s'appelle phase de l'oscillation et la quantité à 
est la phase initiale (ou déphasage) correspondant à t = 0. Pour 


8 —0, z — A cos ot; pour ô——7, x = À sin ot, etc. Ainsi 


pour un mouvement harmoniquell’abscisse x du mobile est une fonc- 
tion sinusoïdale ou cosinusoïdale du temps ?. Pour donner une repré- 
sentation graphique de ce mouvement, on peut porter £ en abscisses 
et les élongations correspondantes du point x en ordonnées; on 
obtient alors une courbe périodique sinusoidale (fig. 22). La forme 
de la courbe est complètemen en par l’amplitude À et la fré- 
quence cyclique ©, maïS-sa-pôsition dépend également de la phase 
initiale 8. Au bout d’ un, temps 


27 


la phase s'accroît de 2x et le mobile revient dans sa position initiale, 
le sens du mouvement restant le même. Le temps 7 est la période 
d’oscillation. 

La vitesse du point oscillant s'obtient par dérivation de (39.1) 
par rapport au temps: 


vx —oAsin (ot + ê). (39.3) 
Une seconde dérivation donne l'accélération 
a=v— — A cos (of + 6) (39.4) 
ou avec (39.1) 
a = —0w+. (39.5) 


La force agissant sur un point matériel en mouvement harmonique 
est égale à 
F = ma = —muo’r. (39.6) 


Elle est: proportionnelle à l’élongation x et pointe toujours vers la 
position d'équilibre. Les forces de ce type apparaissent souvent 
lorsqu’ un point matériel subit de petits déplacements par rapport 
à sa position d'équilibre. 


$ 40.-Oscillations harmoniques d’un pendule élastique 


1. Considérons un ressort à boudin fixé à l’une de ses extrémités ; 
suspendons à son autre extrémité un corps de masse m (fig. 84). 
Soit Z, la longueur du ressort non déformé. Si on le comprime ou si 
on' l’allonge jusqu’à ce que sa longueur devienne égale à ?, on fait 
apparaître une force de rappel F qui tend à ramener le corps dans sa 
position d'équilibre. Pour de petits allongements x = ! — !, du 
ressort se vérifie Ja loi de Hook (1635-1703) selon laquelle la force est 
proportionnelle à l'allongement du ressort: F — —kx. Dans ces 
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conditions l'équation de mouvement du corps est 


mx —kx, (40.1) 


où k est la raideur ou coefficient d'élasticité du ressort. Le signe moins 
s ’explique par le fait que la force de rappel F est toujours de sens 
opposé à l’ élongation x comptée à partir de la position d'équilibre. 

Nous avons écrit l'équation (40.1) en supposant que le corps 
suspendu n'était soumis à aucune force autre que la force de rappel 
élastique F. Montrons maintenant que cette même équa- 
tion décrit le mouvement d'un corps suspendu à un res- 
sort et placé dans un champ de gravitation uniforme. 
Désignons par X l'élongation du ressort qui est la diffé- 
rence X — ! —},. Le ressort applique au corps suspendu 
une force de rappel £X dirigée de bas en haut, tandis que 
la force de la pesanteur agit de haut en bas. L'équation 
de mouvement s'écrit donc 


XX + mg. 


Soit X, l'élongation du ressort dans la position d’équi- 
libre. On a alors —kX, + mg = 0. En excluant le poids 


mg du corps on obtient mX = —k (X — X,). Introduisons . 
la notation x — X — X;,, l’équation de mouvement prend Fig. 84 
alors la forme (39.1), où x désigne, comme avant, le 
déplacement de la charge par rapport à la position d'équilibre. 
Or la position d'équilibre se déplace elle-même sous l’action 
de la pesanteur et la signification de la quantité —#zx n’est plus la 
même. Ici elle représente la résultante de la force élastique du ressort 
et du poids de la charge. Cependant la description purement mathé- 
matique du pendule élastique n’en est pas affectée et on peut conti- 
nuer à raisonner comme si la force de pesanteur n'existait pas; 
c'est ce que nous ferons dans ce qui suit. 

2. La force résultante F — —kzx est de la même forme que celle 
figurant dans (39.6). En posant mo? — k l'équation (40.1) devient 


+ 


z+o2x— 0. (40.2) 


Cette équation coïncide avec l'équation (39.5). La fonction (39.1) 
est solution de cette équation quelles que’soient les valeurs :des cons- 
tantes À et ô. On peut démontrer que c’est une solution générale 
en ce sens que toute solution de l'équation (40.2) peut être mise 
sous la forme (39.1), les différentes solutions ne se distinguant les 
unes des autres que par les valeurs des-constantes À et Ô (la dé- 
monstration de cette assertion est donnée à la fin de ce paragraphe). 
Il résulte de ces considérations que la masse suspendue au ressort 
effectuera des oscillations harmoniques avec une fréquence circulaire 
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({pulsation) 
o= y À (40.3) 
et une période 
; — 
RCE A AT (40.4) 


Lorsque la période des oscillations 7 est indépendante de l’amplitu- 
de À on dit que les oscillations sont isochrones. Les oscillations sont 
isochrones tant que reste valable la loi de Hook. Pour de grands 
allongements, cette.loi cesse d’être vérifiée et les oscillations cessent 
d’être isochrones, c'est-à-dire que leur période d’oscillation commen- 
ce à dépendre de l'amplitude. | 

L’équation différentielle (40.2) ne permet pas decalculer l’amplitu- 
de Aet la phase initiale ô. Les valeurs de ces constantes dépendent des 
conditions initiales, par exemple des valeurs initiales de l’élonga- 


tion x et de la vitesse x. L’équation (40.2) est valable quelles que 
soient les conditions initiales et décrit toutes les oscillations que 
peut effectuer le système considéré. Une oscillation donnée est ca- 
ractérisée par les valeurs des constantes À et 6. 

3. Les énergies potentielle et cinétique du corps suspendu ont 
pour expressions 


Epor= 7 ka? Ecin = mure rm (40.5) 


et elles varient toutes deux en fonction du temps. Mais leur somme E 
doit rester constante dans le temps: 


= + ka? + mi const. (40.6) 
En utilisant (39.1) on tire des formules (40.5) 
Epot= 7e cos? (@f + Ô), Eun=+ mo?A? sin? (ot + 6), 
et en vertu de (40.3) 
Ein = MA? sin? (ut + 6). 
Ces formules peuvent s’écrire aussi sous la forme 
Epor= + kA2 [1 + cos 2 (ut + 6)], Ea = + ÆA21 — cos 2 (ut + 6)]. 
Elles montrent que ni l'énergie potentielle ni l'énergie cinétique prises 
isolément ne sont constantes, mais que leurs valeurs effectuent des oscil- 
lations harmoniques autour de la valeur moyenne commune /, kA? 


avec une fréquence circulaire double 2w. Lorsque l'énergie cinétique 
atteint sa valeur maximale, l’énergie potentielle s'annule et inverse- 
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ment. L'énergie totale Æ — Ein + Epot reste cependant constante 
et est liée à l’amplitude À par la relation 


E—LkA?. (40,7) 


Ces calculs simples montrent que l’expression (39.1) n’est solu- 
tion de l'équation différentielle (40.6) que si la pulsation & est 
donnée par la formule (40.3) et l'amplitude À par la formule (40.7). 
T1 s'ensuit que si l'énergie totale Æ est donnée, la constante À ne 
peut être choisie arbitrairement. La seule constante arbitraire ne- 
dépendant que des conditions initiales est la phase initiale ô ; pour 
la déterminer il suffit de connaître ou l’élongation ou la vitesse 
initiales. Le fait que la solution ne comporte qu’une seule constante 
arbitraire résulte de ce que l'équation (40.6) est du premier ordre 
par rapport au temps, à la différence de l'équation (40.2) qui est 
du second ordre par rapport au temps. Si on considère l'énergie figu- 
rapt dans (40.6) comme un paramètre pouvant prendre toutes les 
valeurs positives définies par les conditions initiales, l'équation 
(40.6) devient alors équivalente à l’équation (40.2). 

4. Toutes ces considérations s'appliquent aux oscillations har- 
moniques de tous les systèmes mécaniques ayant un seul degré de: 
liberté. La position instantanée d’un tel système mécanique peut 
être déterminée par une seule quantité q, appelée coordonnée générali- 
sée qui peut être l'angle de rotation, le déplacement suivant une- 


certaine courbe, etc. La dérivée q de la coordonnée généralisée par 
rapport au temps porte le nom de vitesse généralisée. Dans les étu-- 
des des oscillations des systèmes mécaniques à un seul degré de. 
liberté il est commode de partir de l’équation de l'énergie (qui est 
plus facile à établir) et non de l’équation de mouvement de Newton. 
D'ailleurs l'équation de l'énergie est plus simple, étant une équation 
différentielle du premier et non du second ordre par rapport au temps. 
Soit un système mécanique dont les énergies potentielle et cinétique- 
s'expriment par des formules telles que 


_ : 

Et 9 Ecn= L ®, (40.8): 

où & et sont des constantes positives (les paramètres du systè- 

me). Appliquant la loi de la conservation de l'énergie, on obtient 
l'équation 

E— + qg? + $ g = const (40.9) 

qui ne se distingue de l'équation (40.6) que par les notations, ce qui 

n’est pas gênant dans une étude mathématique. Les équations (40.6) 


et (40.9) étant mathématiquement identiques, leurs solutions généra- 
les doivent être pareilles. Par conséquent, si l'équation de l'énergie: 
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-se ramène à la forme (40.9), on aura 
g = qo Cos (œt + 6), (40.10) 


-ce.qui signifie que la coordonnée généralisée q effectue des oscillations 
harmoniques de pulsation 


.o= Æ (40.14) 


(l 
3. Pour conclure nous allons montrer comment on trouve la solution géné- 
ale de l'équation différentielle’ (40.2). Comme l'équation (40.6) découle tout 
naturellement de (40.2), nous shercherons à résoudre l'équation (40.6). À l'aide 
-de (40.3) nous pouvons la méttre sous la forme 


wir3+23— const. (40.12) 
Le premier membre de cette relation est une quantité essentiellement positive, 


étant la somme de deux carrés. On peut donc désigner le second membre de 
J'équation par o&?42, ce qui revient à introduire la nouvelle constante 4. Alors 


22= 6? (A3— x). (40.13) 
‘Comme x? > 0, on a r < À et on peut poser 
z= À cos 6, (40.14) 


-où @ est une fonction inconnue du temps t. En portant (40.14) dans (40.13), 
-en obtient 


22 = WA? (1— cos? 6) — 624? sin, 

d'où 

z= + wAsin 8. 
D'autre part, en dérivant l'expression (40.14) par rapport au temps on trouve 

g— — 64 sin 0. 
En comparant les expressions de x, on trouve 8 — +®, d'où 

9 = + ot + 6, 
-où Ô est une!constante arbitraire, On écrira donc 

x = À cos (+ ot + 6). 

Les deux expressions de x, à savoir: z, — À cos (wt + ô) et x, — À cos (—wt + 
+ 6) — À cos (ot — 6) peuvent être réunies en une seule puisque 8 est une 
-constante arbitraire. Dans l’expression de x, on peut remplacer ô par —& et 


-écrire dans le cas général 
‘ x = À cos (ot + ô) 


-qui n'est autre que l'équation (39.1). 


$ 41. Pendule pesant 


1. Un pendule pesant est constitué par un corps mobile autour 
d’un axe horizontal fixe dont le point d’intersection À avec le plan 
-vertical passant par le centre de masse du pendule est son point de 
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suspension (fig. 85). A tout instant la position du corps peut être 
caractérisée par l’angle d'écart de l’axe du peridule avec sa position 
d'é équilibre. L'angle @ joue ici le rôle de la coordonnée généralisée q. 
L'énergie cinétique du pendule pesant est 


Ci - 
Ecin — 19; 


où 7 est le moment d'inertie du pendule par rapport à l'axe de sus- 
pension A. Son énergie potentielle est £,t — mgh, où h est la hau- 
teur d’élévation du centre de masse C par 
rapport à sa position la plus basse. Dési- 
gnons par a la distance entre le centre de mas- 
se C et le point de suspension 4. Nous avons 
alors 


Epot = Mmga (1 — cos ç) = 2mga sin? 


Si les oscillations sont de petite amplitude, 
on peut remplacer le sinus de l'angle œ/2 par 
l'angle. Dans cette approximation 


p?. 


Dans le cas des petites oscillations les éner- . 

gies potentielle et cinétique se ramènent à Fig. 85 

la forme (40.8) avec à — mga et 8 = 7. On 

en conclut que les oscillations de faible amplitude du pendule pe- 
sant seront approximativement harmoniques, de pulsation 


o= y (41.4) 


mga 
Epot Tre9 


et de période 


ME 
Ten (41.2) 


Si la période des oscillations ne dépend pas de leur amplitude, 
ces oscillations sont dites isochrones. Les petites oscillations du pendule 
pesant sont isochrones. Les oscillations sont approximativement 
isochrones lorsque l’amplitude angulaire du pendule ne dépasse pas 
quelques degrés ; pour des amplitudes plus grandes l’isochronisme 
n'a plus lieu. L’isochronisme des oscillations du pendule est utilisé 
dans les horloges. 

Un cas particulier de pendule pesant est le pendule simple. C'est 
un pendule dont toute la masse est pratiquement concentrée en un 
seul point — le centre de masse € du pendule. Un pendule simple est 
constitué, par exemple, par une petite bille suspendue à un fil de 
{ongneur / 
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En substituant dans la formule (41.2) a = !, I = ml, on obtient 
ÊTES 

= — 1.3 

ny L. (41.3) 


En comparant les formules (41.2) et (41.3), nous voyons que le 
pendule pesant se comporte comme un pendule simple de longueur 
je (41.4) 


ma 


C’est la longueur réduite du pendule pesant. Bien que la démonstra- 
tion ne se rapportait qu'aux petites oscillations des pendules, elle 
reste valable pour les oscillations d'amplitude finie qui ne sont pas 
isochrones. La seule condition imposée est que les amplitudes angu- 
laires du pendule pesant et du pendule simple soient égales. Nous 
laissons au lecteur le soin de le démontrer. 

2. Portons le long de la droite AC, à partir du point de suspen- 
sion À, un segment de droite AA’ de longueur égale à la longueur 
réduite ! du pendule pesant (cf. fig. 85). Le point A’ ainsi défini 
est le centre (axe) d'oscillation. On peut définir le centre d’oscillation 
comme un point mathématique où on devrait concentrer toute la masse 
du pendule pesant pour que la période de ses oscillätions reste inchangée. 
D'après le théorème de Huygens-Steiner 7 = 7,4 + ma?, où I est 
le moment d'inertie du pendule par rapport à un axe parallèle pas- 
sant par le centre de masse C. En portant cette expression de 7 dans 
(41.4) on obtient | 


I=a+ie. (41.5) 


On voit tout d’abord que { > a, c’est-à-dire que le point de 
suspension À et le centre d’oscillation À’ se trouvent de part et 
d’autre du centre de masse C ; la deuxième conclusion que l'on peut 
faire est qu’à tous les points de suspension situés à une même distance 
du centre de masse du pendule correspond la même longueur réduite À 
et par suite la même période T des oscillations. 

Le point de suspension et le centre d’oscillation sont des points 
conjugués. Si on suspend le pendule au centre d’oscillation À’, sa 
période restera inchangée et l’ancien point de suspension A jouera le 
rôle d'un nouveau centre d’oscillation. C’est l'énoncé du théorème de 
Huygens que nous allons démontrer. Désignons par a’ la longueur du 
segment A'C et supposons que le point de suspension du pendule 
est 4”. Sa longueur réduite sera alors 


l'a + 


Mais a’ — | — a, ou en vertu de la relation (41.5) «' = 1 ç/(ma). 
En portant cette valeur dans la formule précédente on obtient { — 


Te 
ma” 
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= Je + a. Par suite !' — Z, ce qui signifie que la; longueur réduite 


ainsi que la période du pendule pesant sont restées inchangées. 
C’est ce qui démontre le théorème de Huygens. 


3. Donnons une autre démonstration du théorème de Huygens dégageant 
mieux toute sa signification. Déplaçons le point de suspension du pendule le 
long d’une même droite passant par le centre de masse C et voyons comment 
varie la période de ses oscillations. Lorsque le point de suspension À se trouve 
à une distance infinie de €, le pendule se comporte comme un pendule simple 
dont la période d'oscillation est infiniment grande. À mesure que le point de 
suspension À s6 rapproche du centre de masse C, la période d'oscillation com- 
mence par diminuer, puis lorsque le point À se confond avec le centre de masse C, 


? 


Fig. 86 


le pendule se trouve dans un état d'équilibre indifférent quelle que soit la dévia- 
tion qu'on lui impose; cela signifie que sa période d'oscillation devient de 
nouveau infiniment grande. Ainsi, à mesure que le point À se rapproche du 
point C, la diminution de la période fait place à son augmentation. Pour cette 
position du point de suspension, la période d'’oscillation devient minimale. 
Lorsque le point de suspension dépasse le point C sur la droite AA’, la période 
des oscillations revenant de l'infini commence à diminuer. La période des 
oscillations a même valeur en deux points de suspension équidistants du point C 
le long de la droite A4’. 

Au lieu de ne de période d’oscillation, on peut utiliser la longueur 
réduite du pendule ? dont la valeur définit univoquement sa période d'oscilla- 
tion. Lorsque le point de suspension s'éloigne à l'infini ou se rapproche du 
centre de masse C, la longueur réduite Z tend vers l'infini et pour certaine position 
intermédiaire du point de suspension, elle atteint sa valeur minimale. Sur la 
figure 86, on a porté en abscisses la quantité a et en ordonnées la longueur rédui- 
te Z. La courbe comporte deux branches symétriques par rapport à l'axe des 
ordonnées. Une branche correspond au cas où le point desuspension se trouve 
d’un côté du centre de masse C et la deuxième branche, au cas où il se trouve de 
l’autre côté. L'équation (41.5) donnant la description analytique de cette courbe 
peut s'écrire sous la forme 


a? Ja+ € 0. (41.6) 
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À une valeur fixe ?5 de la longueur réduite correspond surfla figure 86 une 
droite horizontale 1 = /,. Ses points d’intersection avec la courbe déterminent 
les positions des points de suspension du pendule pesant telles que sa longueur 

réduite soit égale à la valeur donnée 9. En fait il y a quatre points 
4 d’intersection, dont deux se trouvent d’un côté du centre de masse 


4 C et deux autres de l’autre côté. Les positions de ces points se 
laissent aisément calculer par l’équation quadratique 
T 
b a— Lja+ 0, (41.7} 
4, Fe 


Si Lo > 2 VIT c/m, cette équation a deux racines ‘réelles positives 
ç ais telles que 


Ce + a — lo. (41.8) 


; 5 
4 A7 1] y a donc deux points de suspension 4, et 4, situés du même côté 
par rapport au point C, auxquels correspond une même longueur 
réduite 4 (fig. 87). De l’autre côté du point C on trouve les points 
Ai et 4° symétriques des points À, et 4, et définissant la même 
4! longueur réduite 4. Si 5 = 2 #1: c/m, les racines de l'équation 
€ (41.7) coïncident, i.e. chaque paire des points de suspension se 
Fig. 87 confond ; si 4j << 2 V' Tom, les racines de l'équation (41.7) sont 
imaginaires, ce qui signifie qu’il n'existe pas de points de suspension 

pour lesquels la longueur réniuite serait inférieure à 2 V'Toim. 
Le théorème de Huygens est maintenant parfaitement évident. En effet, 
il résulte de (41.8) que les distances entre les points À, et Az et les points 4; 
et 4, sont égales toutes deux à la longueyr réduite ! du pores En prenant 

l'un des points de chaque paire pour point de suspension, l’au- 

tre point jouera le rôle dé centre d’oscillation. Or c’est juste- 
ment ce qu’affirme le théorème de Huygens. Nos considérations 
montrent également que le point de suspension et le centre d’os- 
cillation se trouvent de part et d'autre du centre de masse à des dis- 


lances inégales de celui-ci. Dans le cas où lj = 2 VT c/m les 
points Ayet A», ainsi que les points A1 et. A; sont confondus. 
Dans ce cas exceptionnel le point de suspension et le centre d'oscil- 
lation sont symétriques par rapport au centre.de masse C. 


4. Le théorème de Huygens est utilisé dans le pen- 
dule réversible servant à la mesure précise de l’accé- 
lération de la pesanteur. Il existe plusieurs construc- 
tions du pendule réversible; la figure 88 représente 
l’une d’elles. Le pendule est constitué par une tige 
d’acier d'environ un mètre de longueur, sur laquelle 
sont rigidement fixés deux couteaux prismatiques en 
acier À et À’ et une lentille en acier B, disposée entre 
A et 4’. Une autre lentille D se trouve près de l’une 
des extrémités de la tige (en dehors de l'intervalle 
AA') et peut coulisser sur la tige et être bloquée en 
position voulue. En faisant coulisser cettedli eème 
lentille, on arrive à égaliser les périodesocs’dx ation du pendule 
lorsqu'on le fait osciller successivement autour des couteaux À et À’. 
Comme les couteaux À et À’ sont asymétriques par rapport au centre 


Fig. 88 
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de masse €’, leur distance de séparation définit la longueur réduite L 
lorsque les périodes des oscillations deviennent égales. Ayant mesuré- 
la période T on peut calculer g par la formule (41.3). 


* $ 42. Suspensions bifilaire et trifilaire 


1. Calculons la période des petites oscillations d’une suspension bifilaire 
qui est un dispositif constitué par deux fils AB et CD de même longueur, sup-- 
portant un corps pesant BD (fig. 89). Sionfait tour- 
ner le corps suspendu autour de l’axe vertical 00”, : £ 4 0 a À 
il commence à effectuer des oscillations de torsion 
autour de cet axe. La suspension bifilaire est un 
système ayant un seul degré de liberté. Pour coor- 
donnée déterminant sa position instantanée il est 
commode de prendre l’angle de rotation du corps 
BD autour de l'axe OO’ par rapport à la position 
d'équilibre. 

L'énergie cinétique du système est FÆcin = 
= l/, Ig*, où I est le moment d'inertie: par rap- 
port à l'axe 00". L'énergie potentielle est Epot — 
—mgh, où k est la hauteur instantanée: du corps 
par rapport à sa position d'équilibre, Désignons par 
1 la longueur 00" à l'équilibre, par 2a la distance 
entre les fpoints de suspension C et À, par 2b la 
distance DB. On suppose le système symétrique, Fig. 89 
les points O et O’ se trouvant au milieu des seg- 
ments de droite CA et DB, et les fils de suspen- 
sion inextensibles, ce qui permet de déterminer la hauteur hk. Choisissons um 
système de coordonnées rectangulaires d'origine ©, l’axe X étant dirigé sui- 
vant la droite OA, l'axe Z suivant la droite OO’ et l'axe YŸ suivant une direction: 


orthogonale aux axes X et Z. Les coordonnées du point À restent invariables. 
et égales à 


TA = 4 ya — 0, z4 = 0. 


A l'équilibre, les coordonnées du point B sont égales à 
29 =D, y =0, 29 —1. 
RS le système tourne d’un angle les coordonnées de ce point deviennent: 
égales : 
tp = bcos®p, yr—bsinp, Zzn—=!1—h. 
La condition de l’inextensibilité du fil AB ést: 
(Gca—2A) + (un ya) + (na) = (2% —20)8+ (y — y) + (29 — 30), 
ou encore 
@ cos @ — a)? + Bb? sin? @ + (1 — h)? = (b — a}? LP, 
On en tire après réarrangement 


_ 2ab(1—cosp) _ 4ab 2 Ÿ 
ER Er it 


Si l’amplitude des oscillations est petite, on peut poser sin (q/2) — œ/2. Comme 
k < 21, on peut négliger k dans le dénominateur. Avec ces approximations 


ab mgab 
h=— 9, Epot— Se p?. 
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Ainsi les énergies cinétique et potentielle sont ramenées à la forme (40.9), 
mgab 
l 


AVEC & — et $ — I. Il s'ensuit que les oscillations du système seront har- 


-moniques, de période 
11 


T=2n (42.1) 


mgab * 


La période des oscillations est proportionnelle à la racine carrée du moment 
d'inertie et inversement proportionnelle à la racine carrée de la masse du système. 
Supposant que le corps BD est un barreau métallique, dévions-le de sa position 
d'équilibre et laissons-le effectuer des oscillations de torsion. Ces oscillations 
seront relativement lentes. Fixons au point O’ un poids important et remettons 


Fig. a. Fig. 91 


le système en oscillation. Nous constaterons que les oscillations sont devenues 
plus rapides: la raison en est qu'ayant fixé le poids den te sur l'axe 
de rotation, nous avons accru considérablement la masse du système sans que son 
moment d'inertie en soit pratiquement modifié. La diminution de la période 
d'oscillation peut s'expliquer aussi de la manière suivante. Le système revient 
dans sa position d'équilibre sous l’action des composantes horizontales des forces 
de tension des fils. En ajoutant un poids supplémentaire nous augmentons con- 
sidérablement la tension des fils sans que le moment d'inertie augmente notable- 
ment, et nous obtenons une diminution de la période d'oscillation. 

2. La formule (42.1) permet aussi de calculer la période d’oscillation d'une 
suspension trifilaire représentée schématiquement sur la figure 90. Les points de 
suspension À, € et M sont disposés sur un cercle de a a, et les points B, 
D, N sur un cercle de rayon b. Le disque inférieur peut effectuer des oscillations 
de torsion autour de l'axe vertical 00’. Le calcul qui nous a conduit à la formule 
(42.1) s'applique ici sans ajout, puisqu'il se base sur la constance de la longueur 
du seul fil de suspension AB. La constance de la longueur du second fil CD en 
découle automatiquement. 

Les dispositifs à suspension trifilaire servent à la mesure du moment d'’iner- 
tie des corps. On commence par mesurer la période d'oscillation T, du dispositif 
à vide, et on en déduit son moment d'inertie 


mogab T2 
An? LE 


Lo 
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On place ensuite sur le disque inférieur Le corps de masse » dont on cherche à 
déterminer le moment d'inertie Z. Soit T la période d'oscillation de torsion du 
dispositif sous charge. Le moment d'inertie du système par rapport à l’axe 00" 
est alors 


I+ = -Crmse pa, 


En soustrayant l'expression précédente on trouve le moment d'inertie 7 cherché. 

‘3. Indiquons une deuxième méthode de mesure des moments d'inertie qui, 
souvent, est d’un usage plus commode. Suspendons le corps étudié à un fil 
d'acier de telle sorte qu'il puisse effectuer des oscillations de torsion autour 
d'un axe vertical confondu avec l’axe du fil (fig. 91). Lorsqu'on fait tourner le 
corps d’un angle , le fil subit une torsion qui fait apparaître un moment des 
forces M qui cherche à ramener le corps à sa position d'équilibre. L'expérience 
montre que le moment J est, dans de larges limites, proportionnel à l’anglé 
o: M = —fp, où f est une constante caractérisant le fil et appelée module de 
torsion. On peut donc écrire 


Ip=—j0. 


Puisque cette équation est mathématiquement identique à l'équation (40.1), 
le corps suspendu effectuera des oscillations de torsion harmoniques de période 


ray 2. (42.2) 


Remplaçons le premier corps par un autre de moment d'inertie [’. La nouvelle 
période d’oscillation sera 
FA 
T'=2n A 2 
Î 


Le rapport de ces deux expressions 


ICT } 
r=(r 
uv contient plus le module de torsion inconvu f. 

Si on connaît l'un des moments d'inertie, Z par exemple, cette formule 
permet de calculer le moment d'inertie Z' du second corps. Le moment d'inertie 7 
peut être calculé connaissant la configuration géométrique et la masse du corps. 
It faut pour cela prendre un corps de forme Re par exemple un cylindre 


2 ue sphère. La formule (42.2) peut servir à la mesure des modules de torsion 
es fils. 


PROBLÈMES 


1. Soit un point matériel se mouvant dans le champ de gravitation sui- 
vant une corde de cercle avec une vitesse initiale nulle (fig. 92). Montrer que le 
temps qu’il met pour passer du point supérieur À au point inférieur B ne dépend 
pa de la position du point À sur le cercle. (Galilée utilisa ce fait pour établir 

loi des petites oscillations du pendule simple. Pour trouver la période d’oscil- 
lation du pendule, Galilée substitua la corde AB au petit arc de cercle ADB 
suivant lequel se mouvait le point mobile.) Calculer dans cette approximation 
la période d’oscillation du pendule et montrer que cette approximation conduit 
à une relation correcte entre la période d'oscillation, la longueur £ du pendule 
et l'accélération de la pesanteur g. Comparer le résultat obtenu avec la formule 
exacte (41.3). AT SRE 

Réponse. T=8YUe. 


15—01433 
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2. On fait passer un fil sur une poulie immobile de moment d'inertie Z 
et de rayon r (fig. 93) ; à une extrémité de ce fil est suspendu un poids de masse m, 
l'autre extrémité du fil étant attachée à un ressort fixe. Calculer la période 
d’oscillation du poids, le coefficient d'élasticité du ressort étant égal à 4 et le 
fil ne glissant pas sur la poulie. 

Tr 

Réponse. r=2ay Er. 

3. Un pendule pesant est constitué par une tige homogène de longueur ! 
suspendue à l’une de ses extrémités. Calculer la période d'oscillation de ce 
pendule. 

Réponse. T7 —2n Br 

4. Un corps de révolution de rayon «a, de moment-d'inertie 7 (par rapport 
à l’axe géométrique du corps) et de masse m roule sans glissement sur la surface 


/ 


q 
Fig. 92 Fig. 93 


ntérieure d’un cylindre de rayon R en effectuant de petites oscillations autour 

d’une position d'équilibre (fig. 94). Calculer la période de ces oscillations. 
Solution. En considérant ce mouvement comme une rotation autour 

de l'axe instantané *) à une vitesse angulaire «, on écrira pour la vitesse de son 


centre v — œa. Cette même vitesse peut s'exprimer par v= (AR — a) ®- En 
égalant ces deux équations, on trouve 


R—a ° 
e + 


QD —= 


Selon le théorème de Kôünig, l'énergie cinétique est 


à . 4 F . 
pat tnt (ns Lean 


L'énergie potentielle est 


Ü=mg(R—a)(1—c0s 4) & LE (R— a) qe. 


+) La définition de l’axe instantané est donnée au.$ 45, 
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En appliquant la méthode générale exposée au $ 40, nous trouverons 


I R—a 
T—2r 4 ( | + =) £ . 
En particulier, pour un cylindre massif et une sphère massive 


73 R—a TT R—a 
T—=2n 12 FT & , T=2n F & . 

5. Un cylindre.de moment d'inertie { (par rapport à l'axe géométrique 
longitudinal) de masse m et de rayon r repose sur un plan horizontal. A l'axe 
du cylindre sont attachés deux ressorts à boudin horizontaux dont les extrémi- 
tés sont fixées à un mur (fig. 95, vue de dessus). Les coefficients élastiques des 


0 
R 
© 
A 
Fig. 94 Fig. 95 


ressorts sont égaux à k,; les ressorts peuvent travailler aussi bien à la compression 
qu’à l’extension. Déterminer la période des petites oscillations du cylindre qui 
apparaissent si on écarte le cylindre de sa position d'équilibre et qu'on l’aban- 
donne ensuite à lui-même, lui permettant de rouler sans glissement sur le plan 
horizontal. 
: 2n à l'I 2 A = 
Réponse. T— = V + . Pour un cylindre massif T1 y 3m/K. 
6. Une plaque carrée homogène est suspendue au plafond d’une salle par 
quatre cordes parallèles attachées aux sommets de la plaque; la longueur de 
chaque corde est Z. Calculer la pone des petites oscillations de torsion de 
la plaque qui apparaissent si on fait tourner la plaque d’un petit angle autour 
de l'axe vertical. 
} ‘ TT. 
Réponse. T—2n Er 


Dans le cas-plus général où la plaque n’est pas homogène, mais son centre 
de masse coïncide avec son centre géométrique 


211 
Mga? ? 
aù Z est le moment d'inertie de la plaque par rapport à l'axe vertical passant 
par son centre et a la longueur de l'un de ses côtés. 
7. Trois tiges homogènes, chacune de longueur {, sont réunies entre elles 


per des fils courts, comme indiqué sur la figure 96. On fait tourner la tige infé- 
rieure d’un petit angle autour de l’axe vertical passant par le centre du système, 


ne 


T=2n 
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puis on l’abandonne à elle-même. Calculer la période des petites oscillations 
du système dans le cas où les tiges ont mêmes masses. 


: ca 
Réponse. rem y 


Fig. 96 


8. Une bille de masse m est suspendue à l'extrémité inférieure d’un ensemble 
de deux ressorts mis bout à bout dont les raideurs sont k, et k, (fig. 97). Cal- 
culer la période de ses oscillations verticales. $ 


Réponse. =2aV/m (4 +). 
1 3 
Indication. Démontrer que lors des compressions et des extensions, 
les deux ressorts se comportent comme un seul ressort dont la raideur aurait 
pour valeur: 


nee 
k 7 k, ko 
9. Calculer la période des oscillations de torsion d'un disque emmanché 
sur un support constitué de deux tiges différentes engagées l'une dans l’autre 


Fig. 98 Fig. 99 


(fig. 98). L'extrémité supérieure 4 du support est fixe. Si le disque n’était 
emmanché que. sur la première tige, sa période d'oscillation aurait été T; et 
s’il ne l'était que sur la seconde, sa période aurait été 7. 

Réponse. T— VTETE Tè. 
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10. Calculer la période des petites oscillations d'un pendule pesant ds 
masse rm», attaché en son centre de masse C à un ressort horizontal de coefficient 
d'élasticité k; l’autre extrémité du ressort est fixée au mur (fig. 99). Le moment 
d'inertie du pendule par rapport à son point de suspension est J, la distance 
entre le point de suspension et le centre de masse du pendule est a. A l'équilibre 
le ressort n’est pas déformé. 


; 7 Li. 2 
Réponse. = es 


11. Soit un système oscillant constitué par une tige homogène de longueur! 
et de masse m pouvant tourner autour d’un axe horizontal © passant par l’une 
de ses extrémités et perpendiculaire à l'axe longitudinal de la tige (fig. 100). 
L'autre extrémité de la tige est suspendue à un ressort de cocfficient d’élasti- 
cité k. La distance entre Le centre de masse de la tige et l'axe de rotation CO = a. 


LL 


Fig. 100 Fig. 101 


Le moment d'inertie de la tige par rapport à l'axe O est égal à J. Calculer l’al- 
longement du ressort x, (par rapport à sa longueur à l’état non déformé) dans 
la position d'équilibre si dans cette position la tige est horizontale. Calculer 
to) la période des petites oscillations de la tige autour de la position d'équi- 
ibre. 


Réponse. m= 7, T = 2x}/ LE: 


42. Une courte plaque élastique est fixée à l'extrémité d'une tige homogène 
de longueur ! et de masse m. On bloque une fois la plaque dans un étau de façon 
que la tige pointe vers le bas et une autre fois de manière que la tige pointe vers 
le haut (fig. 101). Calculer le rapport des périodes des petites oscillations de la 
tige dans ces deux cas. Le moment des forces élastiques de la plaque est pro- 
portionnel à l’angle de déviation de la tige de sa position d'équilibre. Le coef- 
ficient de proportionnalité est égal à k. 


: Ti 2k — mgl 
Réponse. T, DE EmEt 


13. Deux billes non fixées de masses m, et m, sont réunies par un ressort à 
boudin de coefficient d'élasticité 4. Calculer la période des oscillations des billes 
par rapport au centre de masse du système, résultant d’une extension du ressort. 


Réponse. T—2n pete —, 

Do V + mie | 

14. Deux disques de moments d'inertie J, et 7, sont emmanchés sur un axe 
commun passant par leurs centres. L’axe est une tige de module de torsion f. 
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Calculer la période des oscillations de torsion de l'un des disques par rapport à 
l’autre en supposant que le système est libre. Négliger la masse de la tige. 


Réponse. T—=2r RUES 
RAUTEDS 
15. Deux cylindres massifs et homogènes de même rayon À, de masses m 


et m,, reposent sur une table horizontale, étant attachés l'un à l’autre par deux 
ressorts identiques de coefficient d'élasticité 4 (fig. 102, vue de dessus). Cal- 
culer la période des petites oscillations qui apparaissent lorsqu'on abandonne 


Fig. 102 


le système à lui-même après avoir tendu les ressorts et sans avoir communiqué 
au système de vitesse supplémentaire. Les cylindres roulent sur la table sans 
glissement. Les ressorts peuvent travailler à la compression et à l'extension. 


mime 
Fr & Gr) se2e 
16. Les oscillations d’un pendule simple ne sont approximativement iso- 
chrones que tant que leurs amplitudes sont petites. Huygens se fixa pour tâche 
de construire un pendule dont les oscillations seraient rigoureusement iso- 


Réponse. T=nx 


Fig. 103 


chrones, quelle que soit l'amplitude des oscillations. Il démontra que c’est le cas 
d'un pendule cycloïdal. Le pendule cycloïdal simple est constitué par un point 
matériel qui oscille en se déplaçant sur un arc de cycloïde sous l’action de la 
force de pesanteur. Démontrer que les oscillations d'un pendule cycloïdal sont 
isochrones et étahlir la formule exprimant sa période. 

Solution. On sait que la cycloïde est la courbe décrite par un point 
d'un cercle qui roule sur une droite fixe. Pour nos besoins nous devons prendre 
une cycloïde convexe vers le bas. Nous supposerons donc que le cercle est disposé 
au-dessous de la droite horizontale sur laquelle il roule (sur la figure 103 cette 
droite est représentée en pointillé). On prend pour axe X une droite parallèle 
à la droite de roulement et décalée vers le bas d’une distance égale au diamètre 
2a du cercle. Supposons que le point 4 du cercle, qui décrit la cycloïde, occupe 
dans sa position Initiale un point d'ordonnée 2a sur l'axe Y. Si, en roulant sur 
la droite, le cercle tourne d'un angle œ, son centre C se déplace vers la droite 
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d’une distance a et Le point À se déplace par rapport au centre € vers la gauche 
d’une distance & sin p et vers le bas d’une distance a (1 — cos p). Les coordon- 
nées rectangulaires du point À deviennent alors 


z=a(p—sinçp}, y = a (i+ cos p}. 


C'est la forme paramétrique de l'équation de la cycloïde. Admettons maïnte- 
nant que x et y désignent les coordonnées du point matériel effectuant des oscil- 
lations cycloïdales sous l’action de la force de pesanteur. Le paramètre œ de- 
vient alors une fonction du temps. L'énergie potentielle du point est U = mgy 


et son énergie cinétique est À — F (a + °). Ayant calculé les dérivées x, y 
et procédé à quelques transformations élémentaires, il vient 


U —2mga cos? + , X—2maisin? + 2. 
: : | ® ; 1.  : an 
Introduisons la notation g:= cos T- Alors g— —z sin 5-9. La quantité g peut 


être choisie pour coordonnée du point oscillant et sa dérivée q représentera donc 
sa vitesse généralisée. Avec ces notations 


U=2mgag?, K —8maq®. 
L'énergie potentielle est une fonction quadratique de la coordonnée g et l'éner- 


gie cinétique est une fonction quadratique de la dérivée q avec les coefficients 
constants. Il s'ensuit que quelles que soient les amplitudes, les oscillations du 
pendule cycloïdal seront isochrones et harmoniques de période 


T=2n Ve 
£g 


17. Un pendule est suspendu à un élastique tendu si fortement qu'on peut 
négliger sa longueur initiale. Le pendule peut-il effectuer des oscillations hori- 
zontales harmoniques et isochrones d'amplitude aussi grande que l’on veut? 
S'il le peut, calculer la période d'oscillation. Le nn eut-il effectuer des 
mouvements circulaires dans un plan vertical? Quel sera le mouvement pour 
des conditions initiales arbitraires? 

Réponse. Les deux types de mouvement sont possibles. Leur période est 


T=21 ee, 


où m est la masse du pendule et 4 le coefficient d’élasticité de l'élastique. Pour 
des conditions initiales arbitraires, le mouvement du pendule sera elliptique de 
période de révolution T. 

18. Sur une barre tournant dans un plan horizontal à la vitesse angulaire 
constante © glisse sans frottement un poids de masse m retenu à une certaine 
distance de l’axe de rotation par un ressort de coefficient d'élasticité #4 et de 
longueur initiale ro. Quel sera le mouvement du poids si on arrête instantané- 
mnt la rotation de la barre. 


3 — 
Réponse. r = rp{1+ — cos pt), Avec Op = V km. On doit 


co? 
avoir © << wg sinon le poids placé sur la barre en rotation s'éloignera indéfi- 
niment de l'axe de rotation et l'équilibre postulé dans l'énoncé du problème 
deviendra irréalisable. 

19. On attache à un ressort horizontal un corps de masse M — 10 kg repo- 
sant sur une table lisse sur laquelle il peut glisser sans frottement (fig. 104). 
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Un projectile de masse m = 10 £ vient percuter ce corps et s'y encastre. La 
vitesse horizontale du projectile dont la trajectoire est dans l’axe du ressort est 
v — 500 m/s. Sous l’action du choc, le corps avec le projectile s'écarte de sa 


Fig. 104 


position d'équilibre et commence à osciller par rapport à cette position avec une 
amplitude a = 10 cm. Quelle est la période d’oscillation du corps? 


MERE ie 


20. Une bille est enfilée sur une aiguille à tricoter en acier dont une extré- 
mité est fixe. En supposant que la masse de l'aiguille est négligeable par rap- 
port à celle de la bille, montrer que la période des petites oscillations que l'on 
provoque en tirant la bille de côté est proportion- 
nelle à la distance ! entre la bille et le point de 
fixation de l’aiguille. 

Indication. Considérons une aiguille à 
tricoter auxiliaire en forme de bague. Si on la cou- 
pe en un point quelconque et qu'on fixe sur les 

outs en regard deux petites billes À et B, on verra 
apparaître des forces élastiques radiales F appliquées 
aux billes et tendant à redresser l'aiguille recour- 
bée (fig. 105). L’intensité de ces forces ne dépend 
pas du lieu de coupure. Ayant fait cette remarque, 
Fig. 105 revenons-en à notre problème. Si on déplace la bille 
enfilée sur l'aiguille, celle-ci se déforme. Tant que 
les déformations sont petites, la région de l’aiguil- 
le comprise entre la bille et le point de fixation de l'aiguille peut être con- 
sidérée en première approximation comme arc de cercle. Conformément à la 
remarque que nous venons de faire, la force agissant sur cet arc de courbe dé- 
formé est partout la même. Partant de là, il ne reste qu’à démontrer que le 
coefficient d’élastieité k de l’aiguille est inversement proportionnel au carré 
de la longueur 1. 

21. Calculer la période des oscillations d’un pendule pesant en fonction 
de leur amplitude angulaire. 

:_ Solution. Appliquons la loi de la conservation de l'énergie 


Réponse. T=2n 


Fe 
7 Pi = mea (cos p—cos Po), 


où œ est l'angle d'écart du pv avec sa position d'équilibre, ®o la valeur 
maximale de cet angle GaR itude angulaire des oscillations). Introduisons la 
longueur réduite du pendule (formule 41.4); après quelques transformations 
simples, nous obtenons 


de _ y £ 7” i a Po _ in2 ?_ 
DE 2 1 Le sin 5 sin 5: 
Résolvons cette équation par FA ppor à dt, puis intégrons sur @; nous trouve- 


rons alors que la période d'oscillation du pendule 7 est égale au quadruple du 
temps que met le pendule pour parcourir l’angle compris entre @ — 0 et ® = q. 
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Pour faciliter l'intégration nous introduirons une nouvelle variable d'intégra- 
tion u —=-sin (/2) sin (9/2) et obtiendrons ainsi 


— a/2 
T=4 Ve | ne 
£ 9 Vi Ksint 


où 4 = sin (ÿ/2). L'intégrale qui figure dans cette formule ne se laisse pas pren: 
dre en fonctions élémentaires ; elle porte le nom d'intégrale elliptique de première 
espèce et se laisse représenter par une série infinie. Comme | k sin u | < 1, la 
quantité sous le signe d'intégration peut être développée en série par la formule 
du binôme de Newton: 
(4—k2 sin? u)- 1/2 — 14 k2 sin? ut TS k4 sint u+ 

1:3-5 


6 sinf 
526 À sinf u+..… 


Cette série étant régulièrement convergente, on peut l'intégrer terme à terme; 
nous trouverons ainsi: 


, ra CU ET RC CP D 
ro [14 Esin R+() sin GT 
1:3:5\2 , 4 Po 
+(353) sin RE 
Pour de petites amplitudes ® cette formule se ramène à la formule (41.3). 


$ 43. Les invariants adiabatiques 


1. L'énergie, l'impulsion et le moment cinétique d'un système 
mécanique sont fonctions de ses coordonnées et de ses vitesses. Pour 
un système fermé ces quantités se conservent, i.e. ne varient pas avec 
le temps. Si le système n'est pas fermé et les paramètres caractérisant 
son état varient dans le temps, les quantités ci-dessus varient en 
général elles aussi. Considérons, par exemple, un pendule simple dont 
le fil de suspension passe sur un clou. Les paramètres sont la longueur 
1 du fil et l'accélération de la pesanteur g. En tirant sur le fil on 
peut diminuer ou augmenter sa longueur !, mais ce faisant on effectue 
un travail extérieur et par suite l'énergie du pendule doit changer. 
On peut aussi modifier l'accélération de la pesanteur en faisant. 
monter ou descendre le pendule par rapport à la surface terrestre. 
Parmi toutes les variations que l’on peut faire subir aux paramètres 
extérieurs un rôle particulier revient aux variations infiniment 
lentes que l’on appelle variations adiabatiques *). 

Dans ce cas, aussi lentes que soient les variations des paramètres, 
ceux-ci peuvent prendre toutes les valeurs compatibles avec la posi-- 


*) En thermodynamique le terme « adiabatique » a une autre signification. 
Re proue est dit adiabatique s’il s'effectue sans apport ou évacuation de la 
chaleur. 
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tion du problème, ce qui exige évidemment un temps suffisamment 
long. Les variations des paramètres du système, aussi lentes soient- 
elles, entraînent la variation des autres grandeurs physiques. Nous 
avons déjà indiqué que l’énergie du système ne reste pas constante 
puisque lors des variations des paramètres du système un travail est 
effectué. Mais il peut exister des grandeurs qui resteront invariables 
ou presque invariables $i la variation des paramètres est très lente. 

Les fonctions des coordonnées, des vitesses et des paramètres du systè- 
me, qui restent constantes lors des variations infiniment lentes des para- 
mètres du système, sont désignées sous le nom d’invariants adiabatiques. 
.Nous préciserons plus tard cette définition puisqu'il faut s'entendre 
d’abord sur la signification du qualificatif «infiniment lent ». 
Les invariants adiabatiques jouèrent un rôle important dans l’an- 
cienne théorie atomique semi-classique de Bohr, mais il existe 
d’autres domaines de la Physique où ils conservent toute leur valeur. 

2. Pour bien éclaircir la signification de la notion d’invariant 
adiabatique, considérons l’exemple simple mais fort important d’un 
oscillateur harmonique dont la fréquence propre varierait lentement 
dans le temps. C’est le cas d’un pendule simple dont les paramètres 
lentement variables seraient la longueur ? du fil de suspension et 
l'accélération en chute libre g (plus exactement leur combinaison 
©? — g/l). Un autre exemple est fourni par les oscillations d’une 
bille attachée à un ressort dont le coefficient d’élasticité k varierait 
lentement dans le temps. Tous les systèmes désignés sous le nom d’os- 
cillateurs harmoniques sont mathématiquement équivalents. Aussi 
prendrons-nous pour exemple la bille attachée à un ressort. Pour le 
ramener au problème du pendule simple, il suffit de poser k — mg/l. 
Tant que nous nous attachons au seul aspect mathématique du problè- 
me, il importe peu de connaître la cause de la variation lente du 
coefficient d'’élasticité 4 du ressort ou de n’importe quelle autre 
quantité lentement variable. 

L'énergie totale d’un oscillateur harmonique est 


mva kx? 
FE IR 


Sa dérivée par rapport au temps peut s’écrire 


. . . x? » 

E = (muv + krx) - Th. 
La quantité entre parenthèses s’annule puisque z = v, la force agis- 
sante F — —kzx et selon la loi de Newton mv — F. En introduisant 


l'énergie potentielle U — 1/, kx?, nous obtenons 


É =U (x) e. (43.1) 
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Jusqu'ici nos calculs étaient parfaitement exacts. Utilisons main- 


tenant le fait de la variation lente du paramètre k et de sa dérivée k. 
Dire que la variation est lente signifie que, # variant, le mouvement 
est toujours oscillatoire, à cette différence près que sa « période » T 
et ses élongations maximales varient légèrement d’une oscillation 
à la suivante. Cela veut dire que durant chaque oscillation, la varia- 
tion du paramètre X doit être très petite. C’est la conception usuelle 
d’une variation lente, qui ne saurait cependant suffire à notre 
problème, car il faut imposer une contrainte supplémentaire à la 
variation de k et de sa dérivée, en exigeant que durant chaque période 


d'oscillation le quotient k/k reste sensiblement constant. Plus 
exactement il faut que pour chaque période d’oscillation le rapport 


klk puisse être représenté sous la forme 


É2(È) d4a (43.2) 


où (Ælk)o est la valeur de ce rapport en un point quelconque de la 
période considérée, par exemple à la mi-période, et & une correction 


tendant vers zéro pour # — 0. En tenant compte de ces remarques, 
intégrons (43.1) entre les limites # et £ + T' (k) pour un instant t 
quelconque : 

. t+T 
k ’ , ‘ 
AE=E(+7)-E (= (+), [ | una’ +8] (48.3) 


t 


B est ici un terme correctif qui s’annule pour # — 0. (Nous avons 
désigné la variable d'intégration par €’ pour éviter toute confusion 
avec la limite d'intégration inférieure t.) Il suffit de calculer l’inté- 
grale qui entre dans cette formule à l’approximation d'ordre zéro, ce 
qui revient à admettre dans les calculs que durant le temps T le 
paramètre k ne varie pas. L'erreur que l’on commet alors sur la 


valeur de AE sera d’un ordre de petitesse en 4 égal ou supérieur à 2. 
Pour une raison identique on peut rejeter le terme correctif $. On 
peut encore rejeter l'indice O0 dans le facteur (k/k),. Cela revient 
à écrire 

T 


+ 
RACOILE (43.4) 
t 


+ 


Î 


AE 


où l'intégrale (et non pas le facteur devant l'intégrale) est calculée 
en supposant #£ constant. Lors du calcul de l'intégrale on peut prendre 
l'instant & pour origine du temps, i.e. poser & = 0, sans que le résul- 
tat en soit affecté. Pour k — const, la coordonnée x effectue des oscil- 
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lations Des Z = %o COS “e + 6), et par suite 


(ot+6) = E 14 + cos (2œf + 6)], 


puisque _——. totale E — 1/,kxi. En utilisant l’expression obte- 
nue et en procédant à l’intégration on obtient 


T T 
| Uat=+ 1 (1 + cos (2ut + 6)jdt = EL. 
ri) ( 


Le produit TÉ, aux termes d'ordre de petitesse en k supérieur près, 
représente l'accroissement Ak du paramètre k par période T. On 
peut donc écrire à la place de e. ” 


AE E. (43.5) 


Comme l'accroissement Ak par période peut être aussi petit que l’on 
veut, on peut considérer l'énergie Æ comme une fonction du para- 
mètre k; à la limite l'égalité approchée (43.5) devient une équation 
différentielle exacte Ê 


dE dk 
Se > Shane 
En l'intégrant on trouve 
he = const 
VE . 
et par suite 
ml — const. (43.6) 
Compte tenu de (40.3) et (40.4) nous en déduisons 
ET = const, (43.7} 
À — const. (43.8) 


Ces relations signifient que pour un oscillateur harmonique les quanti- 
tés ET et Elw sont des invariants adiabatiques. La période d'oscilla- 
tion T ei la pulsation w figurant dans ces expressions doivent être 
calculées en admettant que le paramètre k reste invariable pendant les 
oscillations, donc à l’aide des formules (40.3) et (40.4). Si, par exemple, 
on diminue lentement la longueur du fil de suspension d'un pendule 
simple effectuant les petites oscillations, sa période T diminuera 
lentement d’une oscillation à la suivante. Simultanément l'énergie 
des oscillations augmentera de telle manière que le produit ET 
reste constant. 

3. Pour apprécier à sa juste valeur le théorème que nous venons 
de démontrer, il importe de se faire une idée juste de ce qu'il faut 


$ 43] LES INVARIANTS ADIABATIQUES 237 


entendre par « variation lente » du paramètre # de l’oscillateur. 
Il ne suffit pas qu'à chaque période d'oscillation les variations du 
paramètre k soient infiniment petites, il faut encore qu’elles satis- 
fassent. à la condition (43.2). Imaginons, par exemple, qu'à proximité 
de la position inférieure d’un pendule simple en état d’oscillation 
on diminue légèrement la longueur de son fil de suspension en faisant 
agir des forces extérieures et qu’à proximité de ses positions extrêmes 
on l’allonge d'autant. Le travail effectué par les forces extérieures 
pour raccourcir le fil dans la position inférieure sera plus grand que 
celui effectué à l’encontre des champs extérieurs pour allonger le fil 
à proximité des positions extrêmes du pendule, car pendant les oscil- 
lations du pendule la tension du fil varie et est maximale dans la 
position inférieure. Par suite on fournira au système de l'énergie 
deux fois à chacune de ses oscillations. Si le nombre d'oscillations 
est grand, l’accroissement d’énergie du système sera grand, bien que 
la longueur du pendule et sa période T seront constantes. Les oscil- 
lations dont les paramètres varient périodiquement sont appelées 
oscillations paramétriques. Un exemple en est la balançoire. Les 
résultats (43.7) et (43.8) ne s'appliquent pas aux oscillations para- 
métriques, même si la variation du paramètre k à chaque période 
est aussi petite que l’on veut. La raison en est que ces variations ne 
vérifient pas la condition (43.2). La condition (43.2) exige, grosso 
modo, que les variations de k soient lentes et monotones. Ainsi, dans no- 
tre exemple, l’invariance adiabatique des expressions (43.7) et (43.8) 
ne pourrait être réalisée que si la longueur du fil variait d’une maniè- 
re lente et monotone. Mais si on superpose à de telles variations len- 
tes et monotones de petites variations de caractère oscillatoire, 
comme celles que l’on utilise pour provoquer une excitation para- 
métrique des oscillations, le théorème relatif à l’invariance adiabati- 
que des expressions (43.7) et (43.8) ne s'applique plus. 

4. Les résultats que nous venons d’obtenir peuvent être étendus 
au cas d’oscillations non harmoniques à un degré de liberté, c’est-à- 
dire aux oscillations produites par des forces qui ne sont pas quasi 
élastiques. Dans ce cas la grandeur qui oscille varie dans le temps 
suivant une loi autre qu’une loi sinusoïdale. La période d’oscilla- 
tion 7 dépend alors non seulement des paramètres du système, mais 
encore de l'amplitude des oscillations et la formule (43.7) doit être 
remplacée par la formule 


ÂT=const, (43.9) 


où X est la valeur moyenne de l'énergie cinétique par période (c'est 

ce qu’indique le trait placé au-dessus du symbole X), i.e. 

; t+T 

F Î K{(t')dt”. (48.10) 
? 


K (t) = 


238 LES OSCILLATIONS HARMONIQUES [GH. VI 


On démontre aisément que dans le cas d’oscillations harmoniques 
les valeurs moyennes par période de l'énergie cinétique et de l’éner- 
gie potentielle sont égales chacune à la moitié de l'énergie totale: 


K = U = 1/,E. De ce fait la formule (43.9) se ramène à (43.7). 
Portons l'expression (43.10) dans (43.9) et remarquons que Æ — 

= 1/,mu?, p — mv, da = v dt, dq étant l'accroissement de la coor- 

donnée caractérisant la position du point matériel. On obtient alors 


ê p dg = invariant adiabatique, (43.11) 


l'intégration étant étendue à toute la période du mouvement du point 
matériel en supposant que les paramètres du système sont invariables. 
Nous nous abstiendrons de donner ici la dé- 
monstration générale de (43.11) fondée sur les 
équations de la mécanique données sous la for- 
me de Hamilton, mais deux exemples servi- 
ront à illustrer la question. 


5 Premier exemple. Une bille parfai- 
tement élastique placée dans un cylindre à parois 
lisses s’y meut de haut en bas et de bas en haut en se 
réfléchissant successivement sur le fond AB du cylin- 
dre et sur le piston CD, conformément aux lois du 
choc parfaitement élastique (fig. 4106). Supposons 
d'abord qu’elle n'est soumise ni au champ de la pe- 
santeur, ni à aucun autre champ de forces. Assurons 

Fig. 106 le déplacement lent du piston CD à la vitesse w et 

voyons ce qu'il advient du mouvement de la bille. Pas- 

| sons à un référentiel mobile par rapport auquel le pis- 

ton est au repos. Dans ce référentiel la vitesse de la bille sera v — u. Après 

chaque réflexion la vitesse reste inchangée en grandeur mais inverse son signe 

et devient égale à —v + u. Par rapport à un référentiel immobile, cette même 

vitesse est égale à (—v + u) + u — —v+ 2u. L'accroissement de l'énergie 

cinétique de la bille, résultant d'une seule réflexion sur le piston mobile, est 
donc: 


AK=< [(— v+ 2u)2— 02] = — 2m (uv — u?), 


En divisant tous les termes par K — 1/,mr° et en négligeant le carré de la petite 
vitesse uw, on a 
AK u 
AE 4e. (43.19) 
Voyons maintenant quelle sera la variation de la période T des oscillations 
de la bille résultant du mouvement du piston. Nous entendons ici par période 7 
le temps que mut la bille pour faire un aller et retour entre le fond du cylindre 
et le piston en supposant que celui-ci est fire. En désignant par 2 la distance 
entre le piston et le fond du cylindre pendant ce mouvement d'aller et retour, 
T = 2l/v. Au bout du temps 7 la distance ! s’accroît de uT et la vitesse de la 
bille diminue de 2u. La période que nous venons de définir variera donc et de- 
viendra égale à 
7e 2U+UT) _ 2U-+uT) +20) 


v—2u v?— Au? 2 
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et en négligeant le carré de la petite vitesse u 


Fu 2uTv+A4lu u 
TETE ET AT 
Ainsi durant le temps 7 la période s’accroît de 


AT=4T = T ns 


TK 
A la limite où le mouvement du piston est infiniment lent, on peut considérer- 


les accroissements AT et AK comme des différentielles infiniment petites et 
écrire : 


aT dK 
LR Sat 


L'intégration conduit à 
TK = const, (43.13) 


ce qui signifie que le produit TK est un invariant adiabatique. 

6 Déuxième exemple. Reprenons l'exemple précédent mais en 
tenant compte de la force de pesanteur. Soit v, la vitesse de la bille après réfle- 
xion sur le piston (fig. 407). À une distance x du pis- 
ion sa vitesse v est donnée par la relation 2? = v£ + -———— — — 
+2gz. Dans ces conditions l'intégrale (43.11) s'écrira 


u 
J=2n | Vu 2gx dx, 1 | 
æ 14 


Ô 


où l'est la distance entre le piston et le fond du cy- À 
lindre. Le calcul de cette intégrale doit s'effectuer en sup- 
posant que le piston est fixe, donc pour 1 = const. Nous 
obtenons alors 


Ü 
2m 2 3 
Se GEH28I)0P oi LT (3 — 07), À #ÿ 
va étant la vitesse de la bille dans sa position infé- Fig. 107 


rieure. Il nous faut démontrer que la différence v3—1? 

est un invariant adiabatique. Calculons les vitesses | 

et , au bout de la période T ; notons-les v{ et v2. Il va de soi que les calculs doi- 
vent être effectués en. supposant que le piston se trouvant dans sa nouvelle posi- 
tion est immobilisé. Dans le temps T le piston se déplace vers le haut d’une dis- 
tance uT. Pour parcourir cette distance la bille met un temps AT = uT/u, 
(en négligeant les petites quantités d'ordre supérieur). Sous l'action de la force 


de pesanteur, sa vitesse diminue de gAT = e— T. D'autre part, par réflexion 
1 
sur le piston mobile, la vitesse de la bille diminue encore de 24. Ainsi 
= — (S+2) u=tv—2 = u, 
puisque 
Ve = Vs ++ eo 
2—= TE + 


Au niveau 4B la vitesse de la bille sera vf — v, — 2u et près du fond du cylindre 
elle sera 


D = 02 2gl = (vs — Qu)? + 2gl = v8 — Au 
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si on néglige le carré de la vitesse u. Calculons la racine carrée et en négligeant 
une nouvelle fois u? nous obtenons 

’ g 2v; 

Da = Va — — U. 
Vo 
Au même degré d’approximation 
VS =ri—Gvvqu, vi3 = vi —Gvivou. 

Il en résulte que v'à — 0’? = v$ — w? ou J' — J — 0, cette relation étant 


vraie aux termes de l’ordre de u? — l? près. En divisant cette égalité par 7 et 


LR, 
‘en identifiant le quotient T à la dérivée = , nous obtenons 
a in 
ae 4 


A étant indépendant de 1. Or comme nous cherchons les variations de la quantité 
J correspondant aux variations finies de 1, nous devons transformer la relation 


<i-dessus à l’aide de la substitution dl — Î dt. On obtient alors 


aJ . 

“a = A 
æt à la limite pour Last 

à 

dl | 


Par conséquent J — const, aussi grandes que soient les variations du para- 
mètre l; or cela signifie que La quantité J est un invariant adiabatique. Ce résultat 


tient à ce que la dérivée es est proportionnelle à Bet non pas à £. Si _ avait été 


proportionnelle à , J n'aurait pas été un invariant adiabatique. 


PROBLÈMES 


1. La bille d’un pendule simple ou la bille attachée à un ressort de coef- 
ficient d’élasticité 4 se vaporise lentement (système de masse variable). La quan- 
tité ET sera-t-elle un invariant adiabatique ? Si elle l’est, expliquer pourquoi. 

Réponse. Non, cette quantité n'est pas un invariant adiabatique. 

2. Soit une bille de masse m enfilée sur une tige fine en acier, de masse 
négligeable, dont une extrémité est fixe. On communique à la bille une vitesse 
longitudinale pointant vers le point de fixation de la tige et une vitesse perpen- 
diculaire à la précédente. En admettant que pendant la période d'’oscillation 
de la bille son déplacement le long de la tige est petit comparativement à sa 
longueur et en négligeant le frottement, déterminer la nature du mouvement 
ultérieur de la bille. 

Solution. Siv, est la vitesse transversale de la bille, la quantité v3 7 
est un invariant adiabatique. La période T est proportionnelle à la distance ! 
entre la bille et le point de fixation de la tige (cf. problème 20 au $ 42). Il s'ensuit 
que la quantité À — vw?! sera aussi un invariant adiabatique. D'autre part, le 
mouvement de la bille doit satisfaire à la loi de la conservation de l'énergie qui 
impose que la vitesse totale » de la bille se conserve en valeur absolue. Si v| 


est la vitesse longitudinale de la bille, alors v? = v? + v? — const. Ainsi la 
quantité À = (1 — vf) l'est un invariant adiabatique. À une distance {, pour 
laquelle 227, — 4, la vitesse longitudinale vy s’annule. Par suite la bille ne 


peut s'approcher du point de fixation qu’à une distance /,. Arrivée à la position 
= lo, la bille doit rebrousser chemin. À 


CHAPITRE VII 


LA MÉCANIQUE DES SOLIDES 


$ 44. Les corps solides en mécanique. Equations de mouvement 
et d’équilibre des corps solides 


1. Dans les deux chapitres précédents il a été question des lois 
de mouvement des corps solides et de leurs applications à leurs 
mouvements les plus simples. Nous étudierons dans ce chapitre 
certaines questions de la mécanique des corps solides. 

En mécanique on appelle corps solide un système invariable de 
points matériels dont les distances mutuelles restent les mêmes quel 
que soit le mouvement. Ici et en mécanique classique en général 
on entend par points matériels non pas des atomes ou des molécules, 
mais des parties macroscopiquement petites que l'on pourrait obtenir 
en subdivisant, en pensée, le système mécanique considéré. 

D'un point de vue atomistique, les forces d’interaction s'exerçant 
entre les points matériels d’un corps solide sont des forces électriques. 
Mais.la mécanique phénoménologique des corps solides n’a que faire 
de l’approche atomistique, car elle considère tout corps solide comme 
un milieu continu entre les éléments constitutifs duquel s’exercent 
des forces intérieures se manifestant sous forme de contraintes norma- 
les et tangentielles qui résulteraient, selon la mécanique phénoméno- 
logique, de la déformation des corps. Dans un corps non déformé il 
ne peut y avoir des contraintes internes, mais si les déformations 
qui ont été produites par action des forces extérieures sont petites 
et nous importent peu, nous pouvons les négliger dans nombre de cas. 
On arrive ainsi à un modèle idéalisé d’un corps solide absolument 
indéformable, bien que des contraintes et des pressions internes 
puissent s’y manifester sous l'action des forces extérieures. C'est 
ce qu’on appelle un corps solide absolument rigide. Pour savoir si 
cette idéalisation est admissible ou non, il faut prendre en considé- 
ration non seulement les propriétés des corps réels, mais encore la 
nature des questions que l’on’ cherche à élucider. 

2. Tout corps solide est un système mécanique à six degrés de 
liberté (cf. $ 8); pour décrire son mouvement ‘on doit donc disposer 
de six équations ‘analytiques ‘indépendantes ou de deux équations 
vectorielles indépendantes. Ces équations vectorielles sont l'équation 


1 6—01433 
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de mouvement du centre de masse 


dv 
mr = Fext (44.1) 
et l’équation des moments 
L 
= Mext. (44.2) 


L'équation des moments peut être établie par rapport à tout point 
fixe ou par rapport au centre de masse du corps solide. On peut égale- 
ment prendre pour origine un point mobile, à condition que sa vites- 
se soit à tout instant équipollente à la vitesse du centre de masse 
(cf. $ 37). Si la liberté de mouvement du corps est limitée, le nombre 
d'équations indépendantes requises pour décrire son mouvement 
re ce nombre étant toujours égal au nombre de degrés de 
iberté. 

Dans les équations (44.1) et (44.2) ne figurent que les forces exté- 
rieures puisque les forces intérieures n’influent pas sur le mouve- 
ment du centre de masse et ne peuvent donc modifier le moment 
cinétique du corps. Elles ne peuvent modifier que la disposition 
mutuelle et les vitesses des points matériels constituant le corps. 
Ces modifications sont cependant irréalisables dans un corps solide 
absolument rigide. Par suite les forces intérieures n’affectent aucune- 
ment le mouvement d’un corps solide. Dans le cas d’une force exté- 
rieure on peut faire glisser son point d’application le long de son 
support; en effet, un tel déplacement du point d’application de la 
force ne modifie ni la résultante des forces extérieures F,+, ni leur 
moment M,::, et par suite les équations de mouvement (44.1) et 
(44.2) restent inchangées. Si le corps est déformé, un déplacement du 
point d'application de la force est inadmissible, car il donnerait 
lieu à une redistribution des déformations et modifierait les mouve- 
ments internes du corps. 

3. Si le corps solide est au repos, les équations (44.1) et (44.2) 
deviennent 

Faut 0, Meur = 0 (44.3) 


Ce sont les conditions nécessaires à l'équilibre d’un corps solide, mais 
elles ne sont pas suffisantes. Même lorsqu'elles sont satisfaites, le 
centre de masse peut encore être animé d’un mouvement rectiligne 
et uniforme avec une vitesse quelconque et le corps lui-même peut 
être en rotation avec conservation de l'impulsion rotatoire. Puisqu'à 
l'équilibre la résultante des forces extérieures F..+ est nulle, le mo- 
ment de ces forces M.,+ ne dépend pas, à l'équilibre, de la position 
du point fixe O auquel on le rapporte (cf. formule (30.7)). C'est pour 
cela que dans les problèmes traitant de l'équilibre des corps solides 
l’origine © peut être choisie arbitrairement, ce qui peut simplifier 
la résolution de ces problèmes. 
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4. Même si les déformations sont très petites, il n'est pas toujours possible 
de substituer aux corps solides réels des modèles idéalisés de corps solides abso- 
lument rigides. À titre d'exemple illustrant cette proposition, considérons le 
problème relatif à l'équilibre d’une pou rigide. Une poutre homogène de 
poids P repose sur deux appuis J et 2 (fig. 108}. Le centre de masse de La poutre 
se trouve au milieu de la distance séparant les appuis. Déterminons les forces F, 
et F, qu'exerce la poutre sur les appuis. Selon la mécanique des solides, il existe 
deux conditions d'équilibre 


FitFi=P, Fl=Pe, (44.4) 


1 étant la distance entre les points d'appui. La seconde condition signifie que 
le moment des forces agissantes par rapport à l'appui 1 doit être nul. On tire de 


l 


Fig. 108 Fig. 109 


ces conditions F, = F, — P/2. C'est un résultat raisonnable. Dans ce problème 
1ds déformations de la poutre ne jouent aucun rôle essentiel et on peut avoir re- 
cours au modèle idéalisé du corps solide absolument rigide. | 

Voyons maintenant le comportement d’une poutre reposant sur trois ap- 
puis (fig. 109). La mécanique des solides fournit toujours deux conditions d’équi- 
1bre : | 


Fit Fat Fs=P, Fe Fl=P+, (44.5) 


où L est la distance entre les appuis 7 et 2 et x est la distance entre les appuis 7 
et 3. (La seconde équation (44.5) s'obtient en égalant à zéro le moment des forces. 
extérieures par rapport au point d'appui 7.) Deux équations ne suffisent évi-- 
demment pas au calcul des trois forces inconnues F., F, et F;. Si on attribue à 
l'une de ces forces une valeur arbitraire, les équations (44.5) nous donneront. 
les valeurs des deux autres forces. Nous voyons que le problème de la réparti- 
tion du poids de la poutre rigide entre trois points d'appui est indéterminé. 
Les systèmes mécaniques analogues à une poutre rigide reposant sur trois ap-- 
puis, sont dits siatiquement indéterminés. . 

On retrouve une situation analogue dans le problème concernant l'équi- 
libre d'une table reposant sur un plan horizontal. La mécanique des solides. 
fournit alors, pour définir l'équilibre, trois équations indépendantes. Si la 
table n'avait que trois pieds, ces trois équations permettraient de calculer de: 


16% 
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manière univoque les trois forces avec lesquelles les trois pieds de la table exer- 
cent une pression sur le plan d'appui. Mais s'il y a quatre pieds, ces trois équa- 
tions ne peuvent suffire au calcul des forces de pression. Une table absolument 
rigide ayant quatre pieds et reposant sur un plan horizontal parfaitement rigide 
est encore un système statiquement indéterminé. 

Il est bien évident que le poids d’une poutre réelle reposant sur trois appuis 
se répartit entre eux d'une manière bien déterminée. De même la force de pres- 
sion qu'exerce une table réelle sur ses quatre pieds s’y répartit d'une manière 
bien déterminée. L'indétermination dont il a été question ci-dessus indique tout 
sinplement que dans nos problèmes ni la poutre reposant sur trois appuis ni la 
table reposant sur ses quatre pieds re peuvent être considérées comme absolument 
rigides. Autrement dit, on doit tenir compte de leurs déformations, ainsi que 
de celles des points d'appui. 

5. Un raisonnement simple permet d'expliquer pour quelles raisons les dé- 
formations peuvent devenir essentielles à la résolution des problèmes. Supposons 
qu’une poutre absolument rigide repose sur trois appuis (cf. fig. 109). Délasons 


Fig. 110 


vers le bas l’appui du milieu. Comme une poutre absolument rigide ne peut se 
déformer, il apparaît aussitôt un interstice entre la poutre et l'appui $ qui a 
été abaissé, de sorte que la poutre n’y reposant plus cesse d'exercer une pression 
sur cet appui. La force de pression agissant sur l’appui 3 s’annule brusquement 
et le poids de la poutre se redistribue tout aussi brusquement et d’une façon déter- 
minée entre les appuis 1 et 2. La même chose se produira si on raccourcit de très 
peu un des quatre pieds de la table. Mais la situation est tout autre dans le cas 
d'une poutre et d'une table réelles. Si on abaïsse l'appui 3 d’une longueur infi- 
niment petite, la poutre s'affaissera en s'incurvant et continuera à y prendre 
appui. La force de pression exercée par la poutre sur l'appui 3 ne s’annulera 
donc pas, mais diminuera d'une quantité infiniment petite. De même lorsque la 
table repose sur ses quatre pieds, tous les pieds subissent des déformations et 
raccourcissent sous l’action de la force de pesanteur. Si on raccourcissait l’un 
des pieds d’aussi peu que ce fût, sa déformation deviendrait plus petite, il de- 
viendrait donc un peu plus long et reprendrait appui sur le plan horizontal. 
La pression exercée sur ce pied varierait donc d’une quantité infiniment petite, 
autrement dit cette variation serait continue. 

Considérons maintenant une poutre réelle reposant sur deux appuis 7 et ? 
(fig. 110). Sous l’action de son propre poids, la poutre s’incurve. Commençons 
‘à placer un troisième appui 3 en le haussant petit à petit. Lorsque cet appui 
viendra en contact avec la poutre, celle-ci ne subirà encore aucun changement. 
Mais si on continue à hausser l'appui 7, la poutre devrait se redresser ; mais il 
faut pour cela que l'appui applique à la poutre une force suffisante. Au fur et 
à mesure que l’on hausse l'appui 4, cette force ne cesse de croître, prenant à 
chaque position une valeur bien déterminée. Ces considérations montrent claire- 
ment pourquoi dans le problème de la poutre avec trois points d'appui on doit 
tenir compte de ses propriétés élastiques. Ce problème sera traité au chapitre X 
(problème n° 3.du $ 80). Un raisonnement analogue s’applique:au problème de 
la table reposant sur quatre pieds. Dont E | 


$ 45] AXE INSTANTANÉ DE ROTATION 245 


$ 45. Axe instantané de rotation 


1. Soit un corps solide en rotation autour d’un axe fixe. Pour se 
faire une idée de la répartition des vitesses dans ce corps, il suffit 
d'étudier le mouvement de ses points matériels contenus dans un 
plan arbitraire orthogonal à l’axe de rotation. Cela revient à assimi- 
ler le corps solide à un corps plan. La répartition correspondante des 
vitesses est schématiquement représentée sur la figure 111. Le point: 


Fig. 111 Fig. 112 


O du corps par lequel passe l’axe de rotation est immobile. Tous 
les autres points décrivent des trajectoires circulaires de centre O 
et leurs vitesses sont proportionnelles aux rayons de leurs trajectoires. 
Les vitesses peuvent varier en grandeur dans le temps, mais l’axe 
de rotation est toujours le même. 

2. Considérons maintenant un mouvement plus général d’un 
corps solide plan. Faisons coïncider le plan de rotation avec le plan 
du corps ; on n’envisage l'existence d'aucun axe fixe autour duquel 
tournerait le corps. Si À et B sont deux points arbitraires du corps 
solide (fig. 112), la distance entre eux reste constante et par suite 
(rn — ra} = const. Dérivons cette relation par rapport au temps, 


nous obtenons (rs —rA) Ce — ra) = 0, soit 
ras (08 — v4) = 0, (45.1) 


— 

où r4p = AB. Supposons qu'il existe dans le corps, à l'instant 
considéré, un point dont la vitesse est nulle. (Nous démontrerons 
au $ 47 qu’un tel point existe pour tout mouvement plan d’un corps 
solide.) Supposons qu’il s’agit du point À. On aura alors à l'instant 
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considéré : 
ragv8 = 0, 


et ce, quelle que soit la position du point B. La vitesse o4 est donc 
orthogonale à r4#, C'est-à-dire qu’elle est dirigée suivant la tangente 
au cercle de centre A. Lorsqu'un corps solide est en mouvement, 
toute droite qu’on y choisit reste une droite. C'est le cas de la droite 
reliant les points À et B. Puisqu'’à l'instant considéré le point À est 
immobile, la valeur de la vitesse v ést à cet instant proportionnelle 
à la distance AB séparant le point B du point À. On peut donc affir- 
mer qu'à l'instant considéré la répartition instantanée des vitesses dans 
le corps sera exactement la même que s’il était en rotation autour d'un 
axe fixe passant par le point À. Le mouvement du corps est alors appe- 
lé mouvement de rotation instantané. La droite passant par les points 
du corps dont les vitesses sont nulles à l'instant considéré est appelée 
axe instantané de rotation. Dans notre exemple l’axe instantané passe 
par le point À. Le qualitatif « instantané » précise que cette notion 
ne convient à la description de la répartition des vitesses qu'à un 
instant donné. À la différence d’un axe fixe dont la position est im- 
muable dans l’espace et dans le corps, l'axe instantané se déplace, 
lui, aussi bien dans le corps que dans l'espace. Si on disposait d’une 
photographie instantanée de la répartition des vitesses dans un corps, 
d image qu’on y trouverait ne permettrait pas de décider si la rota- 
tion s'effectue autour d’un axe fixe ou autour d’un axe instantané. 
Pour distinguer l’un de l’autre ces deux mouvements, on devrait 
obtenir au moins deux photographies prises à deux instants différents. 

3. L'axe insiantané ne peut servir qu'à la description de la réparti- 
tion instantanée des vitesses. Le même axe ne peut servir à la descrip- 
tion de la répartition instantanée des accélérations ou des dérivées 
supérieures de la vitesse par rapport au temps. La répartition des 
accélérations dans une rotation autour d'un axe instantané peut 
différer largement de la répartition des accélérations dans une rota- 
tion autour d’un axe fixe même si les vitesses angulaires de ces deux 
mouvements sont les mêmes. En effet, pour déterminer les accéléra- 
tions, la connaissance de la répartition des vitesses à un instant 
donné ne peut suffire et il faut connaître encore quelle sera la répar- 
tition des vitesses à un instant ultérieur, infiniment proche du précé- 
dent. Or, à cet instant ultérieur il peut s'avérer que le mouvement 
du corps n ’est plus une rotation autour de l’ancien axe instantané. 

L'exemple simple suivant aidera à bien éclaircir le fond de l’af- 
faire. Considérons le roulement sans glissement d'un cerceau ou d’un 
disque sur un plan (fig. 113). Dire qu’il n’y a pas de glissement, 
c’est dire que le point À du cerceau, qui à l'instant considéré est en 
contact avec le plan, est immobile. On peut donc considérer le mou- 
vement du cerceau comme une rotation instantanée autour de son 
axe instantané passant par le point 4. La figure 113 illustre la ré- 
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partition des vitesses dans ce mouvement. Aux instants ultérieurs 
d’autres points du cerceau viendront en contact avec le plan de 
roulement et de ce fait l'axe instantané de rotation se déplacera par 
rapport au cerceau mobile et au plan de roulement. C’est bien ce 
qu'affirmait la proposition énoncée disant que l’axe instantané se 
déplace aussi bien dans le corps que dans l’espace. Supposons mainte- 
nant que le roulement s’effectue à vitesse constante. On commettrait 


U 


Fig. 113 


ane erreur grossière en voulant calculer l’accélération par la formule 

—= —w2R, où R est le rayon vecteur reliant l’axe instantané au 
point considéré du cerceau. En effet, la vitesse résultante v de n’im- 
porte quel point du cerceau est égale à la somme vectorielle de la 
vitesse de translation v, du centre € du cerceau et de la vitesse de 
rotation tv, du point considéré par rapport au centre €: v = vc + 


/ : : doc 
+ rot. Si le roulement du cerceau est uniforme, on a € —=0et 


dt 
rot, Le mouvement de translation est 


sans action sur l’accélération a dont la valeur est la même que si la 
rotation s’effectuait autour d’un centre fixe, i.e. a — —w°r,r étant 
le rayon vecteur passant par le centre du cerceau O. Ainsi pour un 
roulement uniforme l'accélération a est dirigée vers le centre du cer- 
ceau et non vers l’axe instantané. 


l'accélération sera a = 


$ 46. La vitesse angulaire considérée comme vecteur. 
Composition des mouvements de rotation 


1. Soit un corps solide tournant autour d’un axe fixe ou d’un 
axe instantané OA à la vitesse angulaire @ (fig. 114). Choisissons un 
point arbitraire M de ce corps se trouvant à une distance r, de l’axe 
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de rotation. Les vitesses linéaire et angulaire du point M sont liées 
entre elles par la relation 


D = Orye (46.1) 

Introduisons un vecteur axial @ défini par le produit vectoriel 
[r,2] 

= x ; (46.2} 


où r, est le rayon vecteur mené perpendiculairement à l’axe de 
rotation au point M. D'après la relation (46.1) la longueur de ce 
vecteur © est numériquement égale à la vitesse angulaire de rotation 


Fig. 114 Fig. 115 


et sa direction est celle de l’axe de rotation. Les positions relatives. 
des vecteurs ©, r., et v apparaissent plus clairement en les menant 
à partir d’une origine commune (fig. 115). Ces trois vecteurs sont. 
orthogonaux®et il ressort de la figure 115 que 


v = for. (46.3) 


Cette formule est la, généralisation de la formule (46.1) puisqu'elle 
définit, en plus de la valeur de la vitesse v, sa direction et son sens. 
On appelle le vecteur © vecteur vitesse angulaire ou plus simplement 
vitesse angulaire de rotation. Ainsi on peut considérer la vitesse angulai- 
re comme une grandeur vectorielle. Si on dispose un tire-bouchon nor- 
mal parallèlement à l’axe de rotation et si on Le fait tourner dans le. 
même sens que celui du corps en rotation, il avancera dans le même 
sens que le vecteur ©. 

On peut mettre la formule (46.3) sous une forme plus générale 
et plus commode. Prenons sur l’axe de rotation un point arbitraire © 
que l’on adoptera comme origine des coordonnées (cf. fig. 114). 
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Le rayon vecteur r mené de cette origine au point M peut alors être 
présenté par la somme vectorielle r = r, + ry, où ry est La compo- 
sante du vecteur r le long de l’axe de rotation. Comme [œryl = 0, 
on peut remplacer la formule (46.3) par la formule plus générale 


v = (orl. (46.4) 


On en déduit que v — or sin 8; c'est la même formule que (46.1} 
puisque r sin Ÿ = 7. 

2. Il n'est nul besoin de démonirer que © est une grandeur vectoriel- 
le, puisque nous l'avons définie comme le produit vectoriel de deux 
vecteurs. Dire que © est une grandeur vec- e 
torielle ne peut évidemment signifier qu'une 
seule chose: à la rotation des systèmes de co- 
ordonnées les projections de &@ sur les axes se 
transforment exactement comme les différences 
des coordonnées des extrémités d’un segment 
de droite orienté. On peut faire subir aux vec- 
teurs vitesse angulaire toutes les opérations 
mathématiques applicables aux vecteurs en 
général. On peut notamment faire la somme 
mathématique des vecteurs ©, et @, en 
appliquant la règle du parallélogramme. 
Mais si on définit l’addition des vitesses an- 
gulaires à l’aide d’une certaine opération 
physique, la question ne peut être tranchée 
qu'après une analyse du problème. Introdui- 
sons la notion d’addition (composition) des 
mouvements de rotation en lui attribuant la signification suivante. Soit 
un corps tournant à la vitesse angulaire &, autour d’un axe OA qui 
est lui-même en rotation à la vitesse angulaire ©, autour d’un second 
axe OB (fig. 116). Remarquons qu'il s'agit dans le cas général de 
rotations instantanées à des vitesses non relativistes. La première rota- 
tion est rapportée à un référentiel où (à l’instant considéré) l’axe OA 
est immobile ; on rapporte la seconde rotation à un autre référentiel 
dans lequel (au même instant) l’axe OB est immobile. Composer ces 
deux mouvements de rotation revient à définir le mouvement résul- 
tant. Pour faciliter la résolution de ce problème, nous prendrons le 
cas où les axes OA et OB se coupent, car alors il s’agit de l'addition 
de deux vitesses linéaires ayant des significations physiques analo- 
gues (cf. $ 7; en mécanique non relativiste l'addition des vitesses 
linéaires s'effectue par la règle du parallélogramme). Un point quel- 
conque M du corps solide de rayon vecteur r acquiert par rotation 
autour de l’axe OA une vitesse linéaire v, = [ri et par rotation 
autour de l’axe OB une vitesse linéaire v, = [@,rl. La vitesse li- 
néaire résultante est 


vo = 0 + 0 = [(@1 + @)rl. 


Fig. 116 
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‘Si on introduit la somme vectorielle dans le sens mathématique du 
terme 


O = O1 + O2, (46.5) 
de résultat ci-dessus s'écrira 
vu = [or]. (46.6) 


Plaçons le point M sur l’axe portant le vecteur @, donc sur la 
diagonale du parallélogramme construit sur les vecteurs @, et @: 
-ou sur le prolongement de cette diagonale. On a alors v= 0. A l'ins- 
tant considéré tous les points de cet axe sont au repos. La raison 
“en est que tous les points de cet axe se meuvent dans le premier 


Fig. 118 


mouvement de rotation dans un sens et dans le second mouvement 
-de rotation dans le sens inverse, de sorte que la vitesse linéaire résul- 
tante est nulle. Tous les autres points du corps solide tournent autour 
de l’axe du vecteur @ avec la vitesse angulaire &w. La vitesse linéaire 
instantanée de n'importe quel point du corps se laisse calculer par 
la formule (46.6). Cela signifie que Le mouvement instantané résultant 
-du corps solide est une rotation autour de l'axe instantané OC. Dans le 
cas général, cet axe se déplace constamment par rapport au corps 
solide et par rapport au référentiel immobile dans lequel on étudie le 
mouvement. 

Nous avons démontré ainsi que deux rotations à vitesses angulaires 
-@1 et @, se composent (dans le sens physique que nous avons précisé) 
pour donner un seul mouvement de rotation à vitesse angulaire @ — 
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— @1 + ©, autour d'un axe instantané. L'axe instantané est à chaque 
instant dirigé suivant la diagonale du parallélogramme construit avec 
les vecteurs @, et w,. L'addition de ces vecteurs s'effectue donc d'après 
la règle du paraliélogramme. La composition physique est dans ce 
cas identique à l’addition mathématique. 


3. Tllustrons ces considérations par un exemple concret. Sur la surface 
d’un cône circulaire immobile 2 roule sans glissement un second cône circulaire 
1 (fig. 117 et 118). A tout instant les sommets des deux cônes sont confondus au 
point O. Dans ce mouvement le cône 7 tourne autour de son propre axe OA à 
la vitesse angulaire w,. L'axe OA décrit lui-même une surface conique en tour- 
nant à la vitesse angulaire «, autour de l'axe OB. Il s’agit de composer ces deux 
mouvements de rotation. Puisqu’il n’y a pas de glissement, tous les points du 
corps situés sur la droite OC, le long de laquelle s'effectue le contact des deux 
corps, sont immobiles. La tangente OC est donc l'axe instantané de rotation du 
cône Z. L’axe instantané de rotation se déplace sur la surface du cône Z et simul- 
tanément dans l'espace, en l'occurrence sur la surface du cône 2. 


4. La rotation autour d’axes parallèles peut être considérée 
comme le cas limite de rotations autour d’axes concourants. On doit 


alors distinguer deux cas: 1) les rotations sont de même sens ; 2) les 
rotations sont de sens contraires. Considérons le premier cas. Cons- 
truisons avec les vecteurs &, et ©, un parallélogramme et coupons-le 
par une droite ACB perpendiculaire au vecteur © (fig. 119, à gauche). 
On a alors h, = OC'tg a, h, = OC:-tg &. Si les angles & et & 
sont petits, on peut remplacer leurs tangentes par leurs sinus: 


Ji Bin 50. (46.7) 


En faisant tendre le point © vers l'infini, nous arrivons alors au cas 
limite de deux rotations de même sens autour d’axes parallèles 
(fig. 119, à droite). Ces deux rotations se composent en un seul mou- 
vement de rotation à vitesse angulaire © — «©, + w, autour de l'axe 
instantané. Cet axe instantané passe entre les axes 1 et 2 et partage 
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la distance entre eux en proportions inverses des vitesses angulaires 
@1 et Qo. 

L'étude du cas où les vecteurs ©, et @, sont opposés se fait de 
manière analogue. Si ©, >> @,, on à © — @1 — &,. L’axe instantané 
se situe au dehors du segment de droite AB, du côté de la plus grande 
vitesse angulaire (fig. 120). Cet axe instantané détermine les distan- 
ces h. et k, dont les longueurs sont inversement proportionnelles aux 
vitesses angulaires ©, et @. 

5. Il nous reste à étudier la composition d’un mouvement de 
translation et d’un mouvement de rotation. Si le mouvement de 


@, 


Fig. 120 


translation est parallèle à l’axe de rotation, leur composition donne 
évidemment un mouvement hélicoïdal, Il suffit donc de considérer le 
cas où le mouvement de translation est perpendiculaire à l'axe de 
rotation. Dans ce cas tous les points du corps se déplaceront parallè- 
lement à un seul et même plan orthogonal à un même axe. Un tel 
mouvement est dit plan. On peut prendre pour plan de la figure le 
plan parallèlement auquel a lieu le mouvement. Le mouvement de 
translation peut être considéré comme une rotation autour d’un axe 
infiniment éloigné, ce qui permet de ramener le cas étudié à la com- 
position de deux rotations autour d’axes parallèles dont l'un est 
à l'infini. Il est bien évident que le résultat ne peut être qu'une 
rotation autour d’un axe instantané et le problème consiste donc 
à déterminer la position de l'axe instantané et la vitesse angulaire 
de la rotation instantanée. Posons que le corps tourne avec la vitesse 
angulaire © autour de l’axe © qui tourne lui-même autour d’un axe 
parallèle fixe O, avec la vitesse angulaire w, (fig. 121). Par composi- 
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tion de ces deux mouvements apparaît une rotation autour de l'axe 
instantané À qui est telle que 


L'axe © tournant autour de l'axe ©, acquiert une vitesse v — 
— @1 (k + h,) qui est perpendiculaire à la droite O,0. Déplaçons 
l'axe ©, vers l'infini en réduisant simultanément w, de manière que 
la vitesse v reste constante. À Ja limite la rotation 

de l'axe O autour de l’axe O, devient un mouve- :, 
ment de translation à la vitesse vw. La position “ 
de l’axe instantané de rotation À est déterminée É 


par sa distance à l’axe O qui est égale à 7 

h — h:@: 2 (1 +R) O1 —#O 7 = U— ho: 7 
o © oo 
D'où h 
re 
n(1+ 4). rl 
Comme &, > 0 on obtient à la limite | î 
=+ | (46.8) Fige 121 


À la limite la vitesse angulaire de la rotation instantanée devient 
égale à ©. 

6. En dérivant le vecteur axial @ par rapport à un argument 
scalaire, tel que le temps f, on obtient un autre vecteur axial n — 


ae qui porte le nom d'accélération angulaire (cf. $ 7). Par défini- 


dt 
: nee A dos 
tion ses projections sur les axes de coordonnées sont: n, = LE ; 


do do 
My = M2 = Pre 


x 


. En intégrant @ par rapport à # on obtient 
un autre vecteur axial @ — À & dt dont les composantes sont @, = 


= | ©, dt, Qy = | Oy dt, Pr = { w,dt. Le caractère vectoriel 


{ou plus exactement pseudo-vectoriel) de ces grandeurs signifie que 
si on fait tourner le système de coordonnées d’un certain angle, leurs 
composantes se transforment comme les différences des coordonnées 
des extrémités d’un segment de droite orienté (ce qui n’est pas vrai 
pour une inversion du système de coordonnées). Si la direction de 
l'axe de rotation ne varie pas dans le temps, le vecteur g est parallè- 
le à ©, donc dirigé suivant l’axe de rotation. Sa longueur est numé- 
riquement égale à l’angle de rotation du corps dans un intervalle de 
temps donné. Il est par conséquent tout indiqué de l’appéler vecteur 
rotation angulaire du corps. La grandeur de la rotation angulaire est 
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proportionnelle à l’aire du secteur OAB que décrit un segment de 
droite OA orthogonal à l’axe de rotation lorsqu'on le fait passer 
de sa position initiale OA dans sa position finale OB (fig. 122). 
La direction de g est celle de la normale au plan du secteur OAB 
et ses composantes ®x, ®y; p- Sont proportionnelles aux aires des 
projections de ce secteur sur les plans de coordonnées. C'est une preu- 

ve supplémentaire du caractère vectoriel de 


? la grandeur q (cf. $ 7). 
7. En reprenant l'exemple des rotations 
S angulaires d’un corps on peut montrer de 


façon évidente qu'il est réellement nécessaire 

de faire une distinction rigoureuse entre 

9 B l'addition mathématique des vecteurs (définie 
axiomatiquement par la règle du parallélo- 

gramme) et leur addition (composition) physi- 

que, introduite par une certaine opération 

4 physique. Introduisons la composition phy- 
| sique des déplacements angulaires en leur 

Fig.{122 attribuant la même signification que dans 

le cas de la composition physique des dépla- 

cements linéaires (cf. $7, pt. 6). Soit un point matériel effectuant suc- 
cessivement des rotations autour des différents axes passant par le mê- 
me point fixe O (fig. 128). Au cours de ces rotations le point matériel dé- 
crit des arcs de grands cercles sur la surface d’une sphère de centre O. 
Posons que le point matériel passe de sa position initiale À dans sa 


Fig. 123 Fig. 124 


position finale B le long de l'arc du grand cercle AB. Son rayon vec- 
teur aura tourné alors d’un angle y.. Le point matériel tourne ensuite 
d’un angle +, en passant sur l'arc de grand cercle BC de la position 
B dans la position C. Il s’agit maintenant de trouver la rotation qui 
remplacerait les deux rotations indiquées et ferait passer Le point 
miatériel de sa position initiale À à la même position finale €. I] 
est clair que ce doit être une rotation du point suivant un arc de 
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grand cercle passant par les points À et C. Soit ; cet angle de rota- 
tion. D’après ce que nous en avons dit plus haut, les trois rotations 
considérées peuvent être caractérisées par les vecteurs @;, a: De 
orthogonaux respectivement aux plans des secteurs 0AB, OBC et 
OAC. On peut dire que la rotation , est la somme des rotations 
et œ, dans la signification physique de ce terme. Il est bien évident 
que cette opération d'addition n’obéit pas à la règle du parallélo- 
gramme puisque dans le cas général le vecteur y, n’est pas coplanaire- 
aux vecteurs 1 et @2. 

Cette proposition devient encore plus évidente si on prend le cas 
particulier suivant. Choisissons comme position initiale du point 
matériel le pôle À (fig. 124). En suivant l’arc du méridien AB ef- 
fectuons une rotation @, — 90° pour faire passer le point dans la 


Fig. 125 


position B sur l’équateur. Nous exécuterons une deuxième rotation 
d'un angle , — 90° suivant l’arc de l’équateur BC. Ïl est clair que 
la troisième rotation d’un angle , — 90° doit être exécutée suivant 
l’arc du méridien AC. Dans cet exemple les trois vecteurs P1, Pa, Ps 
sont orthogonaux et ont même grandeur et aucun d’eux ne peut être 
somme géométrique des deux autres. ; 

Si Pr Py - sont les projections du vecteur sur les axes de 
coordonnées, on a @ = si + pyf + ok. Cette sommation est. 
mathématique (règle du parallélogramme). Il apparaît de nos consi- 
dérations précédentes que les termes œ.ë, p,7, ç.k ne peuvent être 
considérés comme des rotations successives autour des axes de coor- 
données, équivalentes à une seule rotation caractérisée par le vec- 
teur ®. 

8. Supposons cependant que les angles q;, +, w: tendent infi- 
niment vers zéro. Le triangle sphérique ABC (cf. fig. 1238) devient. 
alors infiniment petit et peut être assimilé au triangle plan (fig. 125). 
Les arcs AB, BC, AC des grands cercles peuvent être assimilés à. 
des segments de droites. Les vecteurs déplacement angulaire ôq:, 
ôv2, Ôp: se trouvent dans le plan du triangle ABC. (Nous écrivons 
ôœ et non pas pour souligner qu'il s’agit d’angles infiniment petits.} 
Ces vecteurs sont évidemment perpendiculaires aux côtés AB, BC 
et AC et leurs grandeurs sont proportionnelles aux longueurs de ces: 
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côtés (cf. fig. 125). I1 s'ensuit que le vecteur infiniment petit 69; 
est la somme géométrique des vecteurs 6p, et 6p.. Cela signifie que 
l'on somme géométriquement les déplacements angulaires infiniment 
petits (dans la signification physique invoquée), i.e. selon la règle 
du parallélogramme. Autrement dit, la sommation physique des dépla- 
cements angulaires se ramène à la limite où les angles sont infiniment 
petits à une sommation mathématique. 


PROBLÈMES 


4. Démontrer que le travail élémentaire effectué sur un système de points 
matériels lors de sa rotation d’un angle infiniment petit ôq s'exprime par le 


produit scalaire 
6A = (Môœph (46.9) 


où M est la somme géométrique des moments des forces agissant sur les points 
matériels, par rapport au sommet de l'angle de rotation. 

Solution. 64 = Z (Fiôr;). La sommation est étendue à tous les points 
du système. Pour une rotätion Ôr; = [ôgr;l, l'angle ôp étant le même pour tout 
le système. En portant cette expression dans la formule précédente et en remar- 
quant que F; [ôr:] — 6 [r;F:l = (M:ô@) nous arrivons au résultat cherché. 

2, À l'aide du concept d’isotropie de l'espace, démontrer que la somme 
géométrique des moments des forces intérieures agissant dans un système de 
points matériels est nulle (voir $ 38). 

Solution. Supposons que le système est fermé. Soient M,, M, ... 
les moments des forces intérieures par HAPROE à une origine O arbitraire et fixe 
auxquels sont soumis les points matériels du système. Faisons tourner tout lo 
système autour du point © d’un angle infiniment petit ô de telle manière que 
les vitesses de tous les points matériels subissent une rotation du même angle ôp 
sans que leurs modules changent. L'espace étant isotrope, une telle rotation ne 
nécessite aucun travail. Mais comme un tel travail se laisse représenter par le 
produit scalaire (M, + Ma + . .. ) ôp et que ce travail est nul, ce produit sca- 
—laire doit être nul quelle que soit la rotation ôg. Il s'ensuit que pour un système 
fermé Mi + Ma+...= oO. 

3. Un vecteur À de module constant tourne autour de son origine avec une 
vitesse ki ©. Montrer que sa dérivée par rapport au temps est donnée 


par la formule 
À [64]. (46.10) 


[! 
En particélier, lors de la rotation du système de coordonnées, les dérivées des 
vecteurs unitaires ë, j, k sont données par les formules 


di ou di nn dk 
Flo, lol lo] (46.11) 


Solution. On peut identifier tout vecteur À de longueur constante à 
‘une tige rigide infiniment mince de même longueur. Si l'origine du vecteur À 


-est fixe, la dérivée À prend la signification de la vitesse de l'extrémité mobile 
de la tige, Dans cette interprétation la formule (46.10) devient un cas parti- 
-culier de la formule (46.4). À 

4. Le mouvement d’un point sur un plan peut être décrit par les coordon- 
nées polaires r et p (fig.. 126). Trouver les expressions de la vitesse et de l'accé- 
‘—lération du point en coordonnées polaires. . : . 

Solution. Introduisons les vecteurs unitaires £, j, k. Orientons le vec- 
“teur é suivant le rayon r. Le vecteur j est dirigé suivant la normale au rayon däns 
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le sens de l'accroissement de l'angle @. Le vecteur # (non représenté sur la figure) 
est a ne au plan du dessin et forme avec les deux autres vecteurs un 
trièdre de sens direct. Lorsque le point se déplace, les vecteurs £et j tournent au- 


Fig. 126 Fig. 127 


LI 
tour de l'origine des coordonnées avec une vitesse angulaire w = p. Le vecteur 


vitesse angulaire est orienté suivant k, de sorte que @ — pk. A l’aide des for- 
mules (46.11) on trouve les dérivées de éet j: 

Qi nn en Tin Le 

an plhil=oi == olki= — qi. (46.12) 
Représentons le rayon vecteur du point mobile sous la forme r — ri. Par déri- 


vation on trouve la vitesse du point 
. .. di .., .. 
| v=r=ritr re =rit+rei. 
Puis en dérivant encore une fois on trouve l'accélération 
LE dre di +, +, + dj . 
a=v=ribretroitrqi+rp = 


= (r— pr) + (2rp+r@) ji. | 
Ces formules donnent directement les composantes radiales (dirigées suivant 


le rayon) et azimutales (dirigées suivant le vecteur j, i.e. dans le sens des angles 
y croissants) de la vitesse et de l'accélération : 


Ur =r, Lo =r®; (46.13) 
ar=r— @?r, ap=2r@ + rpe (46.14) 
5. À l'aide de la relation (46.10) établir des formules de dérivation du sinus 
et du cosinus. . ‘ 
Solution. Prenons un vecteur unitaire À en rotation uniforme autour 
de l'origine des coordonnées O (fig. 127). Si les axes de coordonnées sont fixes, 


on aura 
A = icos of + j sin of. 


La dérivée de A par rapport à test 
A =: è (cos o t) t J (s in w DR 


17—01433 
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D'autre part, cette même dérivée se laisse exprimer par la formule (46.40). 
Puisque © = ok, cette formule donne. 


A=o [(kA] = © cos ot [ki] + © sin @t{kj]— jo cos w?— io sin @f. 


En comparant les deux résultats, on trouve 
d ,. d : 
— —@ COS @Ë, —— (co = — 0 sin @f, 
HE (sin wt)— 06 cos of, FT: (cos wt) o sin of 


On peut donc dire que la formule vectorielle (46.10) équivaut aux règles de déri- 
vation du sinus et du cosinus. 


$ 47. Théorème d’Euler. Mouvement général d’un solide 


4. Considérons le mouvement plan d’un corps solide, i.e. un mou- 
vement tel que tous les points du corps se meuvent parallèlement 
à un plan. Sans restreindre la généralité on peut considérer que ce 
corps mobile est lui-même plan (mouvement plan sur plan). La posi- 
tion du corps. plan mobile est définie de façon univoque par la donnée 

des positions de deux de ses points. Il 
4 £ À, .:suffit donc d'étudier le mouvement 
RE RS d’une droîte quelconqué d’un corps 
Ne plan. Soit une droite du solide qui pas- 
l se de la position AB dans la position 
SP A:B; (fig. 128). Relions les points À 
j et À, et B et B,. Du milieu des seg- 
| ments AA;et BB; ‘dressons les normales 
I EO et DO qui se coupent au point O. 
| .Nous allons démontrer que l’on peut 
faire passer le segment de droite 4 B dans 
« la position 4,8; en effectuant une ro- 
Fig. 128 tation autour du point O. La construc- 
tion de la figure 128 montre que le point 
0 :se trouve à égale distance des points A et A, et des points B et B.. 
On peut donc soümettre la droite AB à une rotation autour du point 
Otelle que le point À coïncide avec le point A,. Nous allons démon- 
trer que le point B viendra alors en coïncidence avec le point B:. 
Supposons que le point B ne coïncide pas avec le point PB, mais vient 
se placer en B,. Il est évident que le point B, doit se trouver à la 
même distance de O que le point B, et par conséquent OB, = OB,. 
En outre les triangles 0A,P, et OAiB: ont le côté OA; commun et 
les côtés A.B, et 4.B, sont. égaux puisque, le corps étant solide, la 
distance entre les extrémités du segment de droite AB ne peut varier 
lors de son mouvement. Il s'ensuit que les triangles OA.B; et OA.B, 
sont égaux et que / 0A,B, — Z OA:B,,.ce qui signifie que les points 
PB, et B, sont confondus. 

Ainsi tout corps solide se déplaçant parallèlement à un plan fixe 

peut passer. d'une position arbitraire dans urie autre en effectuant une 


U 
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rotation autour. d’un certain axe. Cette proposition est un cas particu- 
lier du théorème d'Euler (1707-1783) que nous démontrerons ci-des- 
sous. 

Un mouvement plan arbitraire peut être décomposé en une suite 
de déplacements élémentaires. On obtient ainsi une série de posi- 
tions Z, 2, 8, 4,... infiniment proches les unes des autres, que le 
corps occupe successivement. Selon le théorème énoncé, pour passer 
de la position 1 à la position 2 il suffit de faire tourner le rs au- 
autour d’un certain axe O,; de même pour le faire passer de 2 à 3 
on le fera tourner autour d’un autre axe O, infiniment proche du 
premier, et ainsi de suite. Si on fait tendre vers l'infini le nombre 
des positions intermédiaires 7, 2, 4, ... et vers zéro les déplace- 
ments successifs du corps, fout mouvement ‘plan d'un solide peut être 
considéré comme une rotation autour d'un axe instantané se déplaçant 
dans le corps et dans l'espace. 

2. Le théorème d'Euler s’énonce de manière analogue : Tout 
corps solide dont un point est fire peut passer d'une position arbitraire 
dans une autre par rotation autour d'un axe passant par ce point 
fixe. La démonstration du théorème d’Euler se fait exactement de la 
même façon que celle du théorème relatif au mouvement plan sur 
plan. Si un point € du solide est fixe, sa position est univoquement 
définie par l'indication de la position de deux points À'et B qui ne 
se trouvènt pas sur la même droite que le point C. Ces points À et B 
peuvent être pris sur la surface d’une sphère de centre C. Menons par 
les points À, B et C un plan coupant la sphère suivant l’arc de 
grand cercle AB. (Voir fig. 128. Nous ne représentons pas spéciale- 
ment la sphère. et les arcs des grands cercles, mais utilisons la 
représentation plane en remplaçant en pensée les segments de droite 
par des arcs de grands cercles..Il est clair qu’on ne pourrait repré- 
senter le centre d’une sphère € sur un dessin à deux dimensions.} 
Le mouvement de l’arc AB sur la surface de la sphère définit uni- 
voquement celui du corps solide tout entier. Supposons que l’arc 
choisi passe de la.position AB dans la position A,B,. Relions par 
des arcs de grands cercles les points À et A,'et les points B et B:. 
Par les milieux Æ et D dé ces arcs menons des âres de grands cercles 
EO et DO normaux aux précédents et se coupant en un point © 
de la sphère. Relions le point O au centre C de la sphère par Ja droite 
OC. Démontrons que l’on peut faire passer l'arc AB en position 
A,B;, par une rotation autour de l'axe CO. En effet, comme les 
points À et 4; et les points B et B, se trouvent à la même distance 
du point ©, on peut faire tourner le corps solide autour de l’axe 
CO de manière à faire passer le point À dans la position À:. Il reste 
à démontrer que par cette même rotation le point B viendra se 
placer en B:. Supposons que par rotation le point B vienne non pas 
en BP, mais dans une position B,. Traçons les arcs de grands cercles: 
OA, AB, et OB,. Comme le point B; se trouve à la même distance 
iTe 
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du point © que le point B, on a W OB, = LU OB,. D'autre part, 
dans les triangles sphériques OA;B; et AB: l’arc OA, est commun 
et les arcs 4.,B, et A,B, sont égaux puisque, le corps étant rigide, 
la longueur de l'arc AB ne peut varier par suite de ses déplacements. 
Ces triangles sont donc égaux et /_ O0A,B, = / OA,B,; le point 
B, est donc confondu avec B,, ce qui démontre le théorème d’Euler. 

Le théorème que nous avons démontré au début de ce paragraphe 
est un cas particulier du théorème d'Euler, puisqu’un mouvement 
plan sur plan peut être considéré comme un cas limite de mouve- 
ment sur la surface d’une sphère de rayon 
infiniment grand. 

En raisonnant de la même façon que dans 
le cas du mouvement plan on peut tirer du 
théorème d’Euler la conséquence suivante. 
Tout mouvement d'un corps solide ayant un 
point fixe peut être considéré comme une rota- 
tion autour d'un axe instantané passant par 
ce point fixe. Avec le temps cet axe instantané 
se déplace en général aussi bien dans le corps 
que dans l'espace. 

8. Examinons maintenant le cas le plus 
général de mouvement d’un corps solide. 
Prenons dans le corps un point arbitraire 
O. Tout mouvement d'un solide peut être décomposé en une trans- 
lation de vitesse &, égale à celle du point © et en une rota- 
tion autour d’un axe instantané passant par le point O. En désignant 
par @ le vecteur vitesse angulaire de la rotation instantanée, nous 
pouvons écrire pour la vitesse de tout autre point À du solide 


v = vo + lorl, (47.1) 


où r est le rayon vecteur allant de © en À (fig: 129). Il est évident 
que la vitesse de translation v, dépend du choix du point O. Mais 
comme la vitesse angulaire @ ne dépend pas de la position du point O 
auquel est rapportée la rotation du solide, on peut parler de la vitesse 
angulaire de rotation d'un solide sans indiquer ce point. Il reste à 
démontrer cette assertion. 

Choisissons un autre point arbitraire O’ du:solide et rapportons 
à ce point la rotation du solide. Soit ©’ la vitesse angulaire de cette 
rotation. La vitesse v du point À considéré plus haut sera main- 
tenant 


Fig. 129 


v= vor + [o'r’], 


où r' est le rayon vecteur allant de O’ en À. Puisqu'il s’agit de la 
vitesse d’un seul et même point, cette quantité doit être égale 


n 


à celle donnée par (47.1), ce qui donne 


vo + [@r]= vo: + [o'r']. 


$47] THÉORÈME D'EULER. MOUVEMENT GÉNÉRAL D'UN SOLIDE 261 


Portons dans cette égalité r’ —r + R, R désignant le vecteur 


— 

0'0. Remarquons encore que la vitesse du point © peut être trouvée 
par addition vectorielle de la vitesse du point O’ et de la vitesse 
angulaire @’ de rotation autour de ce point, soit 


vo — Vo’ + [w’R]. 
Nous obtenons alors 


vo: +([©"R]+ (@r) — vo: +[e’ (r +R)], 
snil 
or] = [or]. 


r étant arbitraire, @' — ©. 
4. Soit un corps solide en rotation autour d’un point fixe. Pre- 
nons ce point pour origine des coordonnées ©. L'énergie cinétique 


s 


de ce corps est évidemment égale à 
K=+ | v? dm, 


où l’intégration est étendue à toute la masse du corps. En appii- 
quant la formule v = [@r] on peut écrire v? — (uv) — (ler]l v) 
ou après permutation des termes v” — (@ {rvl). Puisque @ est le 
même pour tous les points du corps, on a | 
K =+ Î {rv] dm, 
ou bien 
K — (Lo), (47.2) 


où L est lé moment cinétique du corps par rapport au point O. 

Dans le cas général les vecteurs L et © forment entre eux un 
certain angle. Pour s’en rendre compte, considérons un seul point 
matériel M en rotation autour d'un axe fixe ou d’un axe instan- 
tané. Plaçons l’origine O sur cet axe. On a alors 


L = mire) = mr lor]] = mr@? — m (roÿr. 


Comme le dernier terme est généralement non nul, les vecteurs L 
et © ne sont pas colinéaires. Ils ne le seront que si on avait choisi 
pour origine © le pied de la perpendiculaire abaissée du point M 
sur l’axe de rotation. Dans ce dernier cas le moment cinétique L par 
rapport au point © se réduit au moment par rapport à l'axe de rota- 
tion. En désignant ce dernier par L, on écrira L = L, — I, I étant 
le moment d'inertie du point par rapport à l’axe de rotation. La 
formule (47.2) devient alors À — /, L,w = 1/, Iw?. Cette dernière 
formule reste valable pour le corps solide tout entier, ce corps pou- 
vant être considéré comme un ensemble de points matériels en 
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rotation autour d'un seul.et même axe. Ainsi la formule (47.2) 
est équivalente à la formule (33.6) qui avait été établie par un 
procédé différent, 


$ 48. ‘Roulement des corps sur un plan incliné 


4. On supposera que le corps qui roule (la roulante) est de révo- 
lution par rapport à l'axe géométrique C (fig. 130) et que ce mouve- 
ment ne s'accompagne pas de glissement. Cela signifie qu’au point 
de contact À la vitesse du corps est nulle. L'absence de glissement 
résulte de l'action des forces exercées par 
le plan incliné sur le corps roulant. Ces 
forces sont, d’une part, la force de la pres- 
sion normale au plan incliné F, et, d'autre 
part, la force de frottement F; tangente à 
ce plan. En l’absence de glissement cette 
dernière force est la force de frottement de 
repos ou la force de frottement d'adhésion. 

Le module de la force F, peut prendre 
toute. valeur comprise entre O: et kF,, k 

Fig. 130. étant. Le coefficient de frottement (cf. $17). 

Lorsque le :corps roule, cette férce prend 

la de juste nécessaire pour éviter le glissement. :Si la: force. tan- 

gentielle nécessaire est plus grande que #F,, un roulement pur devient 
impossible et s'accompagne d’un glissement. 

Nous allons résoudre le problème du roulement d’un corps par 
trois procédés différents. 

Procédé 1. Mettons en œuvre l'équation des moments 
par rapport à l’axe instantané de rotation. En l’absence de glisse- 
ment, l'axe instantané passe par le point de contact. A. Comme 
l'axe instantané et l'axe passant par le centre de masse € du corps 
se meuvent de façon parallèle, l’équation des moments se présente 
sous sa forme simple : 


SM à, (48.1) 


où /, est le moment d'inertie du corps roulant par rapport à l'axe 
instantané. et M, le moment des forces extérieures par: rapport. 
au même axe. Les forces extérieures sont la force de pesanteur mg 
et la réaction qu’applique le plan incliné sur le corps qui roule. 
Cette dernière force ne figure pas dans l'équation des moments 
parce qu'elle passe par l'axe À et son moment par rapport à cet 
axe est nul. Ainsi. 


Ta D mgr sin @. 


Désignons par v Ja vitesse linéaire du point C. Elle est.liée à 
la vitesse v, du point À par la relation v = v, + œr. En l’absence 
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de glissement v4 — 0 et donc v = wr. L’accélération linéaire du 
dv r 40 
dd TX : 


a" sna. (48.2) 


point € est a — . AUSSI. “tire- t-on de l'équation précédente 


En vertu du théorème de Huygernis-Steiner 14 = Io + mr°, où 
Te est le moment d'inertie du corps par rapport à l'axe passant 
par le centre de masse C. Par conséquent, 


gene (48.3) 


L'avantage de ce (procédé “aide en ce que dans l'équation ini- 
tiale . (48. 1) la réaction d’ appui. inconnue ne figure pas. 

Procédé 2. Utilisons l'équation des moments par rapport 
à l'axe passant par le centre . masse. C. Elle aussi est toute simple 


LS He, 


Me désignant le moment des forces extérieures par rapport à l’âxe C. 
La force de pesanteur ne figure pas dans cetté ‘équation, puisqu elle 
est portée par l’axe C..Le moment n’est dû qu'à la réaction d’ appui 
dont seule ja composante F, parallèlé au plan incliné intervient 
dans le calcul (c’est la force de frottement d’adhésion). Son moment 
est Mc = rF,; et par suite 


-r 40. Es 
Te & == rF. 
Cette équation contient deux. ‘inconnues : : l'accélération angulaire 


do 
ra ——et la force F4. Le théorème’ sur le mouvement du centre de mas- 
se fournit une deuxième équation 


dv. à 
mme sin a— Fr. (48.4) 
er Prin du do’. pes : : 
Avec la relation précédente a — 7 =r-x 0n résout les équations 


obtenues par rapport à a et on retrouve Je résultat (48.3). On trouve 

encore une équation pour la force de frottement d'adhésion 
Ze 

Fr= Tom mgsin«. (48.5) 

Procédé 3. Appliquons la loi de la conservation de l’éner- 

gie. L'énergie cinétique du corps est K — 1/4 [ ,w?. C'est pour- 

quoi 1/, 1 ,w°? = mgh, h désignant la hauteur à partir de laquelle 

le corps initialement au repos descend en roulant. Lorsqu'il aura 

parcouru sur le plan incliné un chemin x, on a k — x sin a et par 
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conséquent 


TA 
_ Lo=-é v?= m£x sin &. 


En dérivant cette relation par rapport au temps et en remarquant 


que + = v, on retrouve la formule (48.2). 


2. Puisque le corps qui roule est soumis à une force de frotte- 
ment, on peut se demander pourquoi on peut utiliser dans ce problème 
la loi de la conservation de l'énergie sous sa forme mécanique. 
La réponse à cette question est qu’en l'absence de glissement la force 
de frottement n'est appliquée qu'aux points du corps qui se trouvent 
sur l'axe instantané de rotation. Comme la vitesse instantanée de 
ces points est nulle, la force de frottement qui leur est appliquée 
n'effectue aucun travail et n’influe pas sur la valeur de l'énergie 
cinétique totale du corps qui roule. Le rôle de la force de frotte- 
ment F, se réduit à mettre le corps en rotation et à assurer un roule- 
ment sans glissement. En présence des forces de frottement d’a- 
dhésion, le travail produit par la force de pesanteur contribue à 
augmenter l'énergie cinétique des mouvements de translation et 
de rotation du corps. 

8. Le rapport, Iclm figurant dans la formule (48. 3) a la dimen- 
sion du carré d’une longueur. Introduisons la notation : 


so le 

Dm 
et appelons p le rayon d’ inertie du corps. La formule (48.3) peut 
s’écrire alors 


jé neenes (48.6) 


La quantité r peut être appelée rayon de roulement du corps. C'est 
la distance entre le centre de masse du corps qui roule et l’axe ins- 
tantané de rotation. Les rayons de roulement d’un cylindre et 
d'une sphère sont égaux à leurs rayons géométriques. 
L'accélération du corps qui roule et la vitesse de son mouve- 
ment de translation dépendent du rapport du rayon d'inertie au 
rayon de roulement. Plus ce rapport est grand, plus le corps roule 
lentement. Il est particulièrement facile de le démontrer par ap- 
plication de la loi de la conservation de l’ ‘énergie. Si le corps descend 
en roulant d’une hauteur À, toute son énergie potentielle mgh est 
convertie en énergie cinétique. L'énergie cinétique comporte l'éner- 
gie cinétique du mouvement de translation et l’énergie cinétique 
du mouvement de rotation. Au bas de la pente l’énergie cinétique 
totale vaut mgh et ne dépend donc que de la hauteur k. Plus la 
part revenant à Ja rotation du corps est grande, plus il dévale lente- 
ment la pente. Le rapport de l'énergie cinétique de rotation 
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à l'énergie cinétique de translation est égal à 
Erot_ _ cu? _ =( ( ” 


Etrans ET Tr 


L’accélération a prend sa valeur maximale dans le cas d’un glisse- 
ment pur, en l'absence de frottement. 

À l’aide des expressions des moments d'inertie données au $ 36 
on calcule aisément les rayons d’inertie et l’accélération & pour 
des corps de différentes configurations. 

Cylindre creux (sans bases): p? =r?, a — sin æ. 

r2 


Cylindre massif: p° — sa £gsin œ. 

Sphère creuse: p? — Re sin &. 
p p? == TE 

Sphère massive: 0? = 273, a = gsine. 
p? = + TE 


Les corps creux dévalent les pentes plus lentement que les corps 
massifs de même forme géométrique. À masse égale les moments 
d'inertie des corps creux sont plus grands que 
ceux des corps massifs, c’est pourquoi la part 
d'énergie cinétique revenant au mouvement de 
rotation est plus. grande pour les corps creux 
que pour les corps massifs. 

Prenons un petit volant emmanché sur un 
axe et plaçons-le sur deux raïls inclinés comme 
indiqué sur la figure 131: Le rayon de roule- 
ment est égal au rayon 7 de l’axe du volant. 

La valeur du rapport. p/r étant grande, le vo- Fig. 131 
lant roulera très lentement. 

4. Si l’angle d’inclinaison « devient égal à zéro, l'accélération 
a s’annule, et comme le montre la formule (48.5), la force de frotte- 
ment F, s’annule elle aussi. [1 en résulte qu'un corps solide de 
symétrie axiale, comme le ‘cylindre ou la sphère, doit rouler sur 
une surface rigide horizontale, en l’absence de glissement, d’un 
mouvement rectiligne et uniforme, sans être soumis à aucune force 
de résistance. Ce résultat ne concerne évidemment que des modèles 
idéalisés des corps. Le corps et le plan sur lequel il roule doivent 
être parfaitement lisses et rigides. Pour les corps réels le résultat 
ne se réalise pas ou ne se réalise qu'approximativement, car aussi 
bien le corps que le plan de roulement se déforment dans ce cas. 
Sur le plan apparaît un creux et son contact avec le corps est non 
pas ponctuel mais d’aire finie. Il en résulte que lors du roulement 
sur un plan horizontal apparaît une force qui ralentit le mouve- 
ment. Cette force est la force de frottement de roulement. Elle est 
généralement petite par rapport à la force de frottement de glisse- 
ment et bien souvent on ‘peut la négliger (cf. $ 17). 
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PROBLÈMES 


1. Calculer l'accélération & du centre-d'une-bille roulant sans glissement 
dans une cannelure inclinée d'un angle & par rapport à l'horizontale. Les formes 
des sections droites des cannelures sont représentées sur la figure 132, a et 8. 

— h? ; 


Réponse.aja= PEU sin &, où p est le rayon d'inertie de 


la bille et 2h la largeur de la cannelure ; b) a— Dre sin &. 
2. Quelle doit être la hauteur initiale À à laquelle doit se trouver une petite 
bille de rayon d'inertie p pour qu'elle puisse exécuter sans glissement dans la 
” cannelure une boucle de rayon R? Négliger 
le rayon r de la bille par rapport au rayon R 


de- la boucle. 


Réponse. HET "e Pour 
te PÉTER A + x ra 
une bille massive 4 = TR et pour une 


bille creuse: 4 = Ur. : 
-.: 8 On'‘fait rouler un cylindre: ou une 
: sphère de rayon r sur un plan incliné d'ün 
È angle & par, rapport à l'horizontale. Pour 
Fig. 132 quelle valeur de l’angle « le roulement s'ac- 
: compagnera de’ glissement, pour un coefti- 
cient de frottement de glissement % entre le corps et le plan? , 
pra r? + p? ; 
Réponse. tga— zh 
lant. Pour une sphère massive tg.& = 7/,.k, pour un corps creux tg a >> 6/,k. 
Pour un cylindre massif tg & = 3% et pour un cylindre creux tga > 2k. 


, où p est le rayon d'inertie du corps rou- 
: NA 


Fig. 133 Fig: 134 


4. Une bille de rayon r et de vitesse initiale nulle roule-sans glissement sur 
la surface d'une sphère à partir du pôle À (fig. 133). Déterminer le point où 
elle quittera la surface de la sphère pour poursuivre sa course en chute libre dans 
le champ de pesanteur. | Re 

Réponse. La position du point B à partir duquel la bille se meut en 
chute libre sous l’action de la force de la pesanteur est définie par l’angle & 
dont le cosinus est ï È 

ar 


RSA Grppr? 
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où p est le rayon d'inertie de la bille. Le résultat est indépendant du rayon de 
la sphère. Pour une bille massive cos & = 1/,, ét pour une bille creuse cos & — 
— $ 

. Un cylindre de masse 4 et de rayon r roule sur la surface horizontale 
d'une table (fig. 134). Uñ fil enroulé sur le.corps du cylindre passe du cylindre 
à une poulie fixe suivant l'horizontale; à son aütre extrémité est attaché un 
poids de masse m. En négligeant les masses de la poulie et.du fil, calculer l’ac- 
célération du centre de masse de cylindre. 4e 

À nr 


ME + 9) + 4m À 
cylindre. Pour un cylindre massif a = _ 


Réponse. a — où p est le rayon d'inertie du 


. g et pour ün cylindre creux 


3M + 8 
D 
M 2mé° | 


6. Un cylindre creux de masse M et de rayon r roule sür.un plan incliné 
formant un angle a avec l'horizontale. Un chien court sur la surface du cylindre 
à une allure telle qu'il y occupe toujours la posi- | | 
tion la plus hauté. -Cälculer l'accélération a du RS ; 
cylindre roulant si la masse du chien est m. ‘ + 

Solution. La méthode de résolution de 
ce problème est intéressante. La voie la plus sim- 
ple est d'utiliser l'équation des moments par rapport 
à l'axe instantané de rotation À (fig. 135). Tous les 
mouvements doivent alors être rapportés à un ré- 
férentiel dans lequel le plan incliné est immobile. 
Dans ce référentiel le chién courant sur place au 
point le plus haut S du cylindre se déplace paral- 
èlement au plan incliné à La même vitesse v que 
celle à laquelle se meut le centre de masse .du cy- 
lindre. Le moment cinétique Z du système.est cons- .. Re 
titué par les.moments cinétiques Zw du cylindre et. ….  Fige 135 
mvh du chien, où k —,r (1 + cos &) est La lon- + - ©: 
gueur de la perpendiculaire abaïissée du point S sur le plan incliné. Ainsi 


L = To +.mrv:(1 +. cos @), 


I désignant ici le moment d'inertie du cylindre par rapport à l'axe instantané 
Aie. la quantité 2Mr°. Comme le. glissement est absent v = or et :: i 


L = |2M + m (1 + cos a)] ro: 


Comme le centre de masse et l’axe instantané À se meuvent parallèlement l’un 
à l’autre, la dérivée de L par rapport au temps. doit être égale. au moment des 
forces extérieures par rapport à l’axe instantané À, donc à (M + m) grsin o. 
En égalant ces deux expressions on ‘obtient 


Mr Mbm — gsina 
2M + m(1+ cos a) 8 ; 


7. Sur la surface d’un grand cylindre creux reposant sur un plan horizontal 
un chien de masse m cornmence à courir vers le point le plus élevé À du cylindre, 
mais reste toujours à la même distance de ce point (fig. 136), tandis que le cylin- 
dre se met à rouler sans glissement sur le plan Horizontal. La masse du cylindre 
est M, l'angle AOm est &. Calculer: a) l'accélération a de l’axe du éylindre; 
2) la force de frottement F-entre le cylindre et le plan de roulement ; 3) le temps t 
pendant lequel le chien peut rester à la distance indiquée du point À sachant 
que là puissance utile maximale du chien est P,,,,: Quelle sera alors la vitesse 
maximale vmax de translation du cylindre ? (On entend ici par puissance utile 
la puissance fournie par le chien pour accroître l'énergie cinétique du système.) 


a 
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mg sin œ 


A SL 7e eee 


Fr = (M+m)a, 


fa Per ul Done mix 
2M+m a? TX M=+m)a: 


8. Calculer l'accélération a qu'acquiert un tonneau cylindrique plein de 
liquide roulant sans glissement sur un plan incliné d'un angle & par rapport à 
l'horizontale (fig. 137). Négliger le frottement entre le liquide et les parois du 
tonneau. 

Solution. Comme il n'y a pas de frottement entre le liquide et les parois 
du tonneau, la rotation de celui-ci ne se transmet pas au liquide. Par suite le 


AT 


Fig. 136 Fig. 137 


, 


liquide tout entier effectue un mouvement de translation à la vitesse v qui est 
la vitesse du centre de masse. Le moment cinétique du système par rapport à 
l'axe instantané À est L = 1,40 + mRv, où R est le rayon extérieur du ton- 
neau, 7, son moment d'inertie par rapport à l'axe instantané 4: et m la masse 
du liquide. Comme il n’y a pas de glissement v = wR, de sorte que 


1=-(+nr) DA 


Le centre de masse du tonneau se meut parallèlement à l’axe instantané, donc 


dL , TA r dv ee : 
TE — (+mr ) SE = Ut +m) Rgsina, 
où M est la masse du tonneau. Il en découle 
(M+m)R? | 
27 ARE ESnG 


Dans le cas limite du tonneau vide (m — 0), on retrouve la formule (48.2). 
Dans l’autre cas limite où les parois du tonneau seraient très petites par rap- 
port à son rayon À, 1, — 2MR?, 


__Mæ+m 
_ 2MEm 


Nous n'avons pas tenu compte des mornents d'inertie du fond et du couvercle 
du tonneau, admettant qu'ils étaient négligeables. 

Il est recommandé de résoudre.ce problème en utilisant, d’une part, l’équa- 
tion des moments par rapport au centre de masse et, d'autre part, l'équation de 
la conservation de l'énergie. 


a gsin«a, 
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9. Un disque de Maxwell est attaché à des fils de grande longueur (fig. 138). 
Les brins de 50 cm de longueur de chaque fil ont été enroulés sur l’axe du disque, 
après quoi le disque abandonné à lui-même commence à descendre sous l’action 
de la force de pesanteur. Arrivé à sa position la plus basse, le disque remonte en 
imprimant aux fils une secousse brusque. Calculer l'accélération du disque et 
la tension du fil pendant sa descente et sa remontée et évaluer approximative- 
ment la tension du fil lors de la secousse. La masse du disque H — 1 kg, son 


Fig. 138 Fig. 139 


rayon À — 10 cm, le rayon de l'axe r = 0,5 cm. Négliger l'allongement du fil 
pendant la secousse. (Comparer ce problème au problème n° 2 du & 37.) 

‘Réponse. Tant que le mouvement du disque est régulier (en dehors de la 
durée de la secousse), son accélération est la même à la descente et à la remontée; 
cette accélération dirigée vers le bas est: 


__ 2r? 
EE de 


La tension To du fil est la même pendant la descente et la remontée du disque: 


a + 
To= Se (1-<+) RAB3N. 
Pendant la secousse le fil est soumis à une tension supplémentaire AT qui vaut 
approximativement : 


1 24. s 


La tension totale du fil pendant la secousse est 7 — To + AT æ 8,0 N. 

10. À quelle distance ? de l'axe d'un pendule balistique doit se trouver le 
point d'impact d'un projectile arrivant suivant l'horizontale pour que l’axe du 
pendule ne subisse aucune surcharge pendant le choc ? | 

Solution. Soit F la force horizontale qu’applique le projectile au pen- 
Gus Ole ÆEcrivons l'équation des moments par rapport au point de sus- 
pension O: 


do 


Puisqu'on impose qu’au moment du choc l'axe du pendule ne subit aucune charge 
supplémentaire, en vertu du théorème du mouvement du centre de masse on 
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doit avoir 


dv 
qu 


où v est la vitesse du centre de masse, » est la masse du pendule. On négligera 
di masse du projectile. En divisaänt membre à membre les équations ci-dessus, 
il vient ‘ : 


En désignent par a la distance.entre le point de suspension et le centre de masse 
du pendule, v = wa. On trouvé : i 


‘ 
: ! 
h ! 


Cette formule montre que {est la longueur réduite du pendule pesant et le point À 
coïncide avec son centre d’oscillation. Le point de suspension © correspondant 
s'appelle le « cenire de choc ». Un forgeron sait bien où placer ses mains sur le 
manche de son pesant marteau pour ne pas éprouver au choc un désagréable effet 
de recul (c'est au centre de choc). 

11. Lorsqu'on cherche à couper une branche verticale d’un coup de sabre, 
en quel endroit le tranchant doit-il rencontrer la branche pour éviter dans le 
bras une percussion par contre-coup ? Considérer la lame du sabre comme une 
bande homogène de longueur £ que l’on tient à la main par le bout. 

Réponse. La distance entre la poignée et le point d'impact doit être 
égale à 27/3. à 

12. Soit un cylindre ou une sphère rigide roulant-avec glissement sur un 
plan rigide horizontal. Montrer que pendant le roulement les vitesses de transla- 
tion et de rotation du corps sont reliées entre élles par la relation 


mro + 1@ = const. (48.7) 


I étant le moment d'inertie par rapport à l’axe géométrique du corps. 
Solution. Les équations du mouvement du centre de masse et des mo- 
ments sont: Re 


Le signe supérieur se rapporte au cas où la force de frottement F pointe en avant 
(le mouvemerit de translation est alors accéléré et la rotation est ralentie) et le 
signe inférieur se rapporte au cas où la force F pointe en arrière (mouvement de 
translation ralenti, mouvement de rotation accéléré). En éliminant F et dt, 
on trouve dans les deux cas mr du = —1I dw, d'où l'égalité (48.7). 

13. Selon l'équation (48.7) le roulement d'un corps solide sur un plan hori- 
zontal ne peut cesser en l’absence de forces autres que la force de frottement 
horizontale appliquée au point de contact de la base et de la roulante. Quelle 
est la cause du désaccord entre théorie et expérience? NC : 

Solution. Tous les corps réels sont déformables. Sur le plan de 
roulement apparaît un creux. Les forces de frottement agissant sur le corps qui 
roule sont représentées sur la figure 140 par des fléchettes, leur résultante F — 


— ï 2 
— AB. Il est évident que le moment M des forces de frottement est plus grand 
que le moment de la force résultante F : M >= rF (F et M sont des quantités 
positives). En divisant membre à membre les équations m dv = +F dtet I do — 


= +M dt, puis en multipliant par r le résultat de la division on obtient 
mr dv +.I do (rF/M) = 0. 
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Comme rF << M, il en découle mr.de + Ido < 0, soit 
+ (ro +10) < 0. (48.8) 


Ainsi dans le cas d'un roulement réel la quantité mrv + Tw diminue avec le 
temps jusqu'à s’annuler. 

44 On communique à l'instant t = 0 une vitesse linéaire vo à une boule 
massive homogène de rayon r reposant sur un plan horizontal. En tenant compte 
du frottement de glissement et en négligeant le frottement de roulement, cal- 


Fig. 140, 


culer la vitesse angulaire de la boule à l'instant où son mouvement deviendra 
un roulement pur. Calculer la ‘perte par frottement de son énergie cinétique. 
Solution. D'après (48.7): 


mrvo = mrv + lo = (mr + I) ©, 


où vest la vitesse de translation de la boule et w sa vitesse de rotation une fois 
que la. boule roule sans glissement. On en tire aussitôt la vitesse angulaire w. 
La perte d'énergie cinétique est 

1 I 2 


mt 
2 Ton ml 


T 


AK = 


15. On pose sur un plan horizontal, sans lui communiquer de mouvement 
de-translation, une boule massive homogène de rayon r tournant autour de son 
diamètre horizontal à la vitesse angulaire wo. En tenant compte du frottement de 

lissement mais en négligeant le frottement de roulement, calculer la vitessé 
inéaire v du centre de la boule lorsqu'elle commencera à rouler sans glissement. 
Déterminer la perte d'énergie cinétique due au frottement. | 

Ré SU AT … AK=— 1 mr? 

Reéponse.v— 7 mr 0 — 7." Do 211 mt 

16. Une bille de billard qui roule sans glissement à la vitesse v sur un plan 
horizontal vient beurter une bille identique au repos, la ligne des centres des 
deux billes étant parallèle à la vitesse du mouvement. Déterminer les vitesses 
des deux billes lorsque leurs mouvements de roulement deviennent libres de 

lissement. Quelle partie de l'énergie cinétique initiale sera convertie en cha- 
its Oz suppose que lors du choc des billes il n'y a pas de transfert du mouve- 
ment de rotation. Négliger les pertes, d'énergie par frottement lors du roule- 
ment sans glissement. : | 

Réponse. La vitesse de la première bille v, = ?/,v, celle de la seconde 
ve = 5/,ù.° La perte d'énergie cinétique due au frottement représente */,, de la 
valeur initiale de j'énergie cinétique. 


0j moi. 
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47. Deux billes de billard identiques animées de la même .vitesse vo rou- 
lent sans glissement à la rencontre l’une de l’autre jusqu’à entrer en collision 
élastique. En supposant que le choc est central et que pendant la durée du choc 
les vitesses angulaires ne varient pas, calculer les vitesses des deux billes après 
le choc, roulant sans glissement. 

Solution. Pendant le choc les billes échangent leurs vitesses de trans- 
lation, leurs vitesses de rotation restant inchangées. Il suffit donc de déterminer 
le mouvement d’une seule bille. Aussitôt après le choc Îes vitesses initiales de 
la bille considérée seront vin — —%0, win — &g — vo/r. En vertu de (48.7) le 
mouvement de cette bille après le choc doit satisfaire à l'équation mur + To = 
= —mvor + Top. Dès que le roulement ne s'accompagnera plus de glissement 
v — or et par suite 


Î1— mrt 


D —_— D — + Vo. 
TI+mr2 5 


7 


18. Une bille de billard roulant sans glissement à la vitesse w rebondit 
élastiquement après choc contre une paroi fixe. En admettant que lors du choc 
la vitesse angulaire da la bille ne change pas, alculer sa vitesse » après choc 
lorsque son HAUVeReUt ea un AGE UE 

— mr 


Réponse. dr Vo = > Vo. 


+ mr? 7 
19. Comment faut-il frapper une bille avec une queue de billard pour que 
la force de son frottement sur le tissu de la table la mette en un mouvement: 
a) accéléré, b) ralenti, c) uniforme ? On suppose que le coup est appliqué hori- 
zontalement dans un plan vertical passant par le centre 
de la bille et son point de contact avec le plan du 


N billard. | 
F Réponse. La bille aura un mouvement unifor- 
me si le point de poussée se trouve à une distance égale 
à 2/5 du rayon au-dessus de son centre. Ce sont des 
coups dits normaux. Si le point de poussée est situé plus 
L haut, la bille prendra un mouvement accéléré et si ce 
£] joint est situé plus bas que pour un coup normal, la 
LT bille aura un mouvement ralenti. Ce sont les coups 
hauts et bas. Ces résultats ont été obtenus en supposant 
que la force de frottement de la bille sur la table est 
Fig. 141 négligeable par rapport à la force appliquée par la 

queue. 

20. Comment faut-il frapper une bille avec une queue de billard pour qu’a- 
rès collision avec une bille immobile: a) les deux billes avancent, b) la première 
ille s'arrête et la seconde avance, c) la seconde bille avance et la première re- 

cule? On adoptera les mêmes hypothèses concernant l'application du coup que 
dans le problème 19. % 

Réponse. Le cas.a) se trouve réalisé pour un.coup haut, le cas b) pour 
un coup normal et le cas c) pour un coup bas. 

21. On place au pied d’un plan incliné formant un angle & avec un plan 
horizontal un cylindre massif, homogène, de rayon r en rotation à la vitesse angu- 
laire oo, sans lui communiquer de vitesse linéaire initiale. Le cylindre monte en 
roulant sur le plan incliné. Déterminer le temps au bout duquel le cylindre at- 
teindra sur le plan incliné la cote maximale. 

Solution. Soit F la force de frottement appliquée au cylindre à son 
oint de contact avec le plan incliné (fig. 141). C’est cette force qui fait monter 
e cylindre sur le plan incliné. Au début, tant que le roulement s'accompagne de 

glissement, la force F est une force de frottement de glissement. Lorsque le mou- 
vement est un roulement pur, la force F est une force de frottement d'adhésion. 
Cependant, quelle que soit la nature du mouvement, il satisfait, d’une part, à 
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l'équation du mouvement du centre de masse 


dv . 
mr = F—mg sin œ, 


et, d’autre part, à l'équation des moments (par rapport à l'axe géométrique du 
cylindre) 


do 
Pere 
Eu éliminant F on obtient 
mr Le — I LEE sin & 
dt t Ë 


L'intégration de cette équation compte tenu des conditions initiales (© = 9 
pour # = 0) a pour résultat 


mro = Î (og — @) — magrt sin «a. 

Cette relation reste valable pendant toute la durée du mouvement, que ce soit 
un roulement pur ou un roulement avec glissement. A la cote maximale v — 0 
et par suite o = 0. S'il n’en était pas ainsi, le cylindre aurait continué à monter 
et 5 cote atteinte n'aurait pas été la cote maximale. Il s'ensuit que le temps de 
remontée # s'obtient en posant dans l'équation ci-dessus v = @ = 0: 

__ Tüj ___r@ 

” mgrsima ?gsino' 

Il est remarquable que le temps de remontée # ne dépend pas des coefficients 
de frottement entre le cylindre et le plan incliné. On aurait obtenu le même ré- 
sultat même si le coefficient de frottement avait été variable. La solution pré- 
suppose cependant que le frottement est suffisamment grand pour assurer la 
remontée du cylindre sur le plan incliné. Si le frottement était insuffisant, la 
vitesse de rotation du cylindre deviendrait plus petite. Il est facile de se rendre 
compte que le temps de ralentissement est donné par la même formule. 

Par contre le temps que met le cylindre pour dévaler en roulant le plan in- 
cliné, ainsi que la cote maximale à laquelle monte le cylindre, dépendent de la 
valeur du coefficient de frottement. Cette différence tient à ce que le mouvement 
de descente est un roulement pur, tandis que la montée comporte une étape ini- 
tiale avec glissement suivie d’un roulement pur. 

22. Considérant que dans le problème précédent le coefficient de frotte- 
ment de glissement k du cylindre sur le plan incliné a une valeur donnée et cons- 
tante, déterminer: 1) l'accélération 4, du cylindre lorsque son roulement s’ac- 
compagne de glissement ; 2) le temps #, au bout duquel s’instaure un roulement 
pur; 3) la hauteur H, à laquelle parvient le cylindre avant que s'établisse un 
roulement sans glissement ; 4) l'accélération a, du roulement pur; 5) la hauteur 
supplémentaire #, à laquelle monte le cylindre par roulement pur; 6) la hau- 
teur totale H à laquelle monte le cylindre ; 7} le temps { que met le cylindre pour 
dévaler en roulant le plan incliné. On posera que k > tg a. 

Réponse. a = g(k cos « — sin a), dirigé vers le haut; 

Tor CAS 


4 (+ mr) a, Fmrigsina  (8kcosa—sina)g 3 


1 ; mrè : PIRE a 
Hi=-utsinc; MT ÉSina=esina; Hs Hi; 
kcosa— sin & 

= H = ——_ © © —— wir? ; 
FE 4e Gkcosa—sma) 0 ? 

= _13/. 2H CRA ©3(kcos a — sin a) 

t= } Se On nee 

a Sin@ 2gsina 8k cos a—sin «a 


18—-01433 
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23. On pose un cylindre massif et homogène de masse m, tournant à la vi- 
tesse angulaire @9 sur une longue planche de masse m, reposant sur un plan 
horizontal lisse. Le cylindre est posé sur la planche avec une vitesse de transla- 
tion initiale nulle, la vitesse initiale de la planche étant nulle elle aussi. En né- 
gligeant la force de frottement de roulement, mais en tenant compte du frotte- 
ment de glissement entre le cylindre et la planche, trouver la vitesse angulaire de 
rotation du cylindre lorsqu'il se met à rouler sans glissement. On suppose la 
planche d’une longueur suffisante pour que s’établisse un roulement pur avant 
que le cylindre n'arrive au bout de la planche. 

Réponse. @=— TE 0. 

24. On a pratiqué dans un cylindre massif et homogène de rayon R une 
cavité cylindrique de rayon R/2 dont l'axe passe par le milieu du rayon du cylin- 


Fig. 142 


dre (fig. 142, a). Déterminer la période T des petites oscillations qu'effectuera le 
cylindre quand on le posera sur un plan horizontal en lui laissant toute latitude 
d'y rouler sans glissement. : 
Solution. Le problème consiste à établir les expressions de l'énergie 
potentielle et de l’énergie cinétique du système. Pour ce faire, imaginons que la 
cavité pratiquée dans le cylindre a été entièrement remplie par la même subs- 
tance que celle du cylindre. On obtient ainsi un cylindre massif et homogène 
que l’on appellera cylindre 7. Le cylindre de rayon deux fois plus petit remplis- 
sant la cavité sera appelé cylindre 2. Désignons les masses de ces cylindres par 
+ et m,. Les énergies potentielle et cinétique du système seront égales aux 
différences de ces énergies pour les cylindres 1 et 2. Lorsqu'on fait tourner le 
système d’un angle q par rapport à la position d'équilibre (fig. 142, b), le centre 
de masse du cylindre / reste à la même hauteur et son énergie potentielle U, 
ne varie donc pas. L'énergie potentielle du cylindre 2 devient égale à U, = 


=moghe, Où ko =R + 5 COS P est la hauteur du centre de masse du cylindre 2 
au-dessus du plan horizontal sur lequel est disposé le système. L'énergie poten- 
tielle totale du système est donc 

U=U;—U3=const- mer (1++ cos 2) d 


Le seul terme variable qu'elle renferme est —1/,m,gR cos @, de sorte que par 
un choix convenable de la constante additive on peut représenter U par une ex- 
pression telle que 


U— const-++ m2gR (1— cos p)= const +mgR sin? + ; 
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cv qui pour des angles œ petits s'écrit 
U % const ++ megRo?. 


L'énergie cinétique du système est K = 1/,(1, — I,) p?, Z, et Z, étant les mo- 
ments d'inertie des cylindres j et 2 par rapport à l'axe instantané. J, et Z, va- 
rient avec l'angle @, mais si les oscillations sont petites on peut négliger leurs 
variations et prendre les valeurs correspondant à la position d'équilibre. Pour 
la position d'équilibre on obtient aisément à l’aide du théorème de Huygens- 
Steiner les valeurs suivantes de Z, et de Z,: 


À 
T= mr, = maR?. L 
ce, 
En remarquant encore que m,—4m,, on trouve finalement 
29 ; 
K — 76 maR2p2. £ 


Les expressions de U et de K montrent que les petites 
oscillations du système doivent être harmoniques de pé- 
riode 


Hors k 


19 
25. Une grosse boule homogène en plomb, de masse Fee 
M, repose sur un plan horizontal. On tire une balle de 
fusil de masse m qui à la vitesse V vient percuter suivant une trajectoire horizon- 
tale le centre de la boule de plomb et s'y encastre. Calculer la vitesse v du mou- 
vement rectiligne de la boule lorsqu'elle se mettra à rouler sans glissement. 
Admettre qu'après choc la boule reste homogène, ce qui revient à négliger la 
masse de la balle qui s’y est logée. On négligera aussi le frottement de roulement. 


é Eu 
Réponse. v=T 7 V- 


26. Une boule de masse M = 1000 g reposant sur un plan horizontal est. 
traversée de part en part suivant le diamètre par une balle de fusil tirée suivant 
l'horizontale avec une vitesse initiale Vo — 500 m/s. Après percussion, la boule 
glisse d’abord sur le plan, puis roule sans glissement à une vitesse constante 
v—3 m/s. Calculer la vitesse V de la balle à la sortie de la boule sachant que la 
masse de la balle est m — 10 g. Négliger le frottement de roulement. 


Réponse. V — Vo—-v— 80 m/s. 


27. Une tige homogène de longueur ! reposant sur une table horizontale 
lisse peut s’y déplacer sans frottement (fig. 143). A l'instant initial où la vitesse 
de la tige est nulle, elle est heurtée par une petite bille se déplaçant dans une 
direction perpendiculaire à la tige. A quelle distance x du centre € de la tige la 
bille a-t-elle heurté la tige si directement après le choc les extrémités 4 et B 
de la tige ont été mises en mouvement aux vitesses v, et vn? (Ces vitesses sont 
pores ou négatives suivant qu'elles sont dirigées dans le même sens quu 
a vitesse de la bille avant le choc ou en sens contraire.) 

Réponse. sp ste . Ce résultat est valable quel que soit le choc. 

28. Sur une surface horizontale parfaitement lisse repose une tige de longueur 
1 et de masse M pouvant glisser sans frottement sur cette surface (voir fig. 143). 
Une bille de masse m se déplaçant perpendiculairement à la tige vient la frap- 
per en un certain point. À quelle distance x du centre de la tige doit se trouver 
ce point de choc pour que la bille transmette toute son énergie cinétique à la 


ire 
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tige? Le choc est supposé parfaitement élastique. Pour quel rapport des mas- 


ses M et m ce résultat peut-il être atteint ? 
L = 74 M 4, Pour que ce résultat soit réalisable, 

2V3 m 

il faut que M > m. La condition x < !/2 conduit encore à M < 4m. 

29. Sur une table horizontale lisse repose une tige homogène, élastique, 
de longueur ? et de masse M. Une bille élastique de masse m se déplaçant à la 
vitesse v perpendiculairement à la tige vient frapper son extrémité. Trouver 
la valeur de l’énergie de déformation du système au moment où elle est maxi- 
male. Négliger le frottement entre la tige et la table. Ù 

2 

Réponse. Ve Dans les cas limites 4) M = O et 2) M = 
= oc on obtient 1) U — 0, 2) U = 1/,mv?. 

30. Sur une table horizontale lisse repose une tige solide homogène de lon- 
gueur Î et de masse M. Une bille solide de masse m se déplaçant à la vitesse 
perpendiculairement à l’axe de la tige vient frapper son extrémité. En suppo- 
sant que le choc est parfaitement élastique et que les forces de frottement s'exer- 
çant entre la table et les objets qui s’y trouvent sont négligeables, calculer la 
vitesse angulaire de rotation de la tige après le choc. 

Solution. Si F est La force agissant sur la bille pendant le choc, alors 


Réponse. «= 


mr, D'EUETS 1 PF. 
En divisant membre à membre, on exclut F et on obtient 
Maire. Ma. 2 
I d& 1 TI do 1° 


En intégrant dans les limites comprises entre la valeur initiale de la vitesse 
angulaire w = 0 et sa valeur finale, on trouve 

—D= 2e A] per : o 

RAT RL à 


où v, Ÿ, w représentent les valeurs des vitesses correspondantes après le choc. 
On détermine la vitesse angulaire © à partir de l’équation exprimant la con- 
-servation de l'énergie. Si on y porte les valeurs de v et V, la vitesse « se trouve 
définie par l'équation quadratique 


[a+ (LR) Jura 00. 


‘Une des racines de cette équation (wo := 0) est la vitesse angulaire de la tige 
-avant le choc, et l’autre sa valeur après le choc. Conformément au problème 
posé, c'est cette deuxième racine qui nous intéresse. Compte tenu de la relation 


NE: 2 i 
— 7 M U, cette racine est 

Pi VIS 
_ ämFM)l" 


$ 49. Les gyroscopes. Mouvement du gyroscope libre 


4 1. Par son étymologie le mot gyroscope signifie dispositif servant 
à déceler la rotation. Au sens large du terme un gyroscope est un 
corps solide en rotation rapide dont l’axe de rotation peut modifier 
‘sa direction dans l’espace. Un gyroscope, surtout lorsqu'il est sou- 
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mis à des forces extérieures, peut exécuter des mouvements remar- 
quables qui, à première vue, paraissent aussi inattendus qu'in- 
explicables. L'observation de ces mouvements est souvent pas- 
sionnante. Une toupie en rotation rapide n’est pas seulement un 
jouet amusant, mais peut constituer un excellent dispositif de 
démonstration pour l’étude des lois de la mécanique. Tous les effets 
déterminés par une rotaton rapide du gyroscope sont dits effets 
gyroscopiques. Ces effets ont trouvé de nombreuses applications 
industrielles (cf. $ 51). 

Les effets gyroscopiques se manifestent également dans les 
atomes grâce à l'existence de moments cinétiques déterminés par 
des mouvements orbitaux à l’intérieur des atomes ou par des rota- 
tions propres (spins) des électrons et des noyaux atomiques. II 
est évident que ces effets doivent être étudiés, comme tous les autres 
phénomènes à l'échelle atomique, dans le cadre de la mécanique 
quantique. Néanmoins on trouve une grande ressemblance entre 
les propriétés gyroscopiques des systèmes atomiques et macro- 
scopiques. Aussi la théorie du gyroscope présente-t-elle de l'intérêt 
pour l'étude de la physique atomique. 

Ce sont les gyroscopes symétriques qui présentent le plus d’in- 
térêt pour la science et la technique. On dit qu’un gyroscope est 
symétrique s'il présente une symétrie de révolution par rapport 
à un certain axe appelé axe géométrique ou axe de révolution. La 
théorie du gyroscope symétrique est tout à la fois plus simple et 
plus importante que celle du gyroscope asymétrique, aussi dans 
ce qui suit nous ne considérerons que les gyroscopes symétriques. 
En général un point de l’axe de révolution du gyroscope est fixe. 
Ce point fixe est appelé point d'appui ou de suspension du gyroscope. 
Dans un sens plus large on entend par point de suspension du gyro- 
scope un point © de l’axe de révolution auquel on rapporte la rota- 
tion du gyroscope. En général, le mouvement du gyroscope se com- 
pose du mouvement du point de suspension © et d’une rotation 
autour de l’axe instantané passant par ce point. La toupie est un 
exemple de gyroscope à point d'appui mobile. Dans la théorie du 
gyroscope, le cas le plus important est celui où le point de suspen- 
sion est fire. On peut ramener le cas général du point de suspension 
mobile au cas particulier du point de suspension fixe. 

2. Pour rendre l’axe de révolution du gyroscope mobile dans 
l’espace on dispose généralement le gyroscope dans un cardan de 
suspension (fig. 144). Le volant du gyroscope est fixé sur son axe 
de révolution 4A’A qui peut tourner avec un frottement aussi faible 
que possible dans des paliers fixés aux deux extrémités d’un dia- 
mètre de la bague intérieure. La bague intérieure peut elle-même 
tourner autour d’un axe B'B perpendiculaire à l'axe A'A ; l’axe 
B'B est soutenu par des coussinets fixés aux extrémités d’un diamètre 
du la bague extérieure. Cette dernière peut tourner autour d’un 
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troisième axe D'D soutenu par les paliers fixés au support. Le point 
d’intersection des trois axes est le centre du cardan de suspension. 
Un gyroscope à cardan de suspension possède trois degrés de li- 
berté et peut exécuter toutes sortes de rotation autour du centre de 
suspension. Dans tout ce qui suit nous négligerons l’énergie cinétique 
et les moments cinétiques des bagues, estimant qu’ils sont infini- 
ment petits comparés aux grandeurs correspondantes du volant 


Fig. 144 


du gyroscope. Dans le cas où le centre du cardan de suspension ou 
le point d'appui coïncident avec le centre de masse du gyroscope, 
on dira que l’on a affaire à un gyroscope équilibré. 

3. En vertu du théorème d’Euler ($ 47) le mouvement d'un 
one à point de suspension fixe (point O) peut être représenté 
comme une rotation autour de l’axe instantané passant par le point ©. 
Désignons par © le vecteur vitesse angulaire instantanée de rota- 
tion du gyroscope et par L son moment cinétique rapporté au point 
O. Cherchons la relation entre ces vecteurs pour un gyroscope sy- 
métrique. Si la vitesse angulaire @ est dirigée suivant l'axe de 
révolution du gyroscope ou suivant une direction perpendiculaire 
à cet axe, les vecteurs L et & seront mutuellement parallèles. Pour 
s’en rendre compte on fera le raisonnement suivant. Subdivisons 
en pensée le corps du gyroscope en paires de points matériels iden- 
tiques, symétriques deux à deux par rapport à l'axe de révolution 
fig. 145 et 146). Le moment cinétique d’une telle paire de points 
matériels rapporté au point © est d£L — dm [riv:l + dm (r,rl, 
où dm est la masse de chacun des points matériels. Lorsque le 
gyroscope est en rotation autour de son axe de révolution (fig. 145), 
les vitesses v, et v, ont mêmes module et direction mais des sens 
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contraires. On a alors dL — dm |v, (r, —r,)l. Les vecteurs v, 
et (r, —r,) sont orthogonaux à l'axe de rotation du gyroscope 
et par suite le vecteur dL et le moment cinétique L du gyroscope 
tout entier seront portés par l'axe de rotation. Le module de ZL 


@ 


du gyroscope 
Axe de révolution 
du gyroscope 


Axe de révolution 


ü, 
Fig. 145 Fig. 146 


étant le même que celui du moment cinétique rapporté à l'axe de 
rotation, L — Ij®, où 7) est le moment d'inertie du gyroscope 
par rapport à son axe de révolution. Dans le cas où le gyroscope 
tourne autour de l’axe perpendiculaire à son 

axe de révolution (fig. 146), on a m0 4@ 
et par suite dL = dm lu, (r, +r.)l. On en 
conclut que dL et L sont encore portés par 
l'axe de rotation avec L = TI ,@, T1; étant 
le moment d'inertie du gyroscope par rap- 
port à l’axe perpendiculaire à son axe de 
révolution. 

Supposons maintenant que la direction 
de l'axe instantané forme un angle arbi- 
traire avec l’axe de révolution. Décomposons 
le vecteur @ en deux composantes : l’une © 
dirigée suivant l’axe de révolution du gyro- Fig. 147 
scope et l’autre ©, perpendiculaire à la pre- 
mière (fig. 147). D'après la définition générale du moment cinétique 
(cf. $ 30) il s'exprime par une fonction linéaire des vitesses linéaires 
des points matériels résultant d’une subdivision imaginaire du 
corps du gyroscope. Ces vitesses sont elles aussi des fonctions linéaires 
du vecteur vitesse angulaire @ qui a même valeur pour tous les points 
du gyroscope. Il en résulte que le vecteur L est une fonction linéaire 
de ©, ce qui permet d'écrire L = L (©) = L (oy + @.) et comme 
la relation est linéaire L — L (@y) + L(@,). En remarquant 


A@ # 


280 LA MÉCANIQUE DES SOLIDES ÎCH. VII 


que la fonction L (ou) serait égale au moment cinétique du gyro- 
scope si celui-ci n’était en rotation à la vitesse angulaire oy qu'’autour 
de son axe de révolution, on doit avoir ZL (@y) — Zyey. De même 
L(®,) = Z:@,. On obtient ainsi 


L = I, Lo + L103 (49.1) 


À l’aide de cette formule on peut construire le vecteur L connais- 
sant le vecteur @ (fig. 147). Cette construction montre que les vec- 
teurs L et @ sont coplanaires à l’axe de révolution du gyroscope. 
Cependant dans le cas général les directions des vecteurs L et © 
sont différentes. 

En utilisant la formule (47.2) on déduit de (49. 1) les deux ex- 
pressions suivantes pour l'énergie cinétique d'un gyroscope en 
rotation 


L LA 
Ke + Got Lot) 7 (74). (49.2) 


On voit que l'énergie cinétique d'un gyroscope symétrique est égale 
à la somme des énergies cinétiques de deux mouvements de rotation, 
l'un autour de l'axe de révolution et l'autre autour d'un axe perpendi- 
culaire à l'axe de révolution. 

En pratique un gyroscope est toujours mis en rotation rapide 
autour de son axe de révolution. En comparaison de cette rotation 
rapide, tout mouvement de rotation autour de l’axe perpendiculaire, 
qui peut apparaître pour diverses causes, est une rotation lente. 
Il s'ensuit que la différence entre les directions des vecteurs L et 
© est alors très petite, et qu’elles coïncident pratiquement toutes deux 
avec la direction de l’axe de révolution du .gyroscope. 

Par convention, le sens positif de l’axe de révolution du gyro- 
scope coïncide avec le sens du vecteur vitesse angulaire © (en fait 
ce vecteur forme avec l'axe de révolution un angle aigu). Si, pre- 
nant pour origine le point de suspension ©, on porte sur l’axe de 
révolution un segment de droite OS de longueur unitaire orienté 
dans le sens positif de cet axe, l'extrémité S de ce segment de droite 
est désignée sous le nom de sommet du gyroscope. Le mouvement 
du gyroscope est complètement déterminé si on connaît le mouve- 
ment du sommet du gyroscope et sa vitesse angulaire de rotation 
autour de l’axe de révolution. Le principal objectif de la théorie 
du gyroscope consiste à déterminer le mouvement du sommet du 
gyroscope et la vitesse angulaire de rotation autour de son axe 
de révolution. 

4. Toute la théorie du gyroscope se fonde sur l'équation des 
moments 


LM, (49.3) 
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les moments L et M étant rapportés au point de suspension fixe 
O du gyroscope. Si le moment M des forces extérieures est nul, le 


gyroscope est dit libre. Pour un gyroscope libre L=0et par suite 
L= Ij@y + 71,6, — const. (49.4ÿ 


Cette équation exprime la conservation du moment cinétique du 
gyroscope. On doit lui adjoindre l’équation exprimant la conser- 
vation de l'énergie 


= + (Lo) = + (Ho + T164)= const, ES 


qui est également une conséquence de (49.3). Elevons (49.4) au 
carré 


Toi + oi — const. 


Il résulte de ces deux dernières équations que dans le mouvement 
d'un gyroscope libre les modules des vecteurs @j et &1 restent cons- 
tants; restent également constantes les deux composantes du moment 
cinétique : Li = Ion et Li = Tiw,. L'équation (49.5) montre 
ainsi que l'angle entre les vecteurs L et w est constant; Li et L. étant 
constants, l'angle entre le vecteur L et l'axe de révolution du gyroscope 
doit être constant. À tout instant l'axe de révolution du gyroscope 
effectue une rotation autour de l’axe instantané avec une vitesse 
angulaire @. Nous avons vu que les vecteurs & et L sont coplanaires- 
à l'axe de révolution du gyroscope et comme la direction de L est 
invariable dans l'espace, l’axe instantané et l'axe de révolution 
doivent tourner autour de cette direction invariable à la même 
vitesse angulaire. Nous arrivons ainsi à la description suivante 
du mouvement d'un gyroscope libre. 

À tout instant le mouvement d'un gyroscope libre est une rotation. 
autour de l'axe instantané passant par le point de suspension fixe. 
Les positions dans le corps du gyroscope de l'axe instantané et du vec- 
teur L varient avec le temps en décrivant des cônes autour de l'axe 
de révolution à la même vitesse angulaire w, qui est généralement 
différente de «. Autour de la direction du vecteur L invariable dans 
l’espace tournent à la même vitesse angulaire w, mais en sens opposé 
l'axe de révolution du gyroscope et l'axe instantané. Ce mouvement 
s “appelle précession régulière libre du gyroscope. En notant que la 
précession est régulière, on entend qu'aucune irrégularité n ’apparaît 
dans les rotations coniques de l'axe de révolution et de l'axe ins- 
tantané. 

5. Si un gyroscope de grand moment d'inertie est mis en rotation 
rapide, il présentera un grand moment cinétique. Selon (49.8) l’ac- 
croissement du moment cinétique est donné par l'intégrale 


AL = Î Ma. (49.6) 
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Si une force extérieure n'agit sur le gyroscope que pendant un temps 
court, la valeur de l'intégrale (49.6) et donc celle de l’accroisse- 
ment du moment cinétique seront petites. Cela signifie que si un 
gyroscope libre est soumis pendant un temps court même à une 
force importante, son mouvement n’en sera que peu affecté. 

Tout se passe comme si le gyroscope oppose une résistance à 
tout effort tendant à modifier la grandeur et la direction de son 
moment cinétique. C’est ce qui déter- 
mine la remarquable stabilité du mou- 
vement d’un gyroscope dès que sa ro- 
tation est devenue rapide. 

Prenons un gyroscope massif de 
forme conique (fig. 148) tel que l’on 
puisse visser, sur son axe de révolu- 
tion, une tige dont l’extrémité effilée 
servira de point de suspension. La 
tige doit être introduite dans le corps 
conique du gyroscope à une profondeur 
telle que le point de suspension coïn- 
cide avec le centre de masse du gyro- 
scope ; le gyroscope est alors équilibré. 
Quelle que soit l’inclinaison de son 
axe de révolution, il se trouvera dans 
un état d'équilibre indifférent. Tant 
qu'il n’est pas en rotation, le moindre 
choc suffit pour le rejeter loin de sa 
position d'équilibre. Mettons-le main- 
tenant en rotation rapide autour de 

Fig. 148 son axe de révolution. Si on. frappe 

fortement sur sa tige avec un bâton, la 

direction de la tige ne changera presque pas, mais commencera à 

‘exécuter une précession régulière libre qui est un mouvement de 

rotation sur la surface d'un cône de faible ouverture. L'axe de ce 

cône sera la direction que prendra le moment cinétique du gyroscope 
après avoir reçu un Coup de bâton. 

Voici une autre illustration de la stabilité de mouvement d’un 
ægyroscope en rotation rapide. Prenons un gyroscope constitué par 
un volant métallique massif placé à l’intérieur d’une sphère métalli- 
que creuse constituée par deux hémisphères démontables. Les extré- 
mités de l’axe du volant sont placées dans des coussinets fixés dans 
la sphère creuse, de sorte que le volant peut tourner autour d’un 
diamètre de la sphère. On enroule sur l’axe du volant un fil dont 
l'extrémité libre sort par un trou pratiqué dans la sphère creuse. En 
tirant sur le fil on imprime au volant une rotation rapide. Si on 
s'applique maintenant à faire descendre cette sphère le long d'un 
plan incliné, on constatera qu'elle oppose une résistance notable. La 
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sphère ne devient « obéissante » que si l’axe du volant est horizontal 
et perpendiculaire à la direction de roulement le long du plan incliné. 
Dans cette position, la sphère peut dévaler la pente sans que se 
modifie la direction de l’axe du volant, donc sans que varie la direc- 
tion du vecteur moment cinétique L. Dans 
toute autre position, le roulement de la sphère 
le long du plan incliné ne devient possible 
qu'après modification de la direction de l'axe 
du volant et donc du vecteur L. Or le gyro- 
scope «ne veut pas le faire ». Sous l’action de 
la pesanteur la sphère gyroscopique acquiert 
un mouvement de rotation lent et dévale la 
pente « de côté » cherchant à maintenir inchan- 
gée l'orientation spatiale de l’axe du volant. 

Si on place cette sphère avec un volant 
tournant sur la pointe d’une aiguille, elle ne 
tombera pas, même si elle est en position 
inclinée (fig. 149); sous l’action de la pesan- 
teur, elle se met à tourner lentement autour 
de l'axe vertical. Ce mouvement de rotation 
porte le nom de précession stimulée ; nous l’étu- 
dierons au paragraphe suivant. . 

6. Voyons maintenant ce que deviendra 
l'équation fondamentale (49.8) si le point de 
suspension est mobile, La réponse à cette ques- 
tion nous est fournie par l'équation (37.2). 
Représentons la vitesse de chaque point du 
gyroscope en mouvement par D= vo rot, Fig. 149 
où vw, est la vitesse du point de suspension O et 
Trot =l@r] la vitesse additionnelle due à la rotation autour du point 
©. Le moment cinétique par rapport au point de suspension est alors 


L — Î dm lrvol + Lot: 


où L,,+ est le mument cinétique dû à la rotation seule. En introdui- 
sant le rayon vecteur r; du centre de masse, on a 


L'= List + m lrevol. (49.7) 


En dérivant cette équation et en portant le résultat dans (37.2) 
on obtient 


Ésot= M—m [rcvol. (49.8) 


Cette formule montre que l'on peut se dispenser de prendre en con- 
sidération le mouvement du point de suspension, à condition d'ajou- 
ter au moment des forces actives M le moment d'une « force fictive », 


ou «force d'inertie» Fa, = --mr,, appliquée au centre de masse 
\ 
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du gyroscope. Cette conclusion devient encore plus évidente si on 
rapporte le mouvement à un référentiel dans lequel le point de sus- 
pension du gyroscope est immobile (cf. ch. IX). 


$ 50. Action des forces sur le gyroscope. 
Théorie approchée 


1. Le mouvement le plus intéressant du gyroscope est la préces- 
sion stimulée qui apparaît dès qu’on le soumet à l’action de forces 
extérieures. Considérons, par exemple, le schéma de principe du 
gyroscope représenté sur la figure 150. Il est constitué de deux 


Fig. 150 


volants identiques librement emmanchés sur un axe commun. Le 
gyroscope est conçu de telle sorte qu’il peut tourner librement non 
seulement autour de son axe de révolution OZ, maïs aussi autour 
des axes vertical OŸ et horizontal OX. On dit alors qu’il possède 
trois degrés de liberté. Appliquons en un point À de l’axe de révolu- 
tion une force constante F; ce pourrait être, par exemple, un petit 
corps pesant P attaché en ce point. Tant que les volants sont immo- 
biles, on observe l'effet normal: sous l'action du poids le volant 
de droite s’abaisse et le volant de gauche se relève par rapport à 
l'horizontale. 

Mais le mouvement devient tout autre si les volants ont été préa- 
lablement mis en rotation rapide, de même sens pour les deux vo- 
lants *). Dans ce cas l’axe de révolution du gyroscope ne penche 
plus du côté où est suspendu le poids P, mais commence à exécuter 
une rotation lente à vitesse constante autour de l'axe vertical OY. 


*) Dans les expériences en salle de cours le volant du gyroscope est mis en 
rotation rapide en le mettant en contact avec la jante de la poulie d'un moteur 
électrique. IL existe des gyroscopes où le rôle du volant est assumé par des 
nur électriques à champ magnétique tournant que l’on alimente en courant 
triphasé. : 


srnt ACTION DES FORCES SUR LE GYROSCOPE 285 


Culte rotation est une précession stimulée qui s’interprète le plus sim- 
plement par la théorie approchée du gyroscope. On cherche toujours 
à mettre le gyroscope en rotation rapide autour de son axe de révo- 
lution. Mais pour diverses raisons il acquiert aussi une rotation 
autour d’un axe orthogonal. Les effets spécifiquement gyroscopiques 
se manifestent lorsque cette rotation est lente par comparaison avec 
la rotation autour de l’axe de révolution, mais dans la théorie 
approchée on néglige cette rotation lente. Cela revient à négliger 
dans la formule (49.4) le deuxième terme, ce qui revient à écrire 
L & ET & 110. (50.1) 
Dans cette approximation les vecteurs L et @ ont même direction 
et sont orientés suivant l'axe de révolution du gyroscope. Les par- 
ticularités du mouvement de l’axe de révolution se reflètent dans 
les variations de la direction du vecteur L qui sont décrites par 


(49.3). Si on assimile L à un rayon vecteur, la dérivée L peut être 
assimilée à la vitesse du mouvement de l'extrémité du vecteur L. 
Supposons que le point d'application de la force extérieure F se 
trouve sur l’axe de révolution du gyroscope. Le moment de cette 
force est M — [aF], où a est le rayon vecteur mené du point de 
suspension du gyroscope au point d'application de la force F. D’après 


l'équation (49.3) le vecteur « vitesse » L doit être orthogonal à l'axe 
de révolution Z du gyroscope. Le moment de la force # peut modi- 
fier la direction du vecteur L mais non son module. {l en résulte que 
si la force extérieure F est constante, aussi bien le vecteur L que 
l’axe de révolution du gyroscope doivent exécuter une rotation 
régulière autour de l'axe OY. Cette rotation est la précession stimu- 
lée. Le vecteur vitesse angulaire de précession @ est dirigé dans le 
cas considéré suivant l’axe OY. 

Si on fait tourner un volant dans un sens et l’autre en sens con- 
traire (cf. fig. 150) mais avec la même vitesse angulaire, il n’y aura 
pas de précession. En effet, L est alors nul et, sous l’action du poids 
P, le gyroscope bascule autour de l’axe horizontal OX, tout comme 
dans le cas où les volants ne tournent pas. 

2. Galculons le module du vecteur Q. Le vecteur L ne varie que 
par suite de sa rotation à la vitesse angulaire de précession Q. La 


vitesse linéaire du déplacement de son extrémité (c'est la dérivée L) 
est L = [QL]. On tire alors de (49.3) 
[QL] = M. (50.2) 


Cette équation permet de calculer la vitesse angulaire de préces- 
sion Q@. Comme dans l’exemple considéré le vecteur Q est perpen- 


NS 


diculaire à l'axe de révolution 
(50.3) 


286 LA MÉCANIQUE DES SOLIDES ICH. VII 


IL est tout aussi facile de déterminer @ dans le cas plus général où 
l’axe de révolution du gyroscope est incliné par rapport à l’axe 
autour duquel s’effectue la précession. Il suffit de porter dans (50.2) 
l'expression M = [aF] — a [sF}, où s est un vecteur unitaire porté 
par l'axe de révolution du gyroscope. Comme dans la théorie appro- 
chée on confond la direction de L avec l’axe de révolution, on a L — 
— Ls. L’équation (50.2) se met alors sous la forme 
L \Qs] = a [sF], 
d'où 
. & = a 
Q = —+F SR F. (50.4) 
Ces considérations ne sont valables que si Q € ©, donc pour une 


rotation rapide du gyroscope. La rotation du gyroscope est considérée 
comme rapide si la vitesse angulaire de rotation autour de l'axe de révo- 


Fig. 152 


lution}œy est très grande par rapport à la vitesse angulaire de rotation 
autour de l'axe orthogonal w,. Elle doit être aussi très grande par 
rapport à la vitesse angulaire de précession Q. Pour les gyroscopes 
rapides utilisés en technique, la quantité Q est des millions de fois 
plus petite que «. 

3. Pour faire une démonstration de la précession stimulée il 
n’est pas nécessaire que le gyroscope comporte deux volants; on 
peut fort bien utiliser un gyroscope à un seul volant. La figure 151 
représente un gyroscope à volant unique suspendu au bout d’un fil. 
Le moment de rotation M est alors créé par le poids propre P du 
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volant et c’est lui qui provoque la précession autour de l’axe verti- 
cal. Cette même expérience est schématisée sur la figure 152 à une 
plus grande échelle. Une roue de vélo massive, munie d’un axe long 
et mise en rotation rapide, y figure le volant. Cette roue est suspen- 
due par l'extrémité libre de son axe à une corde longue. Si on dispose 
l’axe de la roue dans une position sensiblement horizontale, om 
voit la roue précessionner autour de l’axe vertical sous l’action de 
son propre poids. Cette expérience est fort spectaculaire, car on est 
surpris de voir la roue décrire une trajectoire circulaire au lieu de 
s’abaisser sous l’action de son propre poids. 

4. Remarquons que pour observer la précession sous l’action du 
poids propre du gyroscope on peut se passer de fil de suspension. On 
peut prendre un gyroscope symétrique à point de suspension fixe 
situé sur l’axe de révolution. Le point de suspension peut se trouver 
au-dessous du centre de.masse du gyroscope (c’est le cas de la toupie} 
ou au-dessus. Dans ce dernier cas le gyroscope porte le nom de pen- 
dule gyroscopique. Dans les deux cas la vitesse angulaire de préces- 
sion @ est donnée par la formule (50.4) où on pose F — mg. La 
période de précession T = 2n/6 est donnée par 

Ton À. (50.5) 
amg 

S'il s’agit d'un pendule gyroscopique, on peut faire correspondre 
à sa période T une longueur réduite l: 


Î : 
T=9n y =. (50.6) 
Elle est égale à 
ETES 
il 
l PT (50.7) 


Pour de grandes vitesses de rotation © et de petites valeurs de a, 
la longueur réduite du pendule peut être très grande et sa période 
peut atteindre quelques dizaines de minutes. La direction de l'axe 
de révolution du pendule gyroscopique n'est que très faiblement 
affectée par l'application de forces de faible durée. Les pendules 


gyroscopiques sont utilisés à bord des avions et des navires en: 
qualité d'horizon artificiel (cf. $ 92) et de verticale artificielle. 


Exemple. Le gyroscope d’un certain type d'horizon artificiel pour 
avion possède les caractéristiques techniques suivantes: m — 5.103 g, y = 
= 8-10 g.cm?, a — 0,25 cm. Sa vitesse de rotation est de 20 000 se 
et la vitesse angulaire est donc © — 2094 rad/s. En portant ces données dans 
(50.6) et (50.7) nous trouverons { — 180 km, 7 — 860 8 — 14 mn 20 s. La vitesse 
angulaire de la précession stimulée est d'environ 4,7 «108 fois plus petite que la 
vitesse angulaire de rotation autour de l'axe de révolution du gyroscope. 

5. À première vue, le comportement d’un gyroscope exécutant un mouve- 
ment de précession stimulée semble mettre en défaut la loi de conservation de 
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d'énergie. En l'absence du poids P, l'axe de révolution du gyroscope restait 
immobile (cf. fig. 150). Mais dès qu'on lui attache le poids P le gyroscope com- 
mence à précessionner. À ce mouvement correspond une énergie cinétique sup- 
plémentaire. Quelle est l'origine de cette énergie supplémentaire ? La seule force 
susceptible de communiquer au gyroscope de l'énergie cinétique est le poids 2. 
Or cette force est dirigée vers Es et est orthogonale à la direction de la pré- 
cession ; elle ne produit donc aucun travail. La réponse à cette question, ainsi 
qu’à d’autres encore, est donnée par la théorie exacte du gyroscope, que nous 
<xposerons au $ 52. Ici nous nous limitons à ces considérations préalables, es- 
sentiellement qualitatives. 

6. Etudions le mécanisme d'excitation d'une précession régulière. Soit un 
gyroscope tournant à une vitesse angulaire sa autour de son axe de révolution 


qui exécute une rotation supplémentaire uniforme à une vitesse angulaire Q 


Fig. 153 


autour d’un axe fixe incliné d'un angle quelconque par rapport à l'axe de révo- 
lution (fig. 153). Quelles conditions doivent être satisfaites pour que ce mouve- 
ment devienne possible? A la rotation propre autour de l’axe de révolution du 
gyroscope à une vitesse angulaire & vient s’ajouter upe rotation supplémentaire 
autour du même axe à une vitesse angulaire @,. De plus le gyroscope exécute 


une rotation autour de l'axe orthogonal à une vitesse angulaire @, = Q,. Le 
moment cinétique du gyroscope est donc L,=1}(@y + 99) +7,09. Calculons 
sa dérivée par rapport au temps. Etant donné que les trois vecteurs @,, Q,etQ, 
exécutent une rotation uniforme à une vitesse angulaire @, le vecteur Z doit tour- 
ner à cette même vitesse. Par suite, sa dérivée par rapport au temps est L — 
— [QL]. Mais l'équation des moments impose que L = [préc L}, où Q préc 
est la vitesse angulaire de la précession régulière déterminée par l'action du mo- 
ment des forces extérieures M = [aF]. Cette vitesse angulaire est déterminée 
par l'équation (50.2). 11 s'ensuit que le mouvement considéré du gyroscope est 
possible, c'est-à-dire compatible avec les équations de la mécanique, si @ = Q,;s. 
Ces considérations, parfaitement exactes, montrent que La précession régulière 
stimulée par la force extérieure consiante F est un des mouvements bien définis que 
peut exécuter un gyroscope. Mais un tel mouvement ne peut s'établir qu'avec des 
conditions initiales bien déterminées. À l'instant initial on doit évidemment 
communiquer au sommet du gyroscope une vitesse initiale v, — [Q@s], c’est-à- 
dire mettre en rotation uniforme l'axe de révolution du gyroscope avec une vi- 
tesse angulaire Q@. L'énergie requise pour ce faire est fournie par une poussée 
extérieure et il n'y a aucune contradiction avec la loi de conservation de l’éner- 
gie. Lorsque l'action de la poussée extérieure aura cessé, le mouvement de pré- 
cession du gyroscope sera maintenu par la force extérieure F. Ainsi La force exté- 
rieure ne provoque pas la précession régulière mais ne fait que l'entretenir. 

Le comportement du gyroscope exécutant une précession régulière stimulée 
est dans un certain sens analogue au comportement d'une bille attachée à un 
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fil et effectuant une rotation uniforme sur une trajectoire circulaire. La tension 
du fil attire la bille vers le centre du cercle, mais la bille se meut tout le temps 
perpendiculairement au fil. La tension du fil ne crée pas mais entretient le mou- 
vement circulaire uniforme. Pour mettre la bille en mouvement, il faut lui com- 
muniquer une poussée latérale. La force de tension ne modifie que la direction 
de la vitesse, sans affecter son module. En usant de cette analogie, le déplace- 
ment de l'axe de révolution du gyroscope lors d'une précession stimulée ré- 
gulière semblera peut-être moins étrange qu'au premier abord. 

7. Les considérations ci-dessus n’ont pas apporté de réponse à la question 
de la conservation de l'énergie. Lorsque nous suspendons un poids sur l'axe du 
gyroscope (cf. fig. 450) aucune poussée n’est communiquée au gyroscope, mais il 
commence aussitôt à précessionner. La réponse à la question posée se fonde sur 
le fait que dans le cas considéré la précession n'est pas régulière. Au mouvement 
de précession du sommet du gyroscope se superposent de petites rotations et des 
vibrations, qui portent le nom de nutfations. Par superposition des nütations au 
mouvement de précéssion, le sommet du gyroscope décrit des trajectoires se com- 
posant de festons de hauteur très petite et ayant des formes différentes : en boucle, 
cycloïdales, sinusoïdales (cf. fig. 169, a, b, c). Nous reviendrons sur-cette. question 
plus en détail au &$ 52. La forme de la trajectoire que décrit le sommet dépend 
de la vitesse initiale communiquée à l'axe de révolution du gyroscôpe. ‘Il ést 
facile de faire la démonstration de nutations importantes. Attachons une petite 
masse pesante à l’une des extrémités de l’axe d’un gyroscope exécutant unr 
rotation modérée (cf. fig. 150). Si on abandonne sans-.secousse cette masse pe- 
sante à elle-même, le sommet décrira une trajectoire à festons cycloïdaux (cf. 
fig. 169, b). Mais si on imprime äu gyroscope une poussée latérale dans le sens 
opposé à celui de la précession produite par la masse pesante, on. verra appa- 
raître sur la trajectoire des boucles (cf. fig. 169, a). Si la poussée que l’on imprime 
au gyroscope est dans le sens de la précession, la trajectoire présentera des festons 
sinusoïdaux (cf. fig. 169, c). Dans ce dernier cas, si la poussée est assez énergique, 
la trajectoire peut devenir circulaire et la précession régulière. 5 

Lorsque nous abandonnons à lui-même le poids que nous avons attaché à 
l'axe du gyroscope, il commence à s'abaisser sous l'action de la pesanteur. Si- 
multanément l'extrémité du vecteur moment cinétique L acquiert une compo- 


sante de vitesse latérale conformément à l'équation L — M. Le vecteur L cesse 
donc d'être parallèle à l’axe de révolution du gyroscope: en conséquence la 
trajectoire du sommet s’incurve et des nutations apparaissent. Le travail pro- 
duit par la force de pesanteur lorsque la masse pesante s'abaisse sert à augmenter 
l'énergie cinétique du mouvement de précession-nutation. Arrivée à sa position 
la plus basse, la masse pesante commence à s'élever et l'énergie cinétique du 
mouvement de précession-nutation se convertit en énergie potentielle de la 
masse pesante en position relevée. Ainsi se produit une succession de conversions 
d'énergie potentielle en énergie cinétique et vice versa. Il n'y a donc aucun écart 
à la loi de la conservation de l'énergie. 

Si la nutation est très petite, la précession est dite qu régulière. Dans les 

gyroscopes techniques à grendbé vite de rotation, la précession quasi ré- 

ière ne se distingue pratiquemi s d'une précession régulière. Les nut2- 
tions s’y présentent sous forme de vibrations de très petite amplitude et de gran- 
de fréquence de l’axe de révolution et n’exercent aucune influence sur l’étude 
du mouvement de précession fondamentale (voir exemple 8 au $ 52). D'ailleurs les 
petites nutations s’amortissent rapidement par frottement et la précession quasi 
régulière cède la place à la précession régulière. 

8. L'existence de mouvements de nutation est la cause d’un autre comporte- 
ment du gyroscope, qui peut sembler paradoxal. D'après (49.3) le moment ciné- 
tique L du gyroscope ne varie que sous l'action de forces extérieures. Dès que 
cesse l'action des forces extérieurès, cesse aussitôt la variation du vecteur £ 
t donc la précession du gyroscope. L’axé de révolution du gyroscope ‘devient 
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fixe. Cette absence d'inertie de l’axe de révolution ne contredit-elle pas la loi 
d'inertie? Une telle contradiction existerait bien si l'absence d'inertie concer- 
nait le mouvement.de l'axe de révolution lui-même. Mais en réalité l'absence d’'iner- 
tie concerne non pas l’axe de révolution, mais le vecteur L. C'est la théorie ap- 
prochée du gyroscope, qui ne tient pas compte des nutations, qui nous amène à, 
conclure à l’absence d'inertie de l’axe de révolution. Mais dès que l’on fait inter- 
venir les nutations les contradictions avec la loi d'inertie sont levées. 


9. D'après ce qui a été dit au point 6 la précession régulière sti- 
mulée doit durer indéfiniment si le moment M des forces extérieures qui 
l'entretiennent reste constant. Par exemple, sous l'action du poids 
P, le gyroscope de la figure 150 aurait dû rester en précession autour 
de l'axe vertical Ÿ pendant un temps indéfiniment long, le poids P 
restant tout le temps à la même hauteur. En fait, le poids 2 des- 
cend lentement et continuellement. La cause en est l’action des 
forces de frottement et d’autres forces de freinage qui, ensemble, créent 
un moment de rotation de freinage M, dirigé suivant la verticale des- 
cendante, donc dans le sens négatif de l’axe Y (cf. fig. 150). Ainsi 
le moment total des forces extérieures appliquées au gyroscope est 
M + M,. D'après l'équation fondamentale (49.3) la dérivée Z, 
c'est-à-dire la vitesse linéaire de rotation de l’extrémité du vecteur L, 
est dirigée suivant le moment résultant M + ÆM,. Cette vitesse pos- 
sède une composante verticale suivant #,. C’est pour cela que l’ex- 
trémité du vecteur L et le poids P s’abaissent. On peut dire que Le 
moment du freinage M, fait apparaître une précession supplémentaire 
autour de l'axe horizontal X, qui détermine l'abaissement du poids P. 

Il est facile de confirmer par l’expérience la validité de cette 
interprétation. Imprimons au gyroscope en précession de petites 
poussées dans le sens contraire à celui de la précession déterminée 
par le poids P. Celui-ci commencera à s’abaisser. Si les poussées se 
font dans le même sens que la précession, le poids se relève. Dans 
le premier cas nous faisons apparaître un moment de rotation M, 
dirigé suivant la verticale descendante et dans le second suivant la 
verticale ascendante. Ce moment crée une rotation de précession 
autour de l'axe horizontal X en abaïssant ou relevant le poids P. 
Ainsi, si on essaie de rendre la précession plus rapide, le gyroscope 
réagit en relevant le poids suspendu et si on essaie de la ralentir, on voit 
aussitôt le poids s’abaisser. 

10. Il est instructif d'interpréter cette règle dans le cadre du 
principe de Le Chatelier (1850-1936) qui est un principe général de 
Physique. Selon ce principe, que Le Chatelier avait établi à la 
suite de l’étude de certains cas particuliers, un système soumis à une 
action extérieure réagit de telle sorte que l'action exercée s'en trouve 
affaiblie. Lorsque nous attachons à l’axe de révolution du gyroscope 
une petite masse pesante, il réagit contre cette intervention par 
un mouvement de précession. Du point de vue du principe de Le 
Chatelier cette précession constitue la réaction du gyroscope qui 
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affaiblit l'effet de l’action extérieure en empêchant le poids de 
s’abaisser. Il est évident que si on renforce artificiellement la réac- 
tion du gyroscope en augmentant la vitesse da la précession, la 
masse pesante doit se relever. Inversement, une diminution artifi- 
cielle de la vitesse de précession du gyroscope équivaut à une réduc- 
tion de sa réaction contre l'action exercée par la masse pesante qui 
devra donc s’abaisser. Cette approche peut rendre service dans l'étude 
des dispositifs gyroscopiques de stabilisation lorsqu'il importe 
de trouver rapidement ce qu’il faut faire pour améliorer l'effet sta- 
bilisateur du gyroscope. 

11. Il est maintenant facile d'expliquer le comportement d’un 
gyroscope à deux degrés de liberté. Pour qu'un gyroscope libre soit 
stable et pour que, soumis à l’action de forces extérieures, il puisse 
exécuter une précession stimulée comme indiqué plus haut, il faut 
qu’il possède trois degrés de liberté, c'est-à-dire qu'il soit apte à tour- 
ner librement autour de trois axes passant par le point de suspen- 
sion O0. Un de ces axes est l’axe de révolution du gyroscope dont la 
rotation autour de cet axe est la condition sine qua non de son fonc- 
tionnement. Réalisons une fixation du gyroscope de façon à rendre 
impossible sa rotation autour de l’un des deux autres axes. Dans 
ce cas le gyroscope ne dispose plus que de deux degrés de liberté. 
Soit un gyroscope équilibré dont la rotation autour de l’axe verti- 
cal OY est bloquée (cf. fig. 150). Si on lui attache une masse pesante 
il commencera à tourner autour de l’axe horizontal OX, tout comme 
un quelconque corps solide, la masse pesante P s’abaissant dans le 
sens de la force de pesanteur F. Ce changement radical du comporte- 
ment du gyroscope s'explique par la même règle de précession. La. 
force F crée un moment # qui doit chercher à provoquer un mouve- 
ment de précession autour de l’axe vertical OY, mais comme cet axe 
est bloqué, la précession ne peut se produire et le seul effet produit 
sera l'apparition d'une déformation de torsion dans l'axe vertical. 
Les paliers appliqueront alors à cet axe déformé un moment rota- 
toire dirigé le long de la verticale descendante. C’est ce moment 
qui fera apparaître la récession du gyroscope autour de l'axe hori- 
zontal OX. Comme rien ne s'oppose à ce mouvement de rotation, le 
gyroscope précessionnera et on verra le poids P s’abaisser. On pour- 
rait dire que l’axe à l'état de torsion freine la précession qui aurait 
dû se produire sous l’action du poids P et que c’est ce freinage qui 
détermine l’abaissement du poids. 

Si, en l'absence de masse pesante attachée au gyroscope, on 
donne une poussée dirigée vers le haut ou vers le bas à l’une des 
extrémités de l’axe de révolution du gyroscope, celui-ci continuera 
à tourner par inertie autour de l’axe horizontal OX dans le sens 
de la poussée. Dans ce cas aussi, durant la poussée, le gyroscope 
cherchera à précessionner autour de l'axe vertical OY qui, étant 
bloqué, sera soumis à une torsion : sous l’actien du couple de torsion 
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le sommet du gyroscope devra se relever ou s’abaisser, ce qui revient 
à une précession autour de l’axe horizontal OX dans le sens de la 
poussée qui l'avait mis en branle. Tant que durera cette précession 
l’axe vertical sera soumis à une contrainte de torsion. 

On étudiera de la même façon le comportement du gyroscope 
dont l’axe horizontal OX serait bloqué. 


12. Généralement le centre de masse d'une toupie se trouve au-dessus de son 
point de suspension. Pour que la toupie ne se couche pas sur le côté, il faut lui 
communiquer une grande vitesse de rotation autour de son axe de révolution. 
Si la vitesse de rotation est petite, la position verticale de l'axe de révolution 


Fig. 154 


devient instable et la toupie tombe. Si on met en rotation une toupie se trouvant 
dans une position inclinée, son centre de masse se relève et la toupie prend une 
position verticale. Ce sont les forces de frottement appliquées au point de sus- 
pension qui produisent cet effet. 

Voyons d’abord quel serait le mouvement de la toupie s’il n'y avait pas 
de forces de frottement. Supposons que le plan d’appui de la toupie est hori- 
zontal et parfaitement lisse. La toupie est soumise à l’action de deux forces: 
son propre poids P et la force de pression normale F issue du plan SAppai 
(fig. 154, a). Le moment de ces forces est perpendiculaire au plan de la feuille et 
pointe en arrière de celle-ci. Ce moment détermine la précession de la toupie 
autour de l’axe vertical. Pour l'étude de cette précession nous utiliserons l'équa- 
tion des moments pe rapport au centre de masse C. Cette équation se présente 
sous sa forme usuelle (49.3). Si la précession est régulière, le centre de masse est 
immobile et par suite F + P — 0 en vertu du théorème de mouvement du 
centre de masse. Le moment de la force de pression normale F déplace le sommet 
de la toupie en arrière du plan de la feuille. La toupie précessionnera dans le. 
même sens que celui de sa rotation autour de l'axe de révelution. Comme le 
centre de masse, est immobile, c'est le’ point de suspension, © ‘qui décrira une. 
trajectoire’eirculaire, Ia proprnt dans'e'sens indiqué par les flèches’ sur la. 
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Tenons maintenant compte des forces de frottement de glissement qui se 
manifestent lorsque la pointe de la toupie décrit cette trajectoire circulaire. 
Il est essentiel que la résultante Fr- de ces forces de frottement est dirigée dans 
le sens du déplacement de la pointe de la toupie. Ce résultat tient à ce que la 
pointe est arrondie, comme représenté à plus grande échelle sur la figure 154, b. 
Si, après avoir mis la toupie en rotation autour de son axe de révolution, on 
la pose sur le plan d'appui, un glissement se manifeste au point de contact 4. 
Il est évident que la force de frottement de glissement appliquée à la pointe de 
la toupie est orientée à l'encontre de son sens de rotation, donc dans le sens de 
son déplacement de précession. On doit remarquer que cette particularité de 
la force de frottement ne dépend pas des positions relatives du centre de masse 
et du point d'appui de la toupie. La force de frottement de glissement Fr, agit 
toujours dans le sens du mouvement de précession déterminé par le poids de la 
toupie et la pression du plan d'appui et cherche à rendre cette précession plus 
rapide. Conformément à la règle générale, le résultat ne peut être qu’un relè- 
vement du centre de masse de la toupie. Si le centre de masse se trouve plus haut 
que le point d'appui, ce relèvement du centre de masse placera l'axe de révolution 
de la toupie près de la verticale. 

On peut évidemment envisager la question de plus près. Supposons de nou- 
veau que le centre de masse se trouve au-dessus du point d'appui de la toupie. 
Le moment des forces de frottement F;- a une composante suivant la verticale 
ascendante. Ce moment cherche à imprimer un mouvement de précession au 
vecteur L, ce qui aurait pour résultat de relever le sommet de la toupie. Le centre 
de masse C étant immobile, le relèvement du sommet devrait s'accompagner 
d’un abaissement du point d'appui 0. Comme la pointe reposant sur le plan d'ap- 
pui ne peut s’abaisser, la tendance à son abaissement se manifestera par un accrois- 
sement de la force de pression normale F. Cette dernière devient alors supérieu- 
re au poids P. La résultante non nulle de ces forces est dirigée vers le haut, ce 
qui a pour effet de relever le centre de masse C, donc de redresser l'axe de la 
toupie. | 
PTa force de frottement Ff- a également d’autres effets. Non seulement elle 
ralentit la rotation de l'axe de la toupie, maïs elle met en mouvement son centre 
de masse et la toupie commence à se déplacer sur le plan d'appui. S'il n'y avait 
aucune autre force de freinage, la résistance de l’air par exemple, ce mouvement. 
s'accélérerait sans cesse. (C’est une nouvelle confirmation de ce que la force Ffr 
est orientée dans le sens du mouvement de la toupie.) Le glissement doit alors 
diminuer jusqu’à ce que le mouvement de la toupie devienne un roulement pur. 
A cet instant, la rotation de la toupie autour de son axe se ralentit à tel point 
qu’elle devient instable et tombe sous l’action de la pesanteur. 

13. On peut expliquer le relèvement de l’axe de la toupie en se fondant sur 
l'équation des moments par rapport à son point d'appui 0. On doit tenir compte 
de ce que le point d'appui est en mouvement accéléré et donc utiliser l'équation 
des moments sous sa forme (49.8). Breï, il faut tenir compte des « forces d’iner- 
tie » (cf. 88 63 et 64) qui apparaissent du fait du mouvement accéléré du point 
d’appui. Dans le cas considéré, c'est la force d'inertie liée à l’accélération tan- 
gentielle qui importe. Cette « force » est appliquée au centre de masse C et son 
sens est contraire à celui de l’accélération tangentielle (sur la fig. 154, a, elle 
pointe derrière la feuille). Son moment par rapport au point d'appui O a une 
composante suivant la verticale ascendante. Ce moment fait apparaître la pré- 
cession qui relève le sommet de la toupie. 

14. On étudie de la même façon le cas où le centre de masse se trouve au- 
dessous du point d’appui. Les forces de frottement de glissement qui apparais- 
sent au point d'appui relèvent alors également le centre de masse, mais le som- 
met de la toupie s'abaisse simultanément. Une toupie mise en rotation en posi- 
tion inclinée s'incline donc encore davantage. 

15 Un exemple curieux est la toupie chinoise représentée sur la figure 155. 
A cause de l’action des forces de frottement, le centre de masse de la toupie sé 
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relève constamment, tandis que son axe de révolution s'incline de plus en plus 
jusqu'au basculement de la toupie. L’axe de révolution se rapproche de plus en 
plus de la verticale à moins que la toupie ne perde sa stabilité par ralentisse- 
ment de sa rotation axiale. 

16. Pour faire tourner l'axe de révolution d'un gyroscope, on doit lui ap- 
pes des forces dont le moment M vérifie l'équation (50.2), où & représente 
à vitesse angulaire de la rotation stimulée. De telles forces apparaissent, par 

exemple, par pression des coussinets sur l'axe de révolution du gyroscope. L'axe 
de révolution du gyroscope exerce sur les coussinets des forces de contre-pression 
égales mais de sens contraire. Ces forces de contre-pression et les couples corres- 
pondants sont dits gyroscopiques*). Il est facile de se rendre compte de l’exis- 


Fig. 155 Fig. 156 


tence des forces gyroscopiques; il suffit pour cela de prendre en mains l'axe 
d’une roue de vélo en rotation et d’essayer de faire tourner l'axe. La roue tendra 
à s'échapper des mains pour fuir dans une direction perpendiculaire, Si on fait 
tourner (as rapidement, il faut faire un effort considérable pour garder l'axe 
en main. : 
Dans l'expérience avec le tabouret de I oukovsky (8 34, pt. 7) le démons- 
trateur qui fait tourner l’axe d'une roue de vélo en rotation est soumis à des 
forces gyroscopiques dont le moment est dirigé suivant la verticale. Ce sont 
ces forces qui mettent le tabouret en rotation en modifiant sa vitesse angulaire. 
Les forces gyroscopiques agissent sur les coussinets de l’arbre de la turbine de 
ropulsion d'un navire ou de l’hélice d’un avion lors des variations rapides de 
A irection. Ces forces déterminent alors des mouvements de lacet. Cet effet ne 
se remarque que sur les petits navires ou les petits avions. | 
17. Approchons de l'axe du gyroscope représenté sur la figure 148 une tige 
horizontale. (L'axe de révolution du gyroscope est représenté sur la figure 156, a. 
La section droite de la tige par le plan de la figure est représentée par un cercle 
hachuré. On suppose que la tige est perpendiculaire au plan de la figure.) Au 
contact de l’axe et de la tige apparaît une force de frottement de glissement Ffr 
parallèle à l'axe de la tige et donc perpendiculaire au plan de la figure où elle 
est représentée par une flèche en pointillé. Le moment de cette force par rapport 
au point d'appui Mrr = [rFir] se trouve dans le plan de la figure perpendiculai- 
rement à la tige et au rayon vecteur r. Ce moment aura tendance à imposer à 
l'axe du gyroscope un mouvement de précession de même sens, mouvement qu’il 


*) Le terme «forces gyroscopiques» a ici un autre sens qu’au $ 24 
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ne pourra cependant pas exécuter à cause de La tige. Cette tendance à la préces- 
sion ne se manifestera que par un « collage » de l'axe sur la tige. En conséquence 
il apparaît une force de pression Fpr de la tige sur l'axe du gyroscope. Cette force 
se manifestera tout d'abord par un accroissement de la force de frottement Fr. 
D'autre part, elle provoquera une précession de l'axe de révolution du gyroscope 
qui se laceis le long de la tige dans le sens de la force Fr, puisque c’est 1 
sens du moment de la force de pression Myr={lrFprl. L'accroissement de la force 
de frottement F#r entraîne l'accroissement de la force de pression Fp-r et l’accé- 
lération du déplacement de l'axe du gyroscope le long de la tige. Cette accélé- 
ration ne cessera que lorsque le mouvement de glissement de l'axe de révolution 
se transformera en un roulement pur. {Dans l'expérience décrite, le temps peut 
manquer par suite de la variation de l'inclinaison de l’axe de révolution accom- 
pote son déplacement le long de la tige.) À partir de ce moment la force Fr, 

evient pratiquement nulle, la force FL- devient constante et le mouvement de 
précession le long de la tige deviendra uniforme. 

On peut remplacer la tige par un contour fermé ou ouvert en fil de fer de 
u’importe quelle configuration. Pour les expériences de démonstration on peut 
utiliser le contour représenté sur la figure 156, b. On fixe le contour en position 
horizontale à l’aide d'un support à proximité de l’axe de révolution du gyroscope. 
Si on met en contact l'extrémité supérieure de l'axe du gyroscope avec le con- 
tour, on verra l’axe parcourir le contour en passant successivement de la posi- 
tion Z en position 2, puis en position 3, etc. Pendant ces déplacements l'axe 
du gyroscope s'applique fortement contre le contour. C’est une expérience fort 
spectaculaire. Cet effet porte le nom de mouvement sur périmètre. 


PROBLÈMES 


1. Le héros d'un roman de Jules Verne proposait de faire tourner l'axe ter- 
restre en tirant un lourd obus. Evaluer la vitesse v minimale d'un obus de masse 
m — {000 t, tiré à partir du pôle, pour faire tourner l’axe instantané de rota- 
tion de la Terre d’un angle & — 1°. La masse de la Terre est 44 — 61021 +. 
La longueur d'un degré du méridien terrestre est 1 = 1411 km. Considérer la 
Terre comme une sphère homogène (voir problèmes 23 et 24 du $ 37). 

Solution. L’angle « sera maximal lorsque la vitesse v de l’obus sera 
orthogonale à l’axe terrestre. L'obus emporte un moment cinétique L — 


ms [re]. qui est orthogonal à la vitesse vw. La Terre acquiert le même mo- 


V 1— v/e 
ment changé de signe, ce qui provoquera une déviation du vecteur vitesse angu- 
laire de rotation de la Terre © d'un angle &« — L/Iw. En portant dans cette rela- 
tion 7 = ?/;Mr° et en remarquant que la différence c — v est très petite, on ob- 
tient 


c—v . 25mic 
ce ” SM 
2. Une toupie symétrique, dont l'axe de révolution fait un angle & avec la 
verticale (voir fig. 154), exécute une précession régulière sous l’action de la 
force de pesanteur. Le point d'appui © de la toupie étant fixe, calculer l'angle f 

que fait avec la verticale la force qu’applique la toupie au plan d'appui. 

: amèg sin œ 
Réponse. Sr ETES 
0 

3. Un pendule gyroscopique utilisé comme horizon artificiel présente les 
caractéristiques indiquées à la subdivision 4 de ce paragraphe. Tant que le mou- 
vement de l'avion était uniforme, l'axe de révolution du pendule était vertical. 
Ensüite, pendant rt — 10 s, l’avion volait avec une accélération horizontale 


% = 4 m/s. Calculer l’angle d'écart & par rapport à la verticale de l’axe de révo- 
lution du gyroscope pendant le mouvement accéléré. 
eu 


m 1,9-10722, 
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LL 

TE à 0,48 æ 25°. 
ui 

4. Une boule massive, homogène et lisse, placée sur une table horizontale 
est en rotation rapide autour de son diamètre vertical à la vitesse angulaire ©, 
(fig. 157). Une deuxième boule, identique à la première, vient la heurter. Le 
choc étant parfaitement élastique, il n’y a pas de transmission de la rotation 
sous l'action du choc. La première boule commence à se déplacer en glissant 
sur la table. On supposera que le coefficient de frottement de glissement k ne 
dépend pas de la vitesse. Calculer l'angle « entre l’axe instantané de rotation de 
la première boule et la verticale à tout instant t où le glissement n’a pas encore 
cessé. 

Calculer aussi la valeur de cet angle lorsque le mouvement de la boule de- 
vient un roulement pur. Négliger le frottement de pivotement et de roulement. 

Solution. Après le choc le centre de la boule tournante se mettra en 
mouvement à la vitesse initiale w. D'après le théorème du mouvement du centre 


Réponse. a 


Fig. 157 Fig. 158 


de masse, sa vitesse à l'instant + sera v — vo — kgt. Soit © la valeur instantanée 
du vecteur vitesse angulaire. Le moment de la force de frottement par rapport au 
centre de la boule sera égal à kmgri, où ë est un vecteur unitaire perpendiculaire 
au plan de la figure et pointant d'avant en arrière. 


; : En] Rte 
De l'équation des moments 7 Se = kmgri, on tire or = kgi, d'où 


on trouve © = &9 + 5 kgti/(2r). L'axe instantané de rotation se trouve toujours 
dans un plan normal au plan de la feuille. L'angle « est déterminé par l'équa- 
tion tg & — 5 kgt/(2rw). Déterminons l'instant où apparaît le roulement pur. 
La vitesse de translation de la boule ne dépend que de la composante hori- 
zontale du vecteur ©. L'instant où s’instaure le roulement pur se déduit de la 
condition 5/2kgt = vo — kgt. À partir de cet instant l'angle & devient constant 
et ne varie plus: tg & = 5/;v/r@0. Si vo = or, on a tgu = 5/,, à — 35°32’. 
La rotation de la boule autour d’un diamètre donné étant instable, la solution 
obtenue détermine l'inclinaison de l’axe de rotation relativement à l'espace 
extérieur et non à l’intérieur de la boule. : , 
5. Le gyroscope représenté sur la figure 148 exécute un mouvement sur péri- 
mètre le long d’une bague métallique circulaire de rayon R et dont le plan est 
horizontal. Le rayon r de la tige du gyroscope est petit comparé à À (r & R). 
L’axe du gyroscope fait un angle & avec la verticale. (Dans le cas considéré cet 
axe décrit un cône de révolution dont le sommet se trouve au point de suspen- 
sion ©.) Calculer la force de pression Fpr qu'exerce la tige du gyroscope sur la 
bague métallique. ch , 
Solution. En régime stationnaire le mouvement sur périmètre de l'axe 
de révolution du gyroscope est de roulement pur. Comme r < R, la vitesse angu- 
laire de précession est définie par QR — or. Partant de là on arrive aisément à 


3 or 
u 
F pr 7 


sin? &. 
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Soient & — 100 tours/s — 628 rad/s, Ty = 24104 g-em°, r = 0,5 cm, R — 8 cm, 
a = 20°, Alors Fpr & 70 N. 

6. Les effets gyroscopiques sont mis à profit dans les broyeurs à disques. 
Un rouleau cylindrique massif pouvant tourner autour de son axe géométrique: 
(meule tournante) est mis en rotation autour d’un axe vertical (à la vitesse- 
angulaire @) et roule sur une plaque horizontale (fig. 158). Une telle rotation peut 
être assimilée à la précession stimulée du gyroscope qu'est la meule tournante. 
Lors de la précession stimulée, la force de pression qu'exerce la meule sur la 
plaque sur laquelle elle roule se trouve accrue. C’est cette force qui broye les- 
matériaux répandus sur la plaque. Calculer la force de pression totale qu’exerce- 
la meule sur la plaque. 


1,62 
Réponse. Fpr = P+ UE 2 p + EmQtr, où P est le poids de la. 


meule, m sa masse et r son rayon. Soit r — 50 cm. Pour une vitesse de travail 
égale à 1 tour/s, soit & = 2x rad/s, on trouve 1/,mQr & mg = P. Par suite Ffr # 
s 2P. On notera que le moment cinétique total Z n’est pas dirigé le long de- 
l'axe de révolution de la meule, car il existe encore un moment dû à la rotation 
autour de l'axe vertical. Or ce dernier moment restant invariable lors de 
la rotation de la meule, on peut ne pas en tenir compte dans le calcul. 

7. Un disque de rayon r en rotation autour de son propre axe à la vitesse 
angulaire & roule sans glissement en position inclinée sur un plan horizontal ; 
il décrit un cercle complet dans le temps T. Calculer 7 et le rayon À du cerele- 
sachant que R © ret quell'angle formé par le plan du disque et le plan horizontal 
est &. 
3nœr 


2-2 
Réponse. T — ga, R= EE te a. 


$ 51. Les applications des gyroscopes 


1. Les gyroscopes trouvent dans les sciences et les techniques des applica- 
tions aussi nombreuses que variées. Un cours de Physique générale ne permet que- 
de les esquisser, aussi nous contenterons-nous de donner les principes de fonc- 
tionnement de certains dispositifs gyroscopiques sans chercher à décrire leur cons- 
truction et leurs caractéristiques techniques. Nous supposerons que tous les 
dispositifs ainsi que leurs conditions de fonctionnement sont idéaux. On admettra 
donc qu’il n’y a ni forces de frottement ni aucune autre force nocive, que les. 
moments d'inertie et les moments cinétiques des bagues des cardans sont infini- 
ment petits et on fera d'autres suppositions de ce genre, bien qu’en réalité tous 
ces facteurs exercent une influence notable et parfois même décisive sur le com- 
portement des gyroscopes réels. Mais nous nous fixons pour unique tâche de 
mettre en évidence les idées et les principes de base des dispositifs gyroscopiques. 

2. Commençons par l'étude du gyroscope équilibré (astatique) à trois degrés 
de liberté. Considérons un tel gyroscope en rotation rapide autour de son axe de: 
révolution. On supposera que la direction de cet axe n'est affectée ni par la force- 
de pesanteur, ni par la rotation de la Terre, ni par aucun mouvement accéléré. 
de son point de suspension. En l'absence de forces pouvant créer des moments- 
de rotation par rapport au point de suspension, l’axe de révolution d’un gyro- 
scope équilibré devrait conserver une direction immuable par rapport aux étoiles. 
Si on oriente l'axe de révolution du gyroscope sur une étoile donnée, il devrait 
tourner par oi DRE à la Terre pour pouvoir suivre le mouvement de l'étoile 
sur la sphère céleste. Un tel gyroscope serait capable de détecter la rotation diurne- 
de la Terre, c'est ce que démontra qualitativement le physicien français Léon 
Foucault (1819-1868). La réalisation de telles expériences est fort ardue, car: 
il ést impossible de supprimer complètement le frottement sur les paliers du 
cardan aipsi que les auires forces parasites créant des moments de rotation par 
rapport au centre de la suspension du gyroscope. 
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3. La propriété que possède le gyroscope équilibré de maintenir invariable 
la direction de l’axe de révolution est mise à profit dans le contrôle automatique 
du mouvement de torpilles autoguidées, d’avions, de navires, de fusées, etc. 
Le moment cinétique du gyroscope L = 1,0 doit être suffisamment grand pour 
-que l'influence des forces de frottement et d’autres forces nocives ne se fasse pas 
trop sentir. L’axe de révolution du gyroscope fixe la direction de marche de 
l'engin et à chaque déviation du cap fixé (Es par exemple du déferlement 
des vagues ou du vent) la direction spatiale de l’axe de révolution du gyroscope 
«se conserve. Cela signifie que l'axe de révolution avec le châssis du cardan de sus- 
pension tourne par rapport à l'engin mobile. La rotation du châssis du cardan 
de suspension met en marche, à l’aide de moyens appropriés, les moteurs de 
commande du gouvernail qui remet l'engin sur le cap. Dans le cas d’une torpille 
qui se déplace dans le seul plan horizontal (à la surface de la mer) il suffit d’un 
seul gyroscope dont l’axe de révolution est orienté dans le sens du mouvement. 
Pour un avion il faut disposer de deux gyroscopes : l’un, à l’axe vertical, définit 
le plan horizontal dans lequel doit se trouver l'avion, le second, dont l'axe est 
dirigé suivant l’axe horizontal de l'avion, fixe le cap à suivre. Tous les avions 
modernes longs courriers sont équipés de gyropilotes se substituant aux pilotes. 

4. Une application importante du gyrostope non équilibré à trois degrés 
4e liberté est fa réalisation de l'horizon et de la verticale artificiels. Ces dis- 
positifs sont nécessaires à la navigation lorsque la ligne d'horizon n’est pas visible. 
En tout point du globe on peut déterminer la verticale du lieu à l’aide d'un pen- 
dule, utilisé comme fil à plomb. Mais on ne peut l'utiliser à bord d'un avion ou 
d'un navire du fait des accélérations inévitables qui apparaissent lors des change- 
ments de vitesse, de cap, ou qui sont dues aux roulis, etc. On utilise alors, au 
lieu du pendule usuel, ke pendule gyroscopique (horizon artificiel) de grande lon- 
-gueur réduite (cf. $ 50, pt. 4). En l’absence d’accélérations l’axe d’un pendule 
gyroscopique se met à la verticale. Si l'engin subit une accélération, il apparaît 
“une précession qui incline l’axe du gyroscope par rapport à la verticale. Cepen- 
dant, si la période T de la précession est très grande et la durée de l'accélération 
petite par rapport à 7, la précession étant très lente n'aura pas le temps de faire 
dévier notablement l'axe du gyroscope de sa position verticale (voir problème 3 
au $ 50). C’est ce qui se produit, par exemple, dans les virages, puisque la du- 
rée du virage est toujours petite par rapport à 7. Le gyropendule n’est pratique- 
ment pas affecté par le roulis du navire. En effet la période du roulis est tou- 
jours petite par rapport à 7 et, ce qui importe surtout, est que l'accélération 
change périodiquement de sens plusieurs fois au cours du temps 7. Le 
roulis ne provoque que de petites oscillations de l'axe du pendule gyroscopique 
autour de sa position verticale. Ce sont les variations lentes de la vitesse 
qui affectent le plus la direction de l’axe du pendule gyroscopique, provoquant 
des écarts notables de son axe. 

5. L'application la plus importante du gyroscope est le gyrocompas, large- 
ment utilisé à bord des navires. Le compas magnétique ordinaire est sujet à 
diverses perturbations du FRERE magnétique terrestre (orages magnétiques). 
Ses indications sont faussées par la présence de grandes masses de fer et par les 
actions électrodynamiques des installations électrotechniques. Dans ces con- 
ditions, l’utilisation de compas magnétiques à bord des navires est rendue pra- 
tiquement impossible. Les gyrocompas ne présentent pas ces inconvénients. 

L'idée du gyrocompas fut avancée par Foucault dès 1852. [1 suggéra d'uti- 
liser pour cela un gyroscope à deux degrés de liberté et à cardan de suspension. 
Pour mieux saisir l’idée de base des compas gyroscopiques ainsi que de certains 
autres dispositifs gyroscopiques, il est tout indiqué de traiter un problème plus 
général, celui du comportement d’un gyroscope fixé sur un support tournant. 

6. Fixons la bague extérieure d’un cardan de suspension (cf. fig. 144). Ne 
disposant plus de ses trois degrés de liberté, le LEE de est moins stable. Comme 
nous l'avons montré au paragraphe précédent, le bloquage de la bague exté- 
rieure rend impossible la précession autour de l'axe vertical. Le degré de liberté 
ainsi supprimé peut être dans une certaine mesure rétabli si on attache la bague 
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extérieure du cardan à un support tournant librement autour d'un axe vertical, 
En procédant ainsi on ne fait qu'augmenter le moment d'inertie de la bague exté- 
rieure. Attachons une masse pesante à l’axe du gyroscope ; elle provoquera sa pré- 
<ession autour de l'axe vertical. Cette rotation est transmise au support de fixa- 
tion de la bague extérieure. Comme le support possède un moment d'inertie propre, 
ga vitesse angulaire de rotation {2 sera plus petite que la vitesse angulaire Q, 
à laquelle précessionnerait le gyroscope s'il était libre. L'existence du support 
freine la précession due à la masse pesante qui de ce fait doit s’abaisser (voir 
$ 50, pts. 9 et 10). Si en agissant sur le PUppor on augmente sa vitesse de rota- 
tion jusqu'à ce qu'elle devienne égale à Q,, Îa précession ne s’accompagnera plus 
d’un déplacement de la masse pesante qui restera 
à la même hauteur. Si la vitesse de rotation du 
support devient plus grande que @;, la masse pe- 
sante se relèvera jusqu'à ce que l'extrémité positive 
de l’axe de révolution pointe vers le haut. Pour 
une vitesse de rotation @ < Q, ou si on inverse le 
sens de rotation du support, l'axe de révolution se 
mettra aussi à la verticale, son extrémité positive 
pointant vers le bas. Ce comportement du gyros- 
cope s'explique par le fait que le gyroscope avec 
son support est obligé de tourner autour de l'axe 
vertical à une vitesse angulaire © différente de la 
vitesse de précession @, qu'il aurait eu sous l’action 
de la seule masse pesante. C'est ce qui détermine 
la déformation de torsion de l'axe vertical D'D 
{voir fig. 144). La déformation de torsion crée un 
moment de rotation M parallèle à l'axe D’D et qui 
détermine la précession autour de l’axe horizontal 
B'B; c’est cette précession qui fait que l'axe du gyroscope se met à la verticale, 
ascendante ou descendante suivant la vitesse et le sens de rotation du support. 
Cette orientation de l'axe de révolution du gyroscope s’observera aussi dans le 
cas limite où il n’y a pas de masse pesante et lorsque Q,; = 0. On conçoit aisé- 
ment que dans ce cas l'axe de révolution du gyroscope se place parallèlement à 
l'axe de rotation du support, les deux rotations étant de même sens (règle de Fou- 
cault). On dit que ces axes sont parallèles et de même sens. 


Il est facile de démontrer ces résultats par l'expérience. On utilise un petit 
gyroscope à cardan de suspension. Pour rendre plus clair le dessin de la figure 159, 
nous avons remplacé les bagues circulaires par des chassis rectangulaires. Après 
avoir mis le gyroscope en rotation autour de son axe de révolution, faisons tour- 
ner à la main le châssis extérieur autour de l’axe vertical. L’axe du gyroscope 
prendra une None verticale telle que la rotation du châssis et celle du gyro- 
scope autour de son axe de révolution soient de même sens. Si on fait tourner le 
châssis en sens contraire, le gyroscope « bascule »: son axe de révolution tourne 
de 180° autour de l’axe horizontal 4/4. Ainsi les deux rotations s’effectueront 
de nouveau dans le même sens. Le basculement du gyroscope se produira chaque 
fois que nous inverserons le sens de rotation du châssis extérieur. Pendant le 
basculement du gyroscope le démonstrateur ressent une action notable des forces 
pique qui tendent à le faire tourner autour d’un axe horizontal perpen- 

iculaire au plan du châssis extérieur, 


Dans une autre nxpérience on dispose un gyroscope équilibré à deux degrés 
de liberté sur un disque horizontal qui peut tourner autour de son axe vertical 
{fig. 160). Lorsqu'on fait tourner le disque, l'axe du jroscope prend une posi- 
verticale, et si on inverse le sens de rotation du disque, l’axe du gyroscope 
culbute. 

7. Examinons l'idée du compas gyroscopique avancée par Foucault. La 
bague extérieure du cardan de suspension du gyroscope peut tourner librement 
autour de l’axe vertical D'D (cf. fig. 459), tandis que la bague intérieure esi-rf#t® 
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dement fixée à la bague extérieure dans une position orthogonale. Dans ces 
conditions l'axe de révolution A’A du gyroscope est contraint de rester dans 
un plan horizontal coïncidant avec le plan de la bague intérieure et peut tourner 


M 


Fig. 160 


librement dans ce plan autour de l'axe vertical D'D. On dispose le syrossope 
sur un support horizontal qui participe évidemment à la rotation diurne de la 
Terre. Soit @ la vitesse angulaire de rotation de la Terre autour de son axe. 
Décomposons le vecteur @ en une composante ver- 

9, ticale G4 et une composante horizontale Qn. La 

pa De composante verticale n'exerce aucune influence sur 

/ S le gyroscope puisqu’il peut tourner librement autour 
de l’axe vertical, Il est donc inutile de prendre en 

4 9, considération la composante verticale Qy. La com- 
posante horizontale Q@x est contenue dans le plan 

Fe méridien et est donc orientée suivant la ligne de 

midi. Ainsi ce n'est que la rotation de la Terre 
À autour de la ligne de midi du lieu qui peut influen- 
cer le comportement du gyroscope. Posons que le 

/ plan de la figure 161 coïncide avec le plan horizon- 
9, tal. Décomposons le vecteur 2 en une composante 
ê @1 portée par l’axe de révolution du gyroscope et 
une composante @, qui lui est orthogonale. La pre- 

. mière composante n'exerce aucune influence sur le 

Fig. 461 - gyroscope puisque rien ne s'oppose à sa rotation 

libre autour de son axe de révolution. Ne subsiste 

| donc que la composante @, qui varie avec la ro- 
tation de la Terre. Le gyroscope ne peut tourner autour de l’axe @, puisque 
son axe de révolution est contraint de rester dans le plan horizontal (c'est le 
lan de la figure 161) ; mais il peut tourner librement autour de son axe de révo- 
ution et autour d’un axe vertical (qui est orthogonal au plan de la figure), 


SN 
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Nous sommes ainsi ramenés au cas que nous avons étudié à la subdivision 6 
de ce paragraphe où le rôle de la verticale est dévolu à la direction du vecteur @. 
Par suite l'axe de révolution du gyroscope doit tourner dans le plan de Ja figure 
dans le sens qui le conduit le plus directement vers la ligne de midi afin de 
coïncider en direction et en sens avec l'axe portant @.. Mais du fait de cette rota- 
tion, la longueur du vecteur @, diminue et celle du vecteur @, augmente. Lors- 
que l'axe de révolution du gyroscope devient parallèle à la ligne de midi, @, 
s'annule. Dans cette position l’axe de révo- 
lution ne subit plus l'influence de la rotation: 
de la Terre. Conformément à la règle de Fou- 
cault, la rotation propre du gyroscope et la 
rotation de la Terre autour de la ligne de 
midi doivent alors être. de même sens. 

Le principe de fonctionnement du com- 
pas gyroscopique de Foucault peut être expli- 
qué autrement. La rotation de la Terre tend 
à faire tourner l'axe de révolution du gyro- 
scope autour de la droite portant le vecteur 
Q,. Mais comme cette rotation est impossible 
puisqu'elle impliquerait que l’axe du gyro- 
scope quitte le plan dè la figure où il est as- 
treint à rester, elle ne se manifeste qu'en pro- 
voquant des déformations donnant lieu à SET Fig. 162 
parition d'un moment de rotation # parallèle 
au vecteur @,. Ce moment de rotation est res- 
senti par le gyroscope qui commence à précessionner autour de la verticale; 
la précession fait tourner l'axe du gyroscope vers la ligne de midi jusqu'à ce 
qu'ils coïncident en direction et en sens. 

8. Foucault indiqua également qu'un gyroscope à deux degrés de liberté 
peut être utilisé comme inclinomètre, dispositif servant à déterminer la latitude 
géographique d'un lieu. Fixons la bague extérieure du cardan du gyroscope dans 
une position telle que son plan coïncide avec celui du méridien terrestre! Le gyro- 
scope ne disposera que de deux degrés de liberté et pourra tourner autour de son 
axe de révolution et autour de l’axe horizontal B’B orthogonal au plan méridien 

cette rotation entraînera la bague intérieure). Si nous supposons que le plan 

e la figure 162 coïncide avec le plan du méridien terrestre, l’axe de révolution 
du gyroscope ne pourra tourner que dans le plan de la figure autour de l’axe 
horizontal B’B orthogonal à ce plan et ne pourra donc s’en écarter. Décomposons 
la vitesse angulaire @ de la rotation axiale de la Terre en une composante Q@; 
portée par l'axe de révolution du gyroscope et une composante @, orthogonale 
à la première composante. La première composante n'exerce aucune influence et 
on ne tient compte que de la rotation autour de la droite support du vecteur @.. 
Nous nous trouvons exactement dans la même situation que dans l’étude du 
gyrocompas de Foucault; en répétant les mêmes raisonnements, nous arrive- 
rons à la conclusion que dans le cas présent l'axe de révolution du gyroscope 
tournera pour se rapprocher de l'axe de la rotation propre de la Terre (ee du 
monde). Dù-fait dé”"cette rotation la longueur du vecteur Q, diminue et lorsque 
l'axe du gyroscope sera parallèle à l'axe du monde et de même sens, le vecteur @, 
deviendra nul et aucune rotation ultérieure de l'axe de révolution due à la rota- 
tion de la Terre sur elle-même ne pourra plus se produire. Ainsi l'axe du 
gyroscope se place parallèlement à l’axe du monde et dans le même sens. 
L'angle entre cette direction et le plan horizontal est la latitude géographique 
du lieu de l'expérience. ; 

9. Ni le compas gyroscopique ni l’inclinomètre de Foucault ne furent uti- 
lisés dans la pratique. Ils ne servent qu'à donner une solution théorique des 
problèmes concernés. En effet, du faît de la faible vitesse de rotation de la, Terte 
äutout de-son'axe, les forces créées par cétte rotation ét appliquées'au.gyroscope 
nt éxtfémemment faibles ét n'arrivént pas (6u arrivent à péirie) à surmonter la 
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résistance de frottement dans les paliers de ces pou D'autre part, les dis- 
positifs décrits ne pourraient en principe être utilisés que sur des supports fixes 
(par rapport à la Terre). Ils sont inutilisables à bord des navires et des avions, 
car leur marche ou leur vol fait apparaître des vitesses angulaires de rotation et 
des accélérations beaucoup plus importantes que les grandeurs correspondantes. 
lors de La rotation diurne de la Terre. 

Le problème de l'élaboration d’un compas gyroscopique ne devint pratique- 
ment réalisable que RENE commença à utiliser des gyroscopes à trois degrés 
de liberté. Le gyroscope doit en effet être astatique, mais un gyroscope astatique 
à trois degrés de liberté est insensible à la rotation de la Terre. Pour surmonter 
cette difficulté, il suffit d’accoupler le gyroscope à un dispositif subissant l'in- 
fluence de la rotation de la Terré et pouvant à son tour agir sur le gyroscope. 
Iliustrons ce principe en prenant pour exemple un gyroscope aujourd’hui pé- 


Sud 


Fig. 163 Fig. 164 


rimé, élaboré en 1911 par l'Américain Sperry et qui s’avéra être un dispositif 
de navigation parfaitement utilisable. Le dispositif auxiliaire qu’il utilisa était 
un pendule fixé à la bague intérieure du cardan du gyroscope. Le pendule utilisé 
était constitué par une barre courbe @ dont le plan était orthogonal au plan de 
la bague intérieure et donc parallèle au plan du volant du gyroscope (fig. 163). 
Le principe de fonctionnement du dispositif est extrêmement simple. Supposons 
que l’axe D'D de la bague extérieure soit vertical et que le plan de la bague inté- 
rieure contenant l'axe de révolution 4A’A du gyroscope soit horizontal. Dans 
cette position aucun moment de force ne peut influencer le gyroscope. Si on 
pointe l'axe de révolution 4’A4 du gyroscope sur une étoile, il suivra son mou- 
vement. Supposons que l’axe 4A’A soit écarté de la ligne de midi, vers l'est par 
exemple (fig. 164). Si l'étoile sur laquelle pointe l'axe monte, l'extrémité posi- 
tive À de l’axe de révolution du gyroscope suivra le mouvement de l'étoile en se 
relevant et provoquera la rotation autour de l'axe B’B de la barre courbe Q@ 
du pendule. Le moment M de la force de pesanteur de la bague par rapport au 
point © cherchera à abaisser le point À, ce qui déclenchera la précession du S- 
cope autour de l’axe vertical D'D ; par suite de la précession, l’axe de révolution 
du gyroscope tournera vers la ligne de midi afin de se placer en position paral- 
lèle et dans le même sens. Si l'extrémité positive À de l’axe de révolution avait 
été écartée à l'ouest de la ligne de midi, le système se serait comporté exacte- 
ment de la même manière. 

10. Pour conclure nous allons exposer le A du monorail. Un wagon 
roulant sur un seul rail se trouve dans un état instable. Pour stabiliser son mou- 
vement on peut utiliser un gyroscope massif à trois degrés de liberté, monté à 
l'intérieur du wagon, comme indiqué sur la figure 465, a. Les parois du wagon 
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pin le rôle de la bague extérieure du cardan de Re rest Supposons que 
e wagon se penche à droite. La force de pesanteur cherchera à le faire culbuter. 
Cette force crée un moment de rotation orienté vers l'arrière du plan de la 
figure et parallèlement à l’axe longitudinal du wagon. Par l'intermédiaire des 
paliers, ce moment est transmis au gyroscope qui commence à précessionner; 
ce mouvement fait pencher le châssis intérieur (fig. 165, b). Si on arrive par ur. 
moyen quelconque à accélérer la précession, on accroîtra par là le moment de 


7 


= LU s 
#7 À 
a) b) 


Fig. 165 


rotation des forces de résistance générées par le gyroscope (voir & 50, points 
et 10). Le centre de gravité du wagon commencera à se relever et le wagon repren- 
dra sa position verticale. Cette accélération stimulée de la précession du châssis- 
doit s'effectuer automatiquement. C'est l'élaboration de cette automation qui 
constitue la principale difficulté de la mise en pratique du monorail. 


$ 52. Fondements de la théorie exacte du gyroscope 
symétrique 
4. La théorie exacte du gyroscope symétrique tient compte des diffé-- 
rences d'orientation de l’axe instantané de rotation, de l'axe de révolution et. 
du moment cinétique du gyroscope par rapport à son point de suspension. 


Cette théorie est vérifiée pour toutes les valeurs du rapport des vitesses an- 
gulaires o,, et w, des rotations qu’exécute le gyroscope autour de son axe de- 


révolution et autour. de l'axe qui lui est orthogonal. On notera cependant que 
les effets gyroscopiques les plus importants déterminant les applications- 
techniques et scientifiques des gyroscopes ne se manifestent que lorsque w, > o. 


Mend are point O le long du sens positif de l'axe de révolution le- 
vecteur unitaire s (fig. 166). L'extrémité de ce secteur est le sommet du gyro- 


scope. La dérivée s, ayant la signification de la vitesse linéaire du mouvement. 
du sommet du gyroscope, peut être représentée sous la forme : s — [@s] = [os]. 


Les trois vecteurs 5, w, et s forment un trièdre trirectangle de sens direct (fig. 
167). On voit que ©, — ss]. Il en résulte que 

L=Ijo,+ 1,6, =1jos+T, [ss]. (52.1} 
En portant cette expression dans (49.3) on obtient 


ône+ lens +2 les =H. (52.2) 
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C'est l'équation fondamentale de la théorie exacte du gyroscope symétrique. 
Pour plus de commodité, on la subdivise en deux équations dont l'une s’obtient 


en multipliant scalairement (52.2) par s. Compte tenu de ce que (ss) = 0, cette 
multiplication scalaire donne 

Hé My (52.3) 
où M, = (Ms) est la projection du vecteur M sur l’axe de révolution du gyro- 
scope. On tire la deuxième équation également de (52.2) en la multipliant 
vectoriellement par s. Compte tenu de l'identité [ss SI #8 + (s s)s = 
— —s + (ss) 8, on trouve 


ETC Les] 1,847, (ss) s—[sM1. 


En dérivant la relation (8) = 0, on obtient (ss) +8 0, ce qui permet de 
mettre la dernière équation sous la forme 
1,8 [Ms1+ Zion [ss]— 1 , s?8. (52.4) 


2. L’équation (52.3) caractérise la variation dans le temps de la vitesse 
angulaire de rotation @, du gyroscope autour de son axe de révolution. C’est 


CT SE 


Fig. 166 Fig. 167 


la même équation que celle décrivant la rotation d’un corps solide autour d’un 
axe fixe. 


L'équation (52.4) définit l'accélération ‘8 du mouvement du sommet du 
gyroscope. Ecrivons-la sous la forme 


1,8=f, (52.5) 


f={Ms]+ 70 [ss]—T ,s3%6. (52.6) 

De par sa forme, l'équation (52.5) coïncide avec l'équation de Newton 

où le rôle de la masse revient à la grandeur 7, et celui de la force au vecteur f. 

Le sommet du gyroscope se meut à la surface d'une sphère immobile de rayon 

unité s? — 1. Son accélération a pour composantes l’accélération (s), tangen- 
a 5 2 

tielle à la sphère et l'accélération radiale (ou centripète) (s)4 = — 8 =is?s, 


sit — (s) 1— ss. En pértaht: cette: expression. dahs (52.5) nous constatons 
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que l'accélération centripète s'élimine et l'équation s'écrit: 
| Ti (8): =1Msl+ io, lssl. | (52.7) 
Il s'ensuit que l'équation (52.5) ou l'équation équivalente (52.7) définissent 
non pas l'accélération totale s dû sommet du gyroscope, mais seulement sa 


composante (s) { tangentielle à la surface de la sphère unitaire s? — 1. Cela 


suffit cependant pour calculer le mouvement du sommet du gyroscope à partir 
des données initiales (par exemple, connaissant la position et la vitesse ini- 
tiales du sommet du gÿroscope). En effet le mouvement du sommet du gyroscope 
est analogue au mouvement d'un point matériel non libre, mais astreint à se 
déplacer sur une surface donnée. ‘ 


. Nous appellerons’ parfois point figuratif le point matériel imaginaire de 
masse Z, placé au sommet du gyroscope. Le second membre de l'équation 


pes doit être considéré comme une certaine « force » sous l'action de laquelle 
e point figuratif acquiert une accélération. Le premier terme de cette « force » 
est lié à l’action des forces réelles résultant de l'interaction du gyroscope avec 
les corps qui l’entourent. Nous l’appellerons force réelle: 


fréeue = [Ms]. (52.8) 


e « . . 
Le deuxième terme 7 NOT [ss] n’a aucun lien avec les interactions des corps. 


C'est une « force fictive » qui apparaît lorsque lé gyroscope tourne autour de 
son axe de révolution. On l'appelle force de déviation 


Laev=Zntlssl: (92:9) 
Cette force ne diffère de zéro que lorsque le point figuratif est en mouvement. 
Elle est orthogonale à l'axe de révolution du gyroscope et à. la vitessé du point 
figuratif. Cette force tend à faire dévier le sommet du gyroscope :de sa trajec- 
toire et c'est son existence qui détermine tous les effets gyroscopiques carac- 
téristiques. 
Nous pouvons donc écrire l'équation de mouvement du gyroscope symétrique 
comme suit 


Ti (8)1 = fréenet fav: (52.10) 
3. La théorie approchée n'étudie que le mouvement du'gyroscope où on 
peut négliger dans (52.10) l'accélération (s),. Dans ce cas Liane + fév = 0, 
soit 
The [61 + [Ms] —0. 
Comme aucun des vecteurs s et M n’a de composantes le long de l'axe de ré- 
volution, on. doit avoir 
To,s= M. 


C'est l'équation fondamentale de la théorie approchée du gyroscope. 

4. On pu appliquer formellement au mouvement du point figuratif, 
décrit par (52.10), tous les théorèmes de la mécanique du point, par exemple 
l'équation de la conservation de l'énergie. On tiendra compte que la force de 


déviation, qui est orthogonale à la' vitesse s, ne produit aucun travail. Seule 
la force réelle fisene produit du travail. | 

5. Il est évident que l'équation exacte de mouvement du gyroscope 
symétrique permet de décrire le mouvement d'un gÿroscope libre. Mais comme 
les résultats ainsi obtenus ont déjà été décrits au $ 49, il nous suffit d'étudier 


TERRES 
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dans le cadre de la théorie exacte la précession stimulée et les nutations du 
gyroscope symétrique. | 

.” Supposons que la force active F est constante et qu'elle est appliquée à l’un 
des points de l’axe de révolution du gyroscope (fig. 168). Désignons par @ le 
rayon vecteur de ce point mené par:le point de suspension. Si le point de sus- 
pension © ne coïncide pas avec le centre de masse du gyroscope; c'est le poids 


a 


Fig. 168 


propre du gyroscope qui fait fonction de force F. Le moment de cette force 
est M—[aF]— {aF |, où F, est la composante de la force F orthogonale 


à l'axe de révolution. Par conséquent iéene = IMs] = [[aF ,]s] = aF, puis- 
que les vecteurs a et s sont colinéaires. L’équation (52.10) s'écrit maintenant 


1,6), =eP, + loss (52.11) 


On doit se demander maintenant s’il est possible de communiquer au 
sommet du gyroscope une vitesse initiale telle qu'il exécute une précession 
régulière, c'est-à-dire qu'il soit en rotation uniforme autour d’un axe parallèle 
à la force appliquée # et passant par le point de suspension O. Désignons par 
Q la vitesse angulaire de cette rotation. Pour concrétiser nous poserons que 
la force active F est le poids propre du gyroscope: F — mg. Nous choisirons 
pour sens positif du vecteur @ celui de la verticale’ ascendante qui est le sens 
opposé à celui de La force F (cf. fig. 168). 11 est facile de trouver une réponse 
à la question posée à partir de l'équation (52.11). Projetons (52.11) sur le 
support du vecteur F,. Dans le cas d’une précession régulière le sommet du 


gyroscope se meut à la vitesse s — [Qs] et avec l'accélération s — —Q?r, où 
r est le rayon vecteur mené de l'axe de révolution au sommet du gyroscope 
(r = ssina — sinæ, & étant l'angle entre la verticale et l'axe de révolution 


du gyroscope). Après avoir calculé la composante de l'accélération s normale 
à l'axe de révolution et effectué la projection dont il a été question, on ob- 
tient après division par sin a: 


1, cos « — Tjoe + aF = 0, (52.12) 


MOTE: V Tfof—#FT, cos a (52.13) 


21, cos « ‘ 


d'où 
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Dans le cas où le centre de masse du gyroscope est situé au-déssus du point 
de suspension, l'angle a est aigu (cf. fig. 168). Si la rotation propre du -gyroscope 
n’est pas suffisamment rapide, il peut arriver que la quantité sous le radical 
de (52.13) soit négative. La précession régulière est alors impossible et la posi- 
tion du gyroscope instable. D'une manière générale, pour que le gyroscope 
soit stable il faut que soit vérifiée la condition 


Tjof—4FT, cos & >> 0. | (52.14) 


Cette condition est toujours vérifiée si le centre de massé du gyroscope se 
trouve au-dessous du point de suspension. Mais s’il se trouve au-dessus du 
pois de--süspension, il faut que’là vitesse de rotation du gyroscope soit 
rande. . | | : 
: Suppoëüns satisfaite la condition (52.14). L'équation du sccond degré 
(52.12) possède alors deux racines réelles. Le sxro cape peut donc avoir deux 
précessions. régulières : l'une lente (correspondant à la plus petite racine en 
valeur absolue) et l’autre rapide. . 

6. Supposons satisfaite la condition Ti, où > | 4aFI, cos a |. La racine 


carrée de (52.13) est alors approximativement égale à 


j (s 4aFT, S , 2aFI, cos« 
O1 — SL, —- — |, 
(That Fo, WT T0 
On obtient finalement 
aF 
Qrent FR 52.15 
TT ) 
ous le 52.16 
rapide © F cos & TE ( . } 


Lu formule (52.15) coïncide avec la formule (50.4) de la théorie approchée du. 
gyroscope. Il en résulte que la précession régulière de la théorie approchée 
est la précession lente. Ainsi que le montre la formule (52.16) la vitesse angulaire. 
de la précession rapide est di même ordre de grandeur que w,,. La condition 
essentielle d’applicabilité de la théorie approchée w, & CT n’est pas respectée 
ici, ce qui confirme que la précession rapide ne peut être traitée par la théorie 
approchée. La précession régulière du gyroscope libre dont il a été question 
au $ 49 AA cas particulier de la précession rapide pour lequel F = 0. 

“7._Afn d'éviter au lecteur de conclure que la précession rapide est un 
effet imaginaire, considérons l'exemple simple d’un pendüle conique, pour 
lequel 6, = 0 et il ne peut donc être question d'effets gyroscopiques. Il est 
évident que dans ce cas le centre de masse doit.se trouver au-dessous du point 
de suspension. Il est par suite tout indiqué de remplacer l’angle & par l’angle 
complémentaire $ = x — « que forme l'axe du pendule avec la verticale des- 
cendante. La formule (52.13) se ramène à 


aF 
pe 
BE JT cos p? 
qui est la formule connue de la pulsation du pendule conique. 
8. La précession régulière, qu'elle soit lente ou rapide, est un cas très 


particulier du mouvement du sommet du gyroscope, qui ne se manifeste que. 
pour des conditions initiales bien déterminées. Pour en étudier le cas général, 


nous poserons dans (52.7) s— Up + Un. Nous définirons le vecteur vp par 
la condition | Ms] + Ter [svpl = 0. On aura alors TZ, (), = 10} [sua]. 
La quantité op est la vitesse qu'aurait le sommet du gyroscope s’il effectuait 


ane 
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une précession régulière lente. (La deuxième composante de la vitesse v4 carac- 
térise la nutation.) À condition de négliger l'accélération d'une telle préces- 
Li] 


sion, on peut poser 8— ün et écrire 
Ti0n= 1,0, [sta]. (52.17) 


Nous avons omis l'indice |! auprès de vn, puisque la composante de l'accé- 
lération suivant l'axe de révolution du gyroscope ne nous intéresse pas pour 
l'instant. En considérant le second membre de (52.17) comme une quantité 


Fig. 169 


analogue à une force, cette force sera normale à la vitesse vu et ne produira 
donc aucun travail. En conséquence le module de la vitesse v, doit être in- 


variable et l'équation (52.17) décrit un mouvement circulaire uniforme. En 
désignant par r le rayon de ce cercle et par Qn la vitesse angulaire de rota- 


tion, on a.un = Qnr, |Un | — 2 r. Comme s et vA sont rectangulaires, on tire 
de (52.17): 
1 ,Qÿr=1,0@nr, 
d'où 
Tu 52.18 
Qn= Te TE (5 . ) 


Ainsi au mouvement de précession lent du sommet du gyroscope vient se super- 
poser un mouvement circulaire uniforme de pulsation Q,; définie par (52.18). 
Le rayon de la trajectoire circulaire est r — 20 — ?n _L par suite de cette 
superposition de deux mouvements, le sommet du gyroscope peut décrire une 
trajectoire cycloïdale (fig. 169, b), à boucles (fig. 169, a) ou être du type sinu- 
soïdal (fig. 169, c). Le cas qui se réalise dépend des conditions initiales, 
c'est-à-dire de la position et de la vitesse du sommet du gyroscope à l'instant 
initial. C'est la superposition du mouvement circulaire à la précession lente 
qui détermine l'effet de nutation dont il a été question au $ 50. Le rayon r du 
mouvement circulaire est l'amplitude des oscillations de nutation. Si r = 0, 
il n'y a pas de nutations et le sommet exécute une précession régulière. 

Exemple. Pour l'horizon artificiel décrit au $ 50, 7, — #/slj- Le 
nombre de nutations par tour de précession est 


1, © 
nN= So [IL le 4,77.105. 
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Si la vitesse initiale du sommet du gyroscope est nulle, on a bp + vn = 0 et 
par suite r = vp/Qn. Or vp = RQp, À étant le rayon de la précession. On a 
alors 


r Op 14 1 


Cet exemple montre combien sont petites les nutations dans les gyroscopes 
techniques à grandes vitesses de rotation. 

9. En conclusion voyons l'interprétation qualitative de l’allure de la 
trajectoire du sommet du gyroscope comportant des nutations.  Partons de 
l'équation de mouvement du sommet (52.11). Supposons que sur la figure 169 
l'extrémité positive de l'axe de révolution pointe vers le lecteur. Posons qu’à 
l'instant initial le sommet est immobile dans la position 4, (cf. fig. 169, b). 


Par suite la vitesse 8 et la force de déviation 1, [ss] sont nulles. Sous l’ac- 


tion de la pesanteur, le sommet acquiert une vitesse pointant vers le bas. Simul- 
tanément apparaît une force de déviation latérale qui infléchit à gauche la 
trajectoire du sommet (à gauche si,.les pieds posés sur le plan de la figure, 
on progresse. dans le sens du mouvement du sommet). En position B, la vitesse 
du sommèt devient horizontale et la force de déviation verticale. Comme le 
molule de cette force est supérieur à celui du poids, le sommet du gyroscope 
commence à se relever. En position supérieure À, la vitesse du sommet devient 
nulle. Ce résultat découle tout naturellement des équations énergétiques aux- 
quelles se conforme, tout formellement d’ailleurs, le mouvement du sommet. 
Après cela le mouvement se reproduit sans cesse. On obtient ainsi une trajec- 
toire de type cycloïdal. La trajectoire à boucles (fig. 169, a) apparaît si à l’ins- 
tant initial on communique au sommet une vitesse 


de sens opposé à celui de la précession. Si le sommet À 
possède une vitesse initiale de même sens que la pré- 
cession on obtient une trajectoire de type sinusoïdal r, rr an 


(fig. 169, c). Dans ce dernier cas on peut choisir une 
vitesse telle que la précession soit régulière sans nu- 
tations. 
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4. Calculons le moment d'inertie 7 d’un corps 
solide par rapport à un axe arbitraire OA (fig. 170). 0 
Sans porter atteinte à la généralité, un peut suppo- | 
ser que l'axe passe par l’origine des coordonnées ©. Fig. 170 
Nous désignerons les coordonnées soit par x, y, z, soit: 
par 2, Ze, Ts. Ainsi = %, 4 = y, x = 4. Décomposons le rayon vecteur 
r d'un élément de masse dm du corps solide en ses composantes suivant l’axe 
O4 et suivant une dim-ction orthogonale :r — r} + r,. Par définition, le mo- 


ment d'inertie est 
I= | ri dm= À (rè— rf) dm. 


En désignant par s le vecteur unitaire porté par l'axe OA, on ar, = (rs) = 
= zs4 À ysy + 2s,. D'autre part, r° —-2? + y? L =, Compte tenu de ces 
relations ainsi que de la relation s% Æ s%, + s? — 1, on obtient 


L= Less + lyysg + L82 + 21 vySx8y + 2 yz8ys2 + 21 238285 (53.1) 
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OÙ Lex Lyys Lies Jay = lys Ty Æ Loys Tex = 1, S0nt des constantes dé- 
finies par les expressions 


Lux = [a + 2) dm, Ty = lys = — [eu dm, 
Lyy = je + x?) dm, lys = Liy = — ue dm, (53.2) 
Tz = À + v2) dm, l,=l, = — Î zx dm. 


Nous désignerons ces constantes par les symboles Z,;,, 1,2, . .., 1,4. Les quan- 
tités Trx, Zyyr T3, Ont évidemment la signification des moments d'inertie 
dû corps par rapport aux axes de coordonnées X, Y, Z. L'ensemble de neuf 
quantités | . 

Lex Ley Lrz 
yx TLyy Tyz (53.3) 
Lx I Zy Le 


porte le nom de tenseur d'inertie du corps par rapport au point O et les quantités 
elles-mêmes celui de composantes de ce tenseur *). Le tenseur d'inertie est sy- 
métrique, c'est-à-dire T,; = I;;. Pour le définir il suffit donc d’indiquer six 
de ses composäntes. La formule (53.1) peut s’écrire sous une forme plus com- 
pacte et symétrique : : 


, 38 
= D D lisiss. (53.4) 


= ji | 


Connaissant les six composantes du tenseur d'inertie dans un système 
de coordonnées, on peut calculer d’après les formules (53.1) ou (53.4) le moment 
d'inertie d'un corps par rapport à un axe arbitraire passant par l'origine des 
coordonnées ©. Le:moment d'inertie par rapport à tout autre axe ne passant 

as par l'origine des coordonnées se laisse calculer par application du théorème 
e fuygens-Steiner. ‘ 

2. La formule (53.4) admet une interprétation géométrique évidente. 
Faisons passer par l’origine des coordonnées O un faisceau de droites divergentes 
et portons sur chacune de ces droites des segments de longueur r = 1/WT. 
Le lieu géométrique des extrémités de ces segments de droite est une certaine 
surface. Cherchons l'équation de cette surface. Conformément à la construc- 
tion adoptée le rayon vecteur d’un point de cette surface est défini par l'expres- 


sion r =. s/V T et les coordonnées de ce point —x, = s;VI1. En éliminant 
à l'aide de ces relations les quantités s; figurant dans (53.4) nous obtenons 
l’équation de la surface cherchée É 


CD Mise = 1. (53.5) 


Cette surface du second ordre est évidemment un ellipsoïde, puisque le mo- 
ment d'inertie Z et par suite la longueur du rayon vecteur r ont des valeurs 
finies, quelle que soit la direction de l’axe s. C’est l'ellipsoïde d'inertie du corps 
par rapport au point © qui est le centre du corps. Si on déplace l’origine des 
coordonnées © par rapport au corps, l'ellipsoïde d'inertie doit changer. Si 
on fait coïncider l'origine O avec le centre de masse du corps, l’ellipsoide cor- 
respondant porte le nom d'ellipsoïde central d'inertie. 


 #) On appelle tenseur un ensemblè ordonné de neuf quantités défini par 
rapport à un système de coordonnées ; lors de la rotation des axes de coor- 
données ces quantités se transforment comme le font les produits des com- 
posantes de deux vecteurs. 
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3. Comme tout tenseur, le tenseur d'inertie dépend du choix de l’origine 
des coordonnées et des directions des axes de coordonnées. Si on change de 
système de coordonnées, on fait varier les valeurs des composantes du tenseur 
d'inertie du corps. Néanmoins quel que soit le système de coordonnées, on 
arrive toujours à déterminer les six composantes du tenseur d'inertie à l'aide 
des formules (53.2), par exemple. On peut notamment orienter les axes de coor- 
données suivant les axes principaux de l’ellipsoïde d'inertie. Dans ce système 
de coordonnées, les termes de (53.5) où figurent les produits des coordonnées 
s'éliminent et l'équation s'écrit BE 


Le +Ipÿ+Iz= 1 (53.6) 
ou encore 
DIET (53.7) 
Le ténseur d'inertie se ramène à la forme diagonale 
I, 0 0 
0 I, 0 (53.8) 
02.0 


Les éléments diagonaux du tenseur sont notés avec un seul indice, le deuxième 
indice étant dans ce cas inutile. 

Ainsi pour tout corps solide on peut définir à partir d'une origine des coor- 
données O arbitraire trois axes orthogonaux confondus avec les axes principaux de 
l'ellipsoïde d'inertie du corps par rapport à l'origine O pour lesquels les éléments 
non diagonaux du tenseur d'inertie s'annulent. Ces axes portent le nom d'axes 
principaux du tenseur d'inertie. Il est évident que ces axes sont rigidement 
liés au corps, de même d’ailleurs qu'y est lié l’ellipsoïde d'inertie: Connaissant 
la position de l’ellipsoïde d'inertie, on connaît aussitôt la position du corps. 
Par suite le problème de la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe 
se ramène au problème de la rotation de son ellipsoïde d'inertie autour dé ce 
même point. Ce fait fut mis à profit par'Poinsot (1777-1859) pour donner une 
interprétation géométrique évidente de la rotation d'un corps solide autour 
d'un point fixe. Cette interprétation est exposée dans le paragraphe suivant. 
Les axes principaux de l'ellipsoïde. central d'inertie sont dits axes principaux 
du corps lui-même. ' : ; 

Les orientations des axes principaux d’un corps peuvent souvent être 
déterminées par des considérations de symétrie. Ainsi les axes principaux d’un 
Darallélépipène droit homogène sont parallèles à ses arêtes. Si le corps présente 
une symétrie de révolution autour d’un axe, son ellipsoïde: d’inertie. aura la 
même symétrie. C'est le cas notamment du cylindre. Les moments ‘d'inertie 
d’un corps aie par rapport à tous les axes orthogonaux à l'axe de symétrie 
sont égaux. L’axe de symétrie est l’un des axes principaux. Toute droite ortho- 
gonale à cét axe sera elle aussi axe principal du corps. Il existe:donc un nombre 
infini de triades d'axes principaux orthogonaux ayant pour axe commun . l’axé 
de symétrie du corps. Pour une sphère, les ellipsoïdes d'inertie rapportés à 
n'importe quel axe passant par le centre sont identiques et tout axe sera axe 
principal. du corps. 5 4 cu 

Dans l'étude de la dynamique des mouvements de rotation du corps solide, 
ce n’est pas la symétrie du corps lui-même qui importe, mais la symétrie de son 
ellipsoïde d'inertie. Tous les corps ayant les mêmes ellipsoïdes d'inertie sont 
dynamiquement équivalents. 11 n'est: pas nécessaire ‘que le corps présente ‘une 
symétrie de révolution pour que son ellipsoïde d'inertie la présente. Considérons, 
par exemple, un parallélépipède homogène à base carrée et plaçons l’origine 
des coordonnées O en un point quelconque de son axe géométrique. On démontré 
aisément que son ellipsoïde d'inertie sera.de révolution et que l’axe de symétrie 
coïncide avec l'axe géométrique du parallélépipède. Du point de vue de la 
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dynamique le mouvement: d’un tel parallélépipède est décrit par les mêmes 
équations que le mouvement d’un cylindre. homogène. Si le parallélépipède 
dégénère en un cube, et que l’origine des. coordonnées soit placée en son centre, 
l’ellipsoïde d'inertie dégénère en une sphère. Sous l'optique de la dynamique 
un cube homogène se comporte comme une sphère homogène. - 

4. Considérons maintenant le cas où le corps solide est animé d'une rotation 
uniforme autour d’un axe fixe, par exemple autour d’un axe monté sur des 
paliers fixes. Les paliers exercent des forces sur le corps. Supposons que ce 
soient les seules forces extérieures appliquées au corps. La résultante de ces 
forces F s'obtient en appliquant le théorème du mouvement du centre de mas- 
se. Cette résultante est 


F= —more, 


où ro est le rayon vecteur du centre de masse, mené jusqu’à l'axe suivant la 
normale. Le moment des forces extérieures par rapport à l'origine des coordon- 
nées est : 


M = -| [rar] dm = @ Cri ldm. 


Faisons coïncider l'axe de rotation avec l’axe X, on a alors Ty aùr, = yj + 
+ zk. Comme [ijl= k, [ik] = —j, on a 
M = wi | 2x dm — ak | ty dm 
ou. 
M = © (Loyk — 1j). 

Supprimons les paliers -et cherchons à savoir dans quelles conditions le 
mouvement du corps ne se modifie pas, i.e. reste une rotation autour du même 
axe X. Il faut pour cela que F — M — 0. Il s'ensuit que l'axe de rotation 
doit passer par le centre de masse du corps et que 7,,= 7, — 0. Cette dernière 
condition signifie que l'axe de rotation doit être un des axes principaux du 
corps. Ces conditions sont également suffisantes puisqu'étant satisfaites la 
suppression des paliers ne modifie ni l'équation de mouvement du centre de 
masse, ni l'équation des moments par rapport au centre de masse. Si Les condi- 
tions initiales sont données, ces équations décrivent univoquement le’ mou- 
vement du solide. 

5. Ainsi il existe dans tout corps solide trois axes rectangulaires coïncidant 
avec les axes principaux de l’ellipsoide d'inertie central du corps, autour des- 
quels le corps peut tourner sans intervention de forces extérieures. Ces axes sont 
appelés axes de rotation libres ou encore axes permanents de rotation. Cette dernière 
dénomination est utilisée pour marquer qu'en l’absence de toute perturbation la 
rotation par inertie d'un corps solide peut durer un temps infini. On ne saurait 
cependant présumer de la stabilité de cette rotation vis-à-vis de petites per- 
turbations inévitables dans les conditions réelles. Si en présence de petites 
perturbations . le mouvement du corps ne se modifie pas notablement en ce 
sens que l’axe instantané de rotation, bien que se déplaçant dans le corps et 
dans l’espace, se situe constamment à proximité d’un axe libre correspondant, 
la rotation du corps autour de cet axe sera stable. Mais si une perturbation 
aussi faible soit-elle modifie notablement le mouvement du corps, en ce sens 
qu'elle déplace l'axe instantané loin de sa position primitive de rotation, on 
dira que la rotation du corps est instable. On démontre dans le paragraphe 
suivant que la rotation autour d'un axe correspondant à un moment d'inertie 
maximal ou minimal est stable, tandis que la rotation autour d'un axe correspondant 
à une valeur intermédiaire du moment d'inertie est instable. Pour illustrer 
cette proposition on peut prendre une boîte de carton rectangulaire dont les 
trois arêtes sont de longueurs différentes. L’axe de plus grand moment d’inertie 
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sera naturellement parallèle à l’arête la plus courte et l'axe de plus petit moment 
d'inertie sera parallèle à l’arête la plus longue; une. valeur intermédiaire du 
moment d'inertie correspond à l’arête de la longueur moyenne. On jette la 
boîte en l'air en la faisant tourner rapidement autour de l'un de ces axes. Pendant 
le vol l’axc de rotation se conserve s'il correspond à la plus grande ou à la plus 
petite valeur du moment d'inertie... Si la rotation s'effectue autour d’un axe 
de moment d'inertie intermédiaire, l’axe instantané de rotation se déplace 
constamment pendant la durée du vol de la boîte et le mouvement est des plus 
irréguliers. : | | | 

6. Supposons maintenant que le corps solide soit en rotation autour d'un 
axe fixe ou d’un axe instantané OA avec une vitesse angulaire & constante 
ou variée. Calculons son moment cinétique L par rapport à l’origine des coor- 
données ©, ainsi que son énergie cinétique K. Par définition 


L= | Trcl dm. 


Substituons v= [or] et utilisons Ia. relation {r {orl] = r?@6 — (or)r. Nous 
obtenons .alors < 


L = o|r dm — | conr am. 


En projections sur lés axes de coordonnées cette relation s'écrit 
L, En LixOx + LeyOy + LyzO7 
Ly = Lx + Lyyoÿ + Lj:0x (53.9) 
L;= L,,0, + L:yoy + Lz202 

au sous une forme condensée 


3 
Li= » 156; G=1, 2, 3). (53.10) 
J=i 


Ainsi les composantes du vecteur moment cinétique sont des fonctions linéaires 
homogènes des composantes du vecteur vitesse angulaire. Dans le système d’axes 
principaux les formules (53.9) se simplifient ét deviennent 


Lx = 130% Ly es lyoy L;= Lo. (53.11) 


Ces formules montrent clairement que dans le cas général les orientations des 
vecteurs L et w ne coïncident pas. L'énergie cinétique du solide en rotation 
est donnée par la formule (47.2). Elle est égale à 


1 £ 
K== (La)=+ D D Hijoios. (53.12) 


$ 54. Rotation par inertie d’un corps solide 
autour d’un point fixe 


1. Poinsot a donné une interprétation simple et évidente de la rotation 
par inertie d’un corps solide autour d’un point de suspension fixe ©. On attache 
au corps solide son ellipsoïde d'inertie centré au point de suspension ©. Le 
mouvement réel du corps est remplacé par le mouvement de cet ellipsoïde (voir 
paragraphe 53, point 3). L'interprétation de Poinsat se fonde sur trois théorèmes 
que nous allons démontrer. Pour être plus concis, nous appellerons pôle le point 
d'intersection P de l'axe instantané avec la surface de l'ellipsoïde d'inertie. 

Théorème 14. Le rayon vecteur reliant le point de suspension (O au 
pute P. est proportionnel à la vitesse angulaire instantanée de rotation du corps. 
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Pour point de départ de la démonstration nous prendrons l'équation de 
l'énergie Soi 550,06; — 2K — const. Choisissons sur l'axe instantané un 
@ 
V2k. 
alors que les coordonnées du point Q doivent vérifier l'équation doi jt =. 
Cela signifie que le point Q@ se trouve sur la surface de l’ellipsoïde d'inertie, 
et comme ce point a été choisi sur l’axe instantané, il est confondu avec le 
pôle P. Par suite le rayon vecteur du pôle P est lié au vecteur vitesse angulaire 

© par la relation @ = V2Xr, ce qui démontre le théorème. 

Théorème 2. Le plan tangent à l'ellipsoide d'inertie au point où se 
trouve le pôle P est orthogonal au vecteur moment cinétique L du corps par rapport 
au point de suspension ©. | 

Pour la démonstration on peut .utiliser l'équation de l’ellipsoïde d'inertie 
rapporté à n'importe quel système de coordonnées. Il est cependant commode 
d'utiliser l'équation rapportée au système d'axes principaux de l'ellipsoïde: 
Le? + I,y + Es — 1. Désignons le premier membre de cette équation par 
F'(x, y, 2); l'équation s’écrira donc F (x, y, z) = 1. Nous avons montré au 
$ 29 (point 38) que le vecteur 


._6F,, 6F,, 0, 


point Q de rayon vecteur r — 


De l'équation de l'énergie il découle 


est porté par la normale à la surface de l’ellipsoïde. Cela veut dire que le vec- 
teur N est orthogonal au plan tangent défini dans l'énoncé du théorème. Ce 


vecteur est égal à : 
N=2(irit Lui + T,sk). 
D'après le premier théorème on peut l'écrire sous la forme 


N= box + 1 joyi + 1,0.) 
c'est-à-dire 


u étant un scalaire. Cette relation démontre le théorème. .. . 

Comme il n’y a pas de moments de forces extérieures par rapport au point 
de suspension ©, le vecteur L ne change pas avec le temps. Par suite l’orienta- 
tion du plan tangent à l'ellipsoïde d'inertie est invariable dans le temps. 

Théorème 3. La longueur de. la perpendiculairé ahaissée du point de 
suspension O sur le plan tangent à l'ellipsoide d'inertie au. point P (pôle) reste 
invariable dans le temps. as - 

Pour démontrer ce théorème nous utiliserons la forme suivante de l’équa- 
tion de l'énergie (Le) = 2K— const où Lor = 2K'=— const, où «y est la 
projection du vecteur @ sur la direction invariable du vecteur L. Comme les 
quantités L et X sont constantes, la projection ox est elle aussi constante. Or 
nous avons démontré ci-dessus (théorème 1) que cette projection est liée à la 
longueur rr, de la normale par.la relation oz = V 2Krz. La longueur rx est 
donc constante, ce qu'il fallait démontrer. 

Il résulte.de ce théorème que Le plan tangent à l’ellipsoide d'inertie au point 
où se trouve le pôle est. invariable tant par son orientation que par sa position dans 
l'espace. Ce plan est dit plan fie. L | 

2. L'interprétation de Poinsot est maintenant presque évidente. En atta- 
chant au corps mobile son ellipsoïde d'inertie centré au point de suspension ©, 
menons à un instant quelconque par le pôle P le plan tangent à l’ellipsoïde 
d'inertie. Selon les théorèmes 2 et 3 ce plan sera fixe dans le temps. Au pôle P 
il ne peut y avoir de glissement entre l’ellipsoïde d'inertie et le plan tangent 
puisque par ce point passe l'axe instantané de rotation du corps. Si on fait 
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rouler sans user l'ellipsoïde d'inertie du corps sur le plan fixe avec une 
vitesse angulaire proportionnelle au rayon vecteur du point de contact (c'est 
le pôle), conformément au théorème 1 on reproduit (à une cadence accélérée 
ou ralentie) la rotation du corps solide lié à l'ellipsoïde d’inertie. 

3. Le pôle P se trouve simultanément sur l'ellipsoïde d'inertie et sur le 
plan fixe. Supposons, pour fixer les idées, que le plan fixe est, par exemple, 
noirci par de la suie. Le roulement de l'ellipsoïde d'inertie laissera des traces 
aussi bien sur la surface de L’ellipsoïde que sur le plan fixe, ces traces marquant 
les positions successives occupées par le pôle. La courbe que décrit le pôle sur 
la surface de l’ellipsoïde d'inertie porte le nom de polhodie. La courbe plane 
que décrit le même pôle sur le plan fixe est appelée herpolhodie. Si l'ellipsoïde 
d'inertie a un point de contact avec le plan fixe, au bout d’un certain temps 
ce même point de l'ellipsoide sera en contact avec le même plan fixe, mais 
en un point différent de ce plan. Autrement dit le pôle sur la surface de l'él- 
lipsoïde d'inertie retrouve sa position initiale. Par suite la polhodie est une 
courbe fermée, tandis qu'en général l’herpolhodie ne l'est pas. . 

En reliant les points de la polhodie et les points de l’herpolhodie au point 
de suspension ©, nous obtiendrons deux surfaces coniques. La surface qui est 
rigidement liée au corps en rotation est le cône de polhodie: L'autre surface 
qui est immobile dans l’espace est le cône d’herpolhodie. Ces deux surfaces sont 
en contact le long d’une droite qui coïncide avec l’axe instantané de rotation. 
C'est pour cela qu'elles ne glissent päs l’une sur l’autre. Le mouvement du corps 
peut être considéré comme un roulement sans glissement: du cône de polhodie sur 
de cône fixe de l'herpolhodie avec une vitesse angulaire proportionnelle au rayon 
vecteur reliant le point de suspension au pôle. Cette formulation due eile aussi 
à Poinsot ne se distingue de la précédente que par les termes utilisés. 

4. Considérons un corps solide libre en rotation autour d’un axe principal 
de l’ellipsoïde central d'inertie. Dans l'interprétation de Poinsot l’ellipsoïde 
d'inertie s'appuie alors par l’un de ses sommets sur le plan fixe perpendiculaire 
à l’axe principal considéré. La polhodie et l'herpolhodie dégénèrent en des 
points confondus avec le pôle P. Il s'ensuit que la rotation autour d’un axe 
principal de l’ellipsoïde central d'inertie peut durer indéfiniment. Ce résultat 
coïncide avec l'assertion donnée ‘ci-dessus selon laquelle les axes principaux 
de l’ellipsoïde central d'inertie sont des äxes de rotation libres. 

5. La seconde interprétation de Poinsot permet également de préciser 
autour de quels axes libres la rotation est stable et autour de quels autres elle 
est instable. Ce problème se ramène à dresser l'équation du cône de polhodie 
Par rapport au système de coordonnées lié au corps. Prenons le système d'axes 
principaux. Soient X l'axe du plus grand moment d'inertie et Z l’axe du plus 
petit moment d'inertie, ce qui revient à poser 


FRE DS (54.1) 


A tout instant le mouvement du corps est une rotation autour d’un axe 
“instantané. Pendant la rotation l'énergie cinétique se conserve: 


Tx0Ë+1,02+1,02= 2K = const. (54.2) 
Le moment cinétique se conserve lui aussi 
L= T,o.i+ l'oyi + I0,k. 
En élevant au carré 
12024 1203 + 126? = LÉ= const. . (54:3) 


En multipliant l'équation (54.2) par #2 = L?/(2K) et en la retranchant de 
{54.3} on obtient l'équation homogène 


Le ah) 0% +74 (Ty?) 03 + 1, (1, —Rh?) 62=0 (54.4) 
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que doivent vérifier les composantes du vecteur vitesse angulaire @. L'équation 
de l’axe instantané peut s'écrirer — p@, où p est un paramètre variable pouvant 
prendre toute valeur arbitraire. On en tire ©,, © Wz5 en les substituant dans 
l'équation (54.4) on trouvera que les coordonnéés des points de l'axe instan- 
tané doivent vérifier l’équation homogène du second ordre 


1'Ux—R)2 +1, (y —-P)P+I(, —hR) 8 = 0. (54.5) 


Or cela signifie que l’axe instantané de rotation se trouve sur la surface (54.5) 
qui est une surface conique du deuxième ordre. Ce cône est précisément le cône 
de polhodie puisque par définition il est le lieu des positions successives de 
l'axe instantané dans le Pope . 

6. La forme du cône de polhodie (54.5) dépend de la valeur du paramètre 
k? = LY/(2K). 11 est évident que tous les coefficients de l'équation (54.5) ne 
peuvent être de même signe car autrement l'équation ne serait pas vérifiée 
par des valeurs réelles de z, y, z. Il s'ensuit que 7, — h? > 0. En effet, si 1, — 2 
était plus petit que zéro, d’après (54.1) les quantités Zy — h? et 7, — h? seraient 
à plus forte raison inférieures à zéro et les trois coefficients de (54.5) seraient 
tous négatifs. Or c'est impossible. Nous voyons ainsi qu'il ne peut exister que 
deux cas différents : 


cas 1: (1, —h)>0, (1, — h?) < 0; 
cas 2: (1, —h)<0, (1, —h)<0. 


Dans le premier cas l’équation (54.5) est de la forme Az? + By? — Cr — 0, 
où À, B, € sont des constantes positives telles que À > B > C. La section du 
cône de polhodie par le plan z = a — const est une ellipse 4x? + By? = Ca?; 
il en résulte que le cône de polhodie renferme l'axe Z du plus petit moment 
d'inertie. La section du cône par les plans x.— const et y — const est de forme 
hyperbolique. . | 

” Dans le second cas l'équation du cône de polhodie est de la forme Az? — 
— By? — Czt —.0, les constantes A, B, C étant toutes positives. La section 
du cône par le plan x = const est une ellipse. Les sections par les plans y = const 
et z— const donnent des hyperboles. 

Ainsi suivant la valeur du paramètre k, le cône de polhodie renferme soit 
l'axe du plus grand moment d'inertie, soit l'axe du plus petit moment d'inertie. 
Il ne renferme jamais l'axe correspondant à une valeur intermédiaire du moment 
d'inertie. 

7. IL est maintenant facile de décider de la stabilité de la rotation autour 
des axes libres. Si le corps tourne par inertie autour d’un axe libre, ce mouve- 
ment sera déformé par une perturbation éventuelle. Une fois la perturbation 
supprimée, l'axe instantané commence à décrire dans le corps un cône de polho- 
die. Si la rotation s’effectuait autour d’un axe de plus petit ou de plus grand 
moment d'inertie, et que la perturbation soit faible, une fois cette perturbation 
supprimée l’axe instantané décrira un cône de polhodie de faible ouverture 
autour de l’axe de rotation. En décrivant ce cône l'axe instantané sera toujours 
à proximité de l’axe libre autour duquel le corps avait été mis en rotation. 
La rotation autour de cet axe est donc stable. Par contre si le corps a été initiale- 
ment mis en rotation autour d’un axe de moment d'inertie moyen, à la suite 
d’une perturbation apparaît un cône de polhodie de grande ouverture à l’in- 
térieur duquel se trouve l’axe de plus grand ou de plus petit moment d'inertie. 
En décrivant ce cône l’axe instantané s'éloigne beaucoup de sa direction ini- 
tiale, par suite cette rotation est instable. À 

8. Dans le cas où les moments d'inertie pores aux axes principaux, 
X et Y par exemple, sont égaux entre eux (7, = f,) l’ellipsoïde d'inertie et le 
cône de polhodie seront de révolution autour de l’axe Z. Le cône de polhodie 
aura pour équation À (x? + y?) — C2 = 0, À et C étant des constantes positives, 
La section de ce cône par un plan orthogonal à l’axe Z'est un cercle, tandis 
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que les sections par des plans parallèles à cet axe seront des hyperboles. Le 
cône de polhodie entoure donc l'axe Z. La rotation autour de cet axe sera stable, 
tandis que la rotation autour d'un axe orthogonal à Z sera instable. En effet 
si le corps tournait autour de l'axe X, par exemple, et avait été soumis à une 
perturbation passagère, l’axe instantané décrira un cône de polhodie autour 
de l’axe Z. Si la perturbation est petite, l'angle d'ouverture du cône est grand 
et ses génératrices forment avec l’axe de symétrie Z des angles proches de 90°. 
En parcourant un tel cône l’axe instantané de rotation s’éloignera beaucoup 
de sa position initiale dans le corps, maïs sera tout le temps presque perpendi- 
<ulaire à l’axe Z. Toute droite orthogonale à l'axe et passant par le centre 
de masse du corps peut servir d’axe de rotation permanent. 

Si les moments d'inertie Z+, I y» 1, sont égaux, les coefficients de l'équa- 
tion (54.5) sont identiquement nuls. Cela signifie que tout axe passant par le 
centre de masse du corps peut se comporter comme un axe de rotation libre. 


CHAPITRE VIII 


LA GRAVITATION 


$ 55. Lois de Kepler et loi de la gravitation 
universelle 


1. A la suite d’un dépouillement méticuleux des observations 
faites pendant de nombreuses années par l’astronome danois Ticho 
.Brahe (1546-1601), Kepler (1571-1630) a établi trois lois empiriques 
régissant les mouvements des planètes. Ces lois s’énoncent comme 
suit : 

1) chaque planète décrit autour du Soleil une ellipse dont le Soleil 
occupe un des foyers; 

2) les aires balayées par le rayon vecteur joignant le Soleil à la 
planète sont proportionnelles aux temps employés à les décrire; 

3) Les carrés des temps de révolution des planètes sont proportion- 
nels aux cubes des grands axes de leurs orbites. 

Les deux premières lois furent publiées par Kepler en 1609 et 
la troisième en 1619. Les lois de Kepler conduisirent tout naturel- 
lement Newton à la découverte de la Loi de la gravitation universelle. 

Il résulte de la première loi de Kepler que la trajectoire d'une 
planète est une courbe plane. Compte tenu de ce résultat et confor- 
mément au $ 31, il résulte de la deuxième loi de Kepler que la force 
qui engendre le mouvement des planètes sur des orbites fermées est 
orientée vers le Soleil. Calculons comment varie cette force avec la 
distance jusqu’au Soleil et avec la masse de la planète. Pour simpli- 
fier les calculs nous supposerons d'abord que la planète se déplace 
non sur une ellipse mais sur un cercle au centre duquel se trouve le 
Soleil. Pour les planètes du système solaire cette approximation 
n'est pas trop grossière, car les ellipses que décrivent les planètes 
sont peu différentes des cercles. Pour un mouvement circulaire uni- 
forme de rayon r, l'accélération de la planète est 


nu D ÉRES An? 
A —O0T— — 7 r. 


Pour une planète décrivant une orbite circulaire, la troisième loi 
de Kepler se traduit par 


2.T2.m2. = people pse 
SAUCE MR PRES ÈT e LA 
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soil 


Li : 

quete 

où € est une constante pour toutes les planètes du système solaire. 
Elle porte le nom de constante de Kepler. En fonction des paramètres 
de l’orbite elliptique la constante de Kepler s'exprime par la for- 
mule | 


où a est la longueur du demi-grand axe de l'orbite. 
En exprimant T en fonction de &# et de r, on obtient pour l’accé- 
lération: de la planète animée d’un mouvement circulaire 


Ge 0, (55.2) 
La force agissant sur la planète est égale à 
Ant 
F= TT, (55.3) 


m étant la masse de la planète. 

Nous avons démontré ainsi que les accélérations de deux planètes 
tournant autour du Soleil sur-des orbites circulaires sont inversement 
proportionnelles aux carrés de leurs distances jusqu’au Soleil. Il nous 
reste à démontrer que cette loi reste valable pour une seule et même 
planète décrivant une orbite elliptique autour du Soleil. Il faut 
commencer par remplacer les orbites circulaires par des orbites ellip- 
tiques, c'est ce que nous ferons au paragraphe suivant. Mais on 
peut aussi utiliser les orbites circulaires à condition de supposer 
que la force d'interaction entre le Soleil et la planète ne dépend que 
de la distance instantanée entre eux mais est indépendante de la 
forme de la trajectoire de la planète. Dans cette hypothèse les for- 
mules (55.2) et (55.3) peuvent être appliquées aussi bien à des pla- 
nètes différentes se déplaçant sur des orbites circulaires à des distan- 
ces différentes du Soleil qu’à des positions différentes d’une même 
planète se déplaçant sur une trajectoire elliptique. 

2. Le coefficient de proportionnalité’ 4n°é£ figurant dans les for- 
mules (55.2) et (55.8) est le même pour toutes les planètes et ne 
dépend donc pas de leurs masses. 11 peut cependant dépendre des 
paramètres caractérisant le Soleil puisque le Soleil est une source 
des forces astreignant les planètes à se mouvoir sur des orbites fer- 
mées. Mais dans une interaction, le Soleil et n’importe quelle pla- 
nète se comportent en partenaires égaux. La différence qui existe 
entre les rôles respectifs de ces partenaires est purement quantitative, 
car leurs masses sont différentes. Si la force d’interaction F est 
proportionnelle à la masse m de la planète, elle doit l’être aussi à la 
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masse M du Soleil. Cette dernière force peut donc avoir pour expres- 
sion 


F= Ge, 


(55.4) 


où G est une nouvelle constante ne dépendant ni de la masse du 
Soleil ni de celle de la planète. En identifiant (55:4) à (55.3) on 
trouve l'expression suivante pour la constante de Kepler 


TE ns (55. à 


3. Comme le Soleil et les planètes ne diffèrent les: uns des autres 
et des autres corps que quantitativement par leurs masses, il est natu- 
rel de supposer qu’une attraction mutuelle s'exerce non seulement 
entre le Soleil et les planètes, mais-aussi entre les planètes et d'une 
manière générale entre n'importe quels autres corps; cette force 
d'attraction est. définie par la formule (55.4), où A et m désignent 
les masses des corps en interaction. Cette hypothèse introduite par 
Newton fut confirmée par l'expérience. Newton énonça la loi de la 
gravitation universelle selon laquelle deux corps (ou deux points 
matériels) quelconques s'attirent mutuellement avec des forces propor- 
tionnelles au produit de leurs masses et inversement proportionnelles 
au carré de leur distance. Ces forces sont appelées forces gravitation- 
nelles ou forces de la gravitation universelle. Le coefficient de pro- 
portionnalité G figurant dans la formule (55.4) est le même pour tous 
les corps. C’est donc une constanté universelle, l’une des plus impor- 
tantes d’ailleurs qui porte le nom de constante gravitationnelle. 

L'énoncé de la loi de la gravitation universelle suppose que les 
corps en interaction sont ponctuels. Physiquement cela signifie que 
les dimensions des corps sont très petites par rapport à leur distance 
de séparation. Ici comme c’est d'usage en Physique, les qualifica- 
tifs « grand » et « petit » sont pris dans un sens relatif: grand ou 
petit par rapport à quelque chose. La condition qu’implique l'énoncé 
est satisfaite dans l'interaction du Soleil avec les planètes, dans les 
interactions mutuelles des planètes ou dans celles des planètes 
avec leurs satellites. Mais lorsqu'il s’agit de l'attraction gravita- 
tionnelle de deux corps d’une dimension de 10 em, dont les centres 
de masse ne sont distants que de 20 cm par exemple, ces corps ne 
peuvent être considérés comme ponctuels. Pour calculer leur attrac- 
tion mutuelle, on doit les subdiviser en pensée en des parties de 
très petites dimensions, calculer par la formule (55.4) les. forces 
d'interaction entre ces petites parties, puis faire la somme géométri- 
que de toutes ces forces élémentaires (donc effectuer une intégration). 
Ce calcul repose sur le princire de la superposition des champs grävi- 
tationnels. Selon ce principe, le champ gravitationnel généré par une 
masse donnée ne dépend absolument pas de la présence d'autres masses. 
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D'autre part, le champ gravitationnel généré par plusieurs corps est 
égal à la somme géométrique des champs gravitationnels générés par 
chacun de ces corps pris séparément. Ce principe résulte de la géné- 
ralisation des données expérimentales. 

Partant de ce principe, on démontre aisément que deux boules 
homogènes s'attirent mutuellement comme si leurs masses étaient concen- 
trées aux centres (voir problèmes 2, 3, 4 à la fin de ce paragraphe). 

Remarquons encore que chaque” planète est soumise non seule- 
ment à l'attraction gravitationnelle du Soleil mais encore à celle 
des autres corps du système solaire. La masse du Soleil prédomine 
de loin sur toutes les autres; elle est plus de 700 fois plus grande que 
la masse totale des planètes et des autres corps du système solaire. 


12 
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Fig. 171 


C'est pour cela que le Soleil est le principal corps régissant les mouve- 
ments des planètes. On peut déduire les lois de Kepler de la loi de la 
gravitation universelle de Newton (cf. $ 62). On suppose alors. que 
la seule force à laquelle se trouve soumise une planète donnée est 
l'attraction gravitationnelle du Soleil. De ce fait Les lois de Kepler 
sont des lois approchées ne tenant pas compte des effets gravitation- 
nels des autres corps du système solaire. 

4. Du temps de Newton, la loi de la gravitation universelle ne 
put être confirmée que par les observations astronomiques des mou- 
vements dns planètes et de leurs satellites. La première preuve expé- 
rimentale directe de cette loi pour les corps terrestres fut donnée en 
4798 par le physicien anglais H. Cavendish (1731-1810) qui déter- 
mina simultanément la valeur numérique de la constante gravitation- 
nelle G. I” appareil imaginé par Cavendish comporte un équipage 
mobile suspendu à un fil de torsion ab et portant deux boules de 
plomb identiques (chacune de masse m) (fig. 171, a). En présence 
de ces boules sont disposées deux grosses boules de: plomb identiques 
chacune de masse M, avec M © m. Les grosses boules étaient dis- 
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‘posées d’abord dans la position AA puis déplacées dans la position 
BB (fig. 171, b). Par suite de l’interaction gravitationnelle des peti- 
tes boules m avec les grosses boules Â7, l'équipage mobile sort de sa 
position d'équilibre en tournant d’un certain angle. L’angle de tor- 
sion & était mesuré en repérant la position d’un rayon lumineux 
réfléchi par le miroir $S. En désignant par r la distance entre les 
centres de la grande et de la petite boule et par Z la longueur du 
fléau de la balance de torsion, le moment du couple des forces gra- 
vitationnelles assurant la rotation de l'équipage mobile est égal 


à cp Dans la position d'équilibre ce moment doit être équilibré 
Tr 


par le moment élastique fx du fil tordu. En écrivant la condition 
d équilibre d’abord pour la position AA (x = &;), puis pour la 
position BB (x — «&,) des boules de plomb, 
nous obtenons deux équations 


M M 

fu=G il, fa —G 
D'où 
M 

(ai) = 26 us L. 
Le module de torsion jf du fil se laisse détermi- 
ner par la mesure de la période des oscillations 
libres de l'équipage mobile: 
D ms 
Tony +=2xy/ À, 
En définitive on arrive au résultat suivant: 
; Ir fa \2 

Fig. 172 G=7 (+) (oi — a). 

5. Une autre méthode de détermination de la constante gravita- 
tionnelle à été mise au point en 1878 par Jolly (1809-1884). On sus- 
pend à l’une des extrémités du fléau d'une balance deux plateaux 
superposés entre lesquels est disposé un corps en plomb immobile 
de masse M ayant une forme géométrique régulière (fig. 472). Dans 
ce grand corps massif on a creusé un canal vertical à travers lequel 
passe aisément le fil reliant le plateau supérieur au plateau infé-. 
rieur. Si on place sur le plateau supérieur un corps de masse m,, 


ce corps sera soumis à l'action des forces dirigées vers le bas Q, — 
— mg + F, F étant la force d'attraction gravitationnelle entre les. 


masses m et M. Elle est égale à F — KG , Tr étant la distance entre 


les centres des deux masses et Æ un coefficient numérique dont la va- 
leur dépend de la forme géométrique du corps M. Pour des corps de- 
formes géométriques régulières, on peut le calculer théoriquement. 
Pour une sphère 4 — 1. Si on transporte la masse m du plateau supé-- 
rieur sur le plateau inférieur, Le sens de la force F s’inverse. La force. 
dirigée suivant la verticale descendante devient égale à Q, = mg — 
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— F. Les valeurs de @, et de @, sont déterminées par les valeurs du 
poids qu’il faut placer sur l’autre plateau pour remettre la balance 
en équilibre. Ainsi 


Qi—Qs=2F = RG, 
On en tire la valeur de G. 
6. Les mesures de G par des procédés modernes ont fourni la valeur 
suivante: 


G = (6,6732 + 0,0031).10-5 dyne-em?.g? — 
= (6,6732 + 0,0031).10-2 N.m°.kg?. 


Nous voyons ainsi que la constante gravitationnelle est très petite. 
C'est pour cela que les interactions gravitationnelles entre les corps 
ordinaires, même s'ils sont gros à l’échelle de la vie courante, sont 
infiniment faibles. Deux corps ponctuels, ayant chacun une masse 
de { kg et se trouvant à une distance de 1 m l’un de l’autre, s’attirent 
avec une force F == 6,67.10" N — 6,67.10-5 dyne. Les forces 
gravitationnelles échangées par des particules élémentaires sont tout 
à fait négligeables. Dans ce dernier cas ces forces ne jouent probable- 
ment aucun rôle vu qu'elles sont négligeables par rapport aux autres 
forces fondamentales (voir problème 1 à la fin de ce paragraphe). 
Mais les forces gravitationnelles sont les principales forces régissant. 
le mouvement des corps célestes dont les masses sont très grandes. 
Dans ce dernier cas les forces nucléaires qui sont les forces les plus 
intenses, ne se manifestent pas du tout car leur rayon d'action 
est de l’ordre de 10-5% cm. Les forces électriques tout comme les forces. 
gravitationnelles sont des forces à distance et décroissent également. 
en proportion inverse du carré de la distance. Mais elles n’exercent: 
aucune action sur le mouvement des corps astronomiques car elles 
peuvent être aussi bien des forces d'attraction que des forces de 
répulsion. Or tous les corps sont électriquement neutres, car l’action: 
des charges positives y est compensée par l’action égale et opposée 
des charges négatives. Les forces gravitationnelles sont, elles, tou- 
jours des forces d'attraction, de sorte que les champs gravitationnels 
s’additionnent sans jamais se soustraire, C’est pourquoi les forces 
gravitationnelles sont les seules forces régissant le mouvement des 
corps astronomiques. 

7. Newton s'était contenté de mettre en évidence l'existence 
des forces gravitationnelles et d’en donner une description quanti- 
tative. Il s’est abstenu d'émettre aucune hypothèse sur leur nature 
physique, estimant qu’en son temps on ne pouvait émettre que des 
jugements fantaisistes. Après Newton de nombreuses tentatives 
ont été faites pour donner une interprétation physique évidente de 
la nature de l’attraction gravitationnelle maïs elles ne présentent 
pour nous aucun intérêt scientifique ni même historique. La théorie 
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de ja gravitation fut développée dans la théorie de la relativité géné- 
rale d'Einstein. Mais dans cette théorie il s’agit non pas d’une inter- 
prétation physique imagée, mais d’un nouveau procédé de description 
et d'une généralisation de la loi de la gravitation newtonienne. 

Le refus de Newton de donner une explication de la gravitation 
en la ramenant à d’autres phénomènes physiques fut interprété par 
ses disciples comme une conception générale de la physique de 
l’action directe à distance. Cette conception affirme que la gravi- 
tation est une propriété inhérente de la matière et que chaque corps 
jouit de la capacité d’agir directement sur d’autres corps se trouvant 
en d’autres points de l’espace, et ce sans aucune intervention du 
milieu intermédiaire ou d’autres agents physiques. 

La science moderne rejette la conception de l'action directe 
à distance. De nos jours la Physique considère que foutes les interac- 
tions sont réalisées au moyen de champs. Mais elle n’essaie même pas 
de représenter d’une manière imagée le mécanisme de ces actions. Elle 
attribue au champ une existence objective et la capacité de transmet- 
tre des interactions. Un corps À n'’agit pas directement sur un corps 
B, il ne fait que créer autour de soi un champ gravitationnel et c'est 
ce champ qui exerce une action sur l’autre corps B et qui se mani- 
feste sous la forme d’une force agissant sur ce corps. 


PROBLÈMES 


1. Calculer le rapport de la force d'attraction gravitationnelle s’exerçant 
entre deux électrons (et äeux protons) à la force de leur répulsion électrosta- 


tique. 
3 
Réponse. lu, où e = 4,8 . 10-10 unités CGSE est la charge 
él 


6lémentaire. En portant dans la formule la masse de l’électron me —9,11 + 108% 
et la masse du proton mp — 1,67 + 10-% g, nous trouvons pour les électrons 
FgrlFa = 2,4 + 10-# et pour les protons Fer/Fe = 8 + 107, 

2. Trouver l'énergie potentielle et la force d'attraction gravitationnelle 
entre une sphère creuse homogène de masse 4 et un point matériel de masse m. 

Solution. L'énergie potentielle d’interaction gravitationnelle de 
deux masses ponctuelles est donnée par la formule (25.6). Relions par une droite 
le centre O de la sphère et le point À où se trouve placée la masse ponctuelle m 
Gig: 173, a et b). Du point O pris pour sommet, décrivons deux cônes de ré- 
volution ayant pour axe comaun la droite OA et dont les génératrices forment 
avec cet axe les angles & et 8 + dû. Ces cônes découperont sur la surface. de 
la sphère une zone sphérique élémentaire d’aire dS — 21r? sin © d@, où r est 


le rayon de la sphère. La masse de cette zone sphérique est 4M = M Go 


=T sin 8 dè. Comme les points de cette zone se trouvent à égale distance du 


jt A, l'énergie potentielle de l'interaction gravitationnelle de la zone et 
e la masse ponctuelle m est égale à 


dU — — GA sin 9 49. 
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Introduisons une nouvelle variable p qui est la distance entre la masse ponctuel- 
le »m et un point de la zone sphérique. Cette variable est liée à Ÿ par la rela- 
tion pi = R3<+ r2 — 2Rr cos Ÿ, R étant la distance OA entre le centre de la 


Fig. 173 


sphère et la masse ponctuelle m. Lorsqu'on se déplace sur la surface de la sphère, 
les quantités À et r restent constantes et de ce fait 


p dp = Rr sin Ô dÿ, 


ainsi que 


Mm + Mm 


Si le point À se trouve en dehors de la sphère, les valeurs maximale et 


minimale de p sont respectivement Pmax = À + r et Pmin = À —r. Dans 
ee cas l'intégration donne 


, Mm 
U=-G——. (55.6) 


L'énergie potentielle a la même valeur que si toute la masse de la sphère était con- 
centrée en un seul point qui est le centre de la sphère. Ce même résultat est valable 
que la on d'interaction F. En effet, d'après (29.3), la force F est donnée par 
a formule 


aU n Mm 
or EN 


On pourrait dire que la sphère attire à soi la masse ponctuelle comme si toute sa 
masse était concentrée en son cenire. On peut exprimer ce même résultat autre- 
ment: la masse ponctuelle aitire la sphère comme si ioute la masse de la sphère 
était concentrée en son centre. 

Si le point À se trouve à l'intérieur de la cavité sphérique (fig. 173, b} 
On à Pmax =r+ À, Pmin—=r—rR et l'intégration donne 


ue, (55.7) 


À la frontière de la cavité sphérique les deux expressions (55.6) et (55.7) devien- 
nent identiques. D’après (55.7) l'énergie potentielle du point matériel se trouvant 
à l’intérieur de la cavité ne dépend pas de R, elle est constante. Dans ces conditions 
la force F appliquée au point matériel est nulle puisque U — const et donc F — 
= —— = 0. 


di 
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3. Démontrer que deux sphères creuses homogènes s'attirent mutuellement 
comme si leurs masses étaient concentrées dans leurs centres. 

Démonstration. On a montré dans le problème précédent que 
le champ de gravitation de la première sphère ne change pas si on concentre 
toute sa masse dans son centre, La force avec laquelle ce champ agit sur la 
deuxième sphère sera donc la même. Ainsi le problème se ramène au calcul 
de la force qu’exerce une masse ponctuelle sur une sphère. Mais dans l'exemple 
précédent nous avons démontré que cette force ne 
change pas si la masse de la deuxième sphère est elle 
aussi concentrée dans son centre. C’est toute la dé- 
monstration, 

4. Démontrer que deux boules homogènes s'atti- 
rent mutuellement comme si leurs masses étaient con- 
centrées aux centres de ces boules. Démontrer aussi que 
si à l’intérieur d'une boule homogène il existe une 
cavité sphérique de même centre que celui de la boule, 
le champ de gravitation est nul à l'intérieur de cette 
cavité. Montrer que ce résultat reste valable pour des 
boules à répartition des masses en couches concen- 
. triques, donc pour le cas où la densité p de la subs- 

Fig. 174 tance de chaque houle ne dépend que de la distance 
au centre. 

5. Calculer l'intensité du champ de gravitation qui est la force agissant 
sur l'unité de masse, à l'intérieur et en dehors d’une sphère de rayon À rem- 
plie d'une substance de densité spatiale constante p. 


Solution. A l'extérieur de la sphère le champ est g = G Le où M 


est la masse de la sphère. Pour calculer le champ régnant en un point 4 se trou- 
vant à l’intérieur de la sphère à une distance r de son centre (fig. 174), menons 
par ce point une surface sphérique auxiliaire de même centre Ô. La substance 
de la sphère se trouvant à l'extérieur de la surface sphérique auxiliaire n’in- 
flue pas sur le champ régnant à son intérieur. Elle n’influe donc pas sur le champ 
au point À. Le champ de gravitation au point À est créé uniquement par la 
substance se trouvant à l'intérieur de la surface sphérique auxiliaire. Ce champ 


vaut G 7, m étant la masse de la substance délimitée par la surface sphérique 


r2? | 
auxiliaire. On arrive ainsi aux résultats suivants: 
3 
Eee LE pe, pour r>R, 
rè 3 r? 
g= UE (55.8) 
GT Gpr, pour r<R. 


Pour r — À les deux formules deviennent identiques. 

6. Calculer l’énergie gravitationnelle U d’une sphère de rayon R uniformé- 
ment remplie d'une substance de densité spatiale 0. 

Solution. L'énergie gravitationnelle de la sphère est l'énergie poten- 
tielle déterminée par les forces de gravitation agissant entre les différents put 
matériels que l'on peut discerner en pensée dans la sphère massive. Elle est 
égale au travail changé de signe que doivent effectuer les forces extérieures 
pour disperser à l'infini la substance de la sphère, chaque parcelle de substance 
étant rejetée à l'infini. Ce travail est indépendant du procédé utilisé pour faire 

asser la substance de la sphère de son état initial à son état final. Pour faire 
e calcul on peut procéder de la manière suivante. Subdivisons en pensée la 
sphère en couches concentriques infiniment minces et éloignons-les successive- 
ment à l'infini en commençant par la couche extérieure. En un point quel- 
conque d'une couche donnée l'intensité du champ de gravitation créé par la 
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substance se trouvant à l'extérieur de cette couche est nulle. Le champ n'est 
créé que par la substance englobée par la couche considérée. Si m est la masse 
de cette substance et dm la masse de la couche, le travail dépensé pour rejeter 


cette couche à l'infini est dd = G LEUR Or pour une sphère homogène m = 

3 2 
=M (5) , M étant la masse totale de la sphère. Par suite dA = 86% ridr. 
Puisque dA — —dU, on obtient par intégration 


R 
GM? 3 GM 
U=-3 [rar À a. (55.9) 
0 


Nous avons pris pour zéro de l'énergie potentielle sa valeur pour la sphère 
à l’état infiniment dispersé. 

Les applications astrophysiques de la formule (55.9) présentent de l’in- 
férêt. Les physiciens se préoccupent depuis longtemps des sources de l’énergie 
rayonnée par le Soleil et les étoiles. Au X{X® siècle, Helmholtz ris 
et William Thomson (1824-1907) ont émis l'hypothèse selon laquelle le Solei 
8e contracte constamment sous l'action des forces gravitationnelles. La chaleur 
dégagée par cette contraction alimente le rayonnement d'énergie par le Soleil, 
L'énergie maximale pouvant être libérée par la contraction gravitationnelle 
du Soleil, correspond à l'état initial où toute la substance; du Soleil était dis- 
persée régulièrement dans un espace infini. Admettons qu'à l’état final la 
densité de la substance solaire a même valeur en tout point de son volume. 
En réalité la densité augmente en allant vers le centre du Soleil. Mais, pour 
une estimation, notre simplification n’entraîne pas une erreur trop grossière. 
On peut alors utiliser la formule (55.9). La masse du Soleil est A4 = 2 + 10% g 
et son rayon À — 7 + 1610 cm. Avec ces valeurs numériques on trouve que 
l'énergie libérée est 

3 GM? 


= ee 0 8 
E = FR 2,28-1048 ergs. 


Actuellement le taux d'émission de l'énergie solaire est égal à 3,86 + 1055 ergs/s. 

En admettant que ce taux a été constant dans le temps (hypothèse valable 

pour une estimation grossière), on en conclut que l'âge du. Soleil serait 
2,28 1048 


m 9 5 9.414018 8 & 1.9:107 ; 
+= 3.86: 106 5,9-14014 s & 1,9.107 ans 


Si on cerrige ce résultat en tenant compte de la répartition de la densité 
dans le Soleil correspondant aux modèles en vigueur, l'âge tirait jusqu’à 6 + 107 
ans. Mais cette quantité est également trop petite. D'après les estimations 
géologiques, l’âge de la Terre est d'environ 4 à 4,5 « 10° ans. Comme l'âge 
du Soleil ne saurait être inférieur, la contraction gravitationnelle doit être 
considérée comme une source d’énergie trop faible pour compenser les pertes 
d'énergie par rayonnement du Soleil. En réalité la source de l'énergie solaire, 
comme celle de l'énergie rayennée par les étoiles, est constituée par les réactions 
nucléaires s’effectuant dans les profondeurs du Soleil et des étoiles. Le résultat 
Jinal de ces réactions est la transformation de l'hydrogène en hélium. On doit re- 
marquer cependant que la contraction gravitationnelle devient la principale 
source d'énergie aux étapes ultérieures de l'évolution des étoiles (nains blans, 
étoiles neutroniques, pulsars, collapsars et «trous noirs »). 

“7. On creuse dans une sphère homogène massive, de densité de substance gr 
une cavité sphérique dont le centre-O, est déplacé par rapport au centre O de la 
sphère (fig. 175). Calculer le champ de gravitation à l'intérieur de cette cavité. 
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Solution. Imaginons que la cavité est remplie d’une substance 
de même densité que celle de la sphère. Le champ de gravitation g à l'intérieur. 
de cette cavité sera alors égal à la différence des champs gravitationnels de. 
deux sphères massives de centres O et O,. Comme le point d'observation À 
se trouve à l’intérieur de deux sphères, on peut 
utiliser la formule (55.8) et écrire 

An &än An 
a 5 co (- = + 


où R est le rayon vecteur mené du centre O au 
À centre O,. Ce champ est homogène, donc de même 
1 module, de même direction et de même sens en tous 
les points de la cavité. 


GpR, 


$ 56. Accélération des planètes et des comètes 
en mouvement sur des sections coniques 


Fig. 17 4. Au paragraphe précédent nous avons rem- 

g: #78 placé desorbites Éllipti es pardes orbitessphériques 

: afin de simplifier les calculs. Reprenons ce problème 

d’une manière plus rigoureuse, sans le simplifier. Nos calculs seront applicables 
non seulement aux planètes mais également aux comètes. Les observations mon- 
trent que les comètes se meuvent suivant des hyperboles et des paraboles ayant 
our foyer l'emplacement du Soleil et que leurs mouvements satisfont à la 
Aouxiène loi de Kepler. Il est évident que pour ces trajectoires la troisième 


Fig. 176 


loi de Kepler est dénuée de sens. Elle est d’ailleurs inutile pour le calcul de 
l'accélération des planètes ou des comètes. En effet, pour une trajectoire donnée, 
la deuxième loi de Kepler permet de calculer la vitesse des planètes et des comè- 
tes sur cette trajectoire. Cela suffit amplement pour décrire complètement. 
le mouvement d’un corps, donc d'indiquer à tout instant sa position et sa vitesse, 
À partir de là on peut calculer l’accélération d'un corps en tout point de sa 
trajectoire. C'est ce calcul très simple que nous allons exposer. 

2. Utilisons un système de coordonnées polaires dont le pôle se trouve 
au foyer F, (à l'emplacement du Soleil) et dont l’axe polaire PA est dirigé 
suivant le grand axe de l'ellipse ou de l’hyperbole (fig. 176). Décomposons 
l'accélération du corps mobile en une composante radiale a, dirigée suivant 
le rayon r et une composante azimutale aQ perpendiculaire au' rayon. Ces deux 
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composantes ont pour expressions (cf. $ 46) 


ar =r— pr, y =? + (r29). (56.1) 
La quantité 
= np (56.2). 


est la vitesse aréolaire, c'est-à-dire l'aire balayée dans l'unité de temps par: 
le rayon vecteur de la planète ou de la comète. Selon la deuxième loi de Kepler 


la vitesse aréolaire est constante et par suite ay — — (25)=0. Cela si- 


gaifie que l'accélération du corps céleste considéré ne possède pas de composante 
azimutale et pointe donc vers le Soleil. Nous avons déjà obtenu ce résultat 
au $ 31 en utilisant un procédé différent, 

Pour trouver l’accélération radiale a,, nous devons calculer les dérivées: 


Tet ®. La dérivée g est donnée par la formule (56.2). Pour calculer la dérivée 
LE] 
r utilisons l'équation de la section conique en coordonnées polaires 

r{{ — e cos p) = p, (56.3) 


où p et e sont des constantes dont la première porte le nom de paramètre de. 
l'ellipse et la seconde celui d'excentricité de l'ellipse. On peut, sans porter at- 
teinte à la généralité, po que ces quantités sont non négatives. Pour l’ellipse- 
e << 1, pour la parabole e — 1, pour l’hyperbole e > 1. Dans les cas limites- 
où e — Üet e — oc, on obtient un cercle et une droite. En dérivant l'équation. 
(56.3) par rapport au temps, on trouve 


P(U—e cos g) + er sin p—0, 
ou après multiplication par r et compte tenu de (56.2) et de (56.3) on obtient: 
pr+2eo sin p—0. 
En dérivant une seconde fois on a 
pr+ 26e cos p-p= 0. 


En y substituant p=+, ecosp = 1 — £., nous avons 


°°. 40? , 46% __ 4oû ,*, 
FRE 
On tire alors de la première formule (56.1) 
__40 
= 1%. (56.4) 


Ainsi il résulte des deux premières lois de Kepler que l'accélération d'une planète- 
ou d'une comète est inversement proportionnelle au carré de sa distance au Soleil, 


3. Mettant en œuvre la troisième loi de Kepler on peut démontrer que- 


le facteur de proportionnalité FL a même valeur pour toutes les planètes. 


P 
C'est ce que nous allons faire. L’aire de l’ellipse est égale à nab, a et b étant: 
les longueurs de son demi-grand et demi-petit axe. Puisque la vitesse aréolaire o> 
est constante, on a o = nab/T, T étant la période de révolution de la planète 
sur son orbite. Si nous utilisons encore la formule de géométrie bien connue- 
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p = bla, (56.4) devient 
(56.5) 


{ Peur un mouvement circulaire uniforme cette formule se ramène à la formule 


3 
connue 4, = 7). Introduisons la constante de Kepler (55.1): 
an 
dr = Eu: rè . (56.6) 


Ce résultat, coïncide avec la formule (55.2), mais pour l'établir nous n'avons 
fait appel qu'aux lois Hpque de Kepler sans aucune autre considération 
spéciale. Cela montre que la formule (55.2) est exacte. On pouvait s'y attendre 
puisque conformément aux conceptions fondamentales de la mécanique newto- 
nienne l'accélération }d’une jplanète ne doit 
dépendre que des positions relatives du Soleil 
et de la planète, et ce, quelles que soient sa 
trajectoire et sa vitesse. Pour la même raison 
la formule (56.6) peut être utilisée pour le 
calcul des accélérations des comètes, quoique 
la troisième loi de Kepler y soit inapplicable. 
Dans ce cas la constante de Kepler &# aura 
la même valeur numérique, mais ne pourra 
plus s'exprimer en fonction des paramètres 
de l'orbite de la comète par des formules 
analogues à (55.1). 
; 4. Le mouvement sur une parabole peut 
Fig. 177 être considéré comme le cas limite du mouve- 
ment sur une ellipse dont l’un des foyers est 
éloigné à l'infini. Quant au mouvement hyperbolique, on doit y apporter quel- 
ques -explications supplémentaires. | 

Une hyperbole comporte deux branches indépendantes. Pour que les deux 
branches puissent être décrites par une seule équation (56.3) on doit admettre 
que la distance r peut prendre des valeurs positives et négatives. Soit & l'angle 
défini par la condition cos ® — 4/e. Cet angle caractérise Les directions des 
asymptotes à L'hyperbole (fig. 177). Si | | > Ÿ, r est positif et l'équation décrit 
la branche de droite de l’hyperbole. Si | | << Ÿ, r est négatif et on doit cher- 
cher le po de la courbe non pas le long de la demi-droite faisant l'angle ®, 
mais le long de la demi-droite opposée. On obtient ainsi la branche de gauche 
de l’hyperhole, 

Il est évident qu'un point mobile ne peut passer d’une branche de l'hyper- 
bole à une autre. Si le point est soumis à une force d'attraction, la concavité 
de sa trajectoire doit faire face au centre de force. Si par exemple le centre 
de force (le Soleil) se trouve au foyer F,, le point mobile ne peut parcourir que 
da branche de droite de l’hyperbole. Pour dégager les lois des mouvements sur 
les sections coniques en général et non sur les seules orbites elliptiques, il est 
commode d'introduire, tout formellement d’ailleurs, un point matériel auxiliaire 
parcourant la branche de gauche de l'hyperbole sous l’action d'une force de 
répulsion émanant du même centre de force F;. L'énergie potentielle de ce 


point auxiliaire sera égale à U = + Pets 


. Elle est positive puisqu'il s'agit 

de forces de répulsion. Mais comme pour L branche de gauche de l’hyperbole 
Lee Le ; RES ; Mm 

les valeurs de r sont négatives, cette expression peut s’écrire aussi U = —G——, 


L 
C'est exactement la même formule que celle qui exprime l'énergie potentielle 
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d'un point réel parcourant la branche de droite de l’hyperbole. Donc si l'éner- 
gie et le moment cinétique du point auxiliaire par rapport au foyer F, sont 
égaux aux mêmes quantités du point réel, les mouvements de ces deux points 
seront décrits par les mêmes équations. Or, dans les calculs mathématiques, 
ce qui importe n'est pas la nature du mobile, mais les équations par lesquelles 
on décrit le mouvement. Au point de vue mathématique tout se passe formelle- 
ment comme s’il n'y avait qu’un seul point jouissant de la capacité de passer 
d'une branche de l'hyperbole sur une autre. Nous illustrerons le bien-fondé 
de notre artifice par un exemple au $ 58. Il n'existe pas de forces gravitation- 
nelles de répulsion, mais on peut les introduire dans des raisonnements. En 
outre les forces de répulsion se manifestent dans les interactions des charges 
électriques de même signe. Ces forces décroissent tout comme les forces de 
gravitation en raison inverse du carré de la distance. De ce fait le mouvement 
sous l’action des forces de répulsion présente un intérêt réel pour la Physique, 


$ 57. Mouvements elliptique, parabolique 
et hyperbolique 


1. Lorsque la trajectoire est elliptique, le mouvement de la planète 
est fini, c'est-à-dire qu’elle se meut dans une région limitée de l’es- 
pace sans s'éloigner à l'infini. Par contre, dans le cas de trajectoires 
paraboliques et hyperboliques, le mouvement est infini en ce sens que 
les planètes ne sont pas astreintes à se mouvoir dans une région 
limitée de l’espace et peuvent s'éloigner à l’infini. Ainsi le problème 
consiste à déterminer les conditions dans lesquelles le mouvement 
des planètes est fini ou infini. 

En désignant par Æ l'énergie totale d’une planète on a 

mvi M 
2 —@ r 


Nous ne tenons pas compte de l'énergie cinétique du Soleil estimant 
qu'elle est très petite devant celle de la planète. La justesse de 
cette approximation tient à ce que la masse de la planète est petite 
par rapport à celle du Soleil. De même en désignant par Z le moment 
cinétique de la planète par rapport au Soleil, on écrira 


7 —E=- const. (57.1) 


mrèp— L=— const. (57.2) 
Eliminons entre ces équations la vitesse angulaire o. Pour ce faire, 
décomposons la vitesse totale v en une composante radiale v, et 


une composante azimutale ro. On peut alors écrire 
mu? m m 9° m LA 
DR RTL Sr ET E 
et l'équation (57.1) devient 
m Mm L? 
Dm € rm DT" Ha E= const. (57.3) 


Cette dernière équation ne contient qu’une seule inconnue — la 
vitesse radiale v,. Formellement on peut la considérer comme l'équa- 
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tion dé l'énergie pour un mouvement unidimensionnel radial du point 
matériel. Le rôle de l’énergie DAME est assumé par la fonction 


V(r)= 


2. Le problème se trouve ainsi ramené à la détermination des 
conditions dans lesquelles un mouvement unidimensionnel d'énergie 
potentielle V (r) serait fini ou infini. Cette question a déjà été con- 
sidérée au $ 25. 11 est commode de résoudre ce problème par un 
procédé graphique. Sur la figure 
178 les courbes en pointillé repré- 
sentent respectivement les fonc- 
tions 


ir) = 


a Va ae 
en supposant que Z-£0, La cour- 
be V (r) que nous cherchons à ob- 
tenir s’obtient en additionnant 
les ordonnées des points des deux 
courbes en pointillé. Pour r — 0 
la fonction V, (r) tend à l'infini 
plus vite que la fonction V, (r). 
- Par suite, pour r petit, la fonction 
Fig. 178 V (r) = Vi (r)+ Va (nr) est positive 
et tend asymptotiquement vers 
+ co lorsque r—> 0. Pour r—+ oo la fonction V,(r) tend vers 
zéro moins vite que ne le fait la fonction V, (r). Pour r grand la 
fonction V (r) est négative et tend asymptotiquement vers zéro lors- 
que r —+ co. Le graphique de cette fonction est représenté sur la 
figure 178 par la courbe en trait plein. Elle a la forme d’un puits 
de potentiel. Pour L = 0, on a V (r)} = V. (r), le minimum sur 
la courbe se déplace vers l’origine des coordonnées et s’éloigne à — oo. 
Ceci correspond au cas où la planète se déplace le long d’une droite 
passant par le centre du Soleil. 

Comme la quantité !/, mv? ne peut être négative, il résulte de 
l'équation (57.3) que la région où peut se trouver la planète est défi- 
nie par la condition V (r) & Æ£. Menons la droite horizontale V — 
= E = const. Les parties de la courbe V (r) se trouvant au-dessus 
de cette droite correspondent aux points de l’espace qu’une planète 
d'énergie Æ ne saurait atteindre. Si £ << 0, la droite coupera la 
courbe V — V (r) en deux points À et B. Désignons par 4° et B° 
leurs projections sur l’axe des abscisses. La planète ne peut se dépla- 
cer que dans la région comprise entre A’ et B”, elle sera pour ainsi 
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dire « localisée dans le puits de potentiel » V — V (r). Son mouve- 
ment sera fini et sa trajectoire sera elliptique. Si E >> 0, la droite 
coupe la courbe Y (r) en un seul point C dont la projection sur l’axe 
des abscisses est C”. Si la planète se déplaçant de droite à gauche 
arrive au point €”, elle rebroussera chemin en allant vers la droite 
et en s'éloignant de façon monotone à l'infini. Son mouvement sera 
donc infini sur une trajectoire hyperbolique. Enfin pour Æ = 0 le 
mouvement est également infini. Ce cas intermédiaire entre les 
mouvements elliptique et hyperbolique correspond à un mouve- 
ment parabolique. 


Ainsi pour £ => 0 le mouvement est hyperbolique, pour E < 0 
elliptique et pour E = 0 parabolique. Dans le cas de forces de répulsion 
l'énergie E sera toujours positive et de ce fait le mouvement sera tou- 
jours hyperbolique (dans un cas particulier rectiligne}. Comme pour 
r— oo la fonction V(r) s’annule, on a 


E = F vè,. (57.4) 
11 s'ensuit que dans le cas d’un mouvement hyperbolique le point maté- 
riel arrive à l'infini avec une vitesse finie v. et dans Le cas d’un mouve- 
ment parabolique il arrive à l'infini avec une vitesse nulle. La vitesse 
initiale v, que doit posséder le point matériel pour pouvoir par- 
courir une trajectoire parabolique porte le nom de vitesse parabolique. 
Cette vitesse se laisse déterminer par l'équation (57.1) en y posant 
E = 0. Si r, désigne la valeur initiale du rayon r, on aura 


(1 
Log 


Mm 
2 6 ro = 0, 


= 26 À, (57.5) 


La vitesse parabolique est en relation simple avec la vitesse 
« circulaire » v.. C’est la vitesse que doit posséder une planète 
pour pouvoir décrire autour du Soleil, sous l’action de la force gra- 
vitationnelle, une trajectoire circulaire de rayon r,. Cette vitesse 
s'obtient en égalant l'accélération centripète vä/r, à la force gravi- 


tationnelle GT appliquée à l'unité de masse: 


ô 


= ce (57.6) 
et par suite 
V5 Vo V 2. (57.7) 


334 LA GRAVITATION (CH. VIII 


PROBLÈMES 


. 4. Un astéroïde qui décrivait une orbite circulaire autour du Soleil s'est 
scindé en deux fragments de même masse à la suite d'explosions. Aussitôt 
après l'explosion l’un des fragments s'arrête, tandis que l’autre continue 
son mouvement. Quelle sera la trajectoire de ce second fragment : elliptique, 
hyperbolique ou parabolique ? 

Réponse. Sa trajectoire sera hyperbolique. 

2. Supposer que dans le problème précédent les deux fragments résultant 
de l'explosion de l'astéroïde volent dans des directions rectangulaires à la 
même vitesse. Quelles seront leurs orbites ? 

Réponse. Les trajectoires des deux fragments seront paraboliques. 


$ 58. Calcul des paramètres de l’orbite 


1. Partant des lois de conservation de l'énergie et du moment 
cinétique on peut calculer les longueurs du grand et du petit axe 
H 8 d’une orbite elliptique. Au périhélie P et 

24 à l’aphélie A (fig. 179) la vitesse radiale 
de la planète est nulle. En posant dans 
(57.3) v, — 0 on trouve pour ces points 


M L? 
HG ri 0. (58.1) 


Pour E << 0 cette équation du second degré 
a deux racines réelles positives r, et re. 
L'une des racines correspond au périhélie 
Fig. 179 P et l’autre à l’aphélie A. La somme 

r, + r, est la longueur du grand axe de 

l’ellipse. En utilisant la notation usuelle 2a de cette longueur, on a 


D=ntrn=-6 6€, (58.2) 


où & — E/m est l'énergie totale par unité de masse de la planète. 
Comme pour un mouvement elliptique 8 << 0 l'expression (58.2) 
est essentiellement positive, comme il se doit. 

Les trajectoires circulaires sont des cas dégénérés des orbites 
elliptiques. On trouve la condition du mouvement sur une orbite 
circulaire en posant r, — r, = r dans (58.2). On trouve alors 2E — 


= ci , soit 2E — U. En écrivant cette égalité sous la forme 
E = U — E et en utilisant la relation £ — K + U on obtient 


E = —K. (58.3) 


Dans le cas d'un mouvement circulaire la somme de l'énergie totale et 
de l'énergie cinétique est égale à zéro. On démontre aisément que cette 
condition permet de retrouver la formule (57.6). 
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La formule (58.3) reste valable pour un mouvement elliptique si on en- 
tend par K la valeur moyenne dans le temps de l'énergie cinétique de la planète. 
En efiet le mouvement elliptique étant fini, on peut lui appliquer le théorème. 
de viriel ($ 25, point 6): | 


En retranchant TE des deux membres et en remarquant que E = À + U 


on obtient 
K=—E, 


ce qui démontre notre assertion. 


2. Calculons maintenant la longueur b du demi-petit axe de l'ellip- 
se. Pour cela on doit connaître, en plus de l'énergie, le moment ciné- 


tique de la planète ou sa vitesse aréolaire o — S. On peut poser 
que la longueur du grand axe est connue puisqu'elle est univoque- 
ment déterminée par l'énergie de la planète. Soit B un des points 
où le petit axe coupe l'ellipse (cf. fig. 179). Comme la somme des 
distances de tout point de l’ellipse aux foyers F, et F, est constante. 
et égale à 2a, on a F,B = a. La vitesse aréolaire au point B est 


4 
6 vb, (58.4) 


puisque b est la longueur de la perpendiculaire F;H abaissée du 
foyer F, sur la direction de la vitesse en ce point. La vitesse v aw 
point B se déduit de l'équation de l'énergie. En y posant r — a. 
on trouve 


En y substituant l'expression de € tirée de (58.2) on obtient v. Puis: 
on trouve que 


b=20V 7. (58.5). 


3. Etendons les résultats obtenus au cas du mouvement hyperbolique. Nous. 
utiliserons pour cela l’artifice décrit au $ 56, point 4. Sur la branche de droite 
de l’hyperbole (cf. fig. 177) se déplace la comète et sur celle de gauche le point 
matériel auxiliaire. Ces deux mouvements sont décrits par la même équation: 
(57.3). Aux sommets P et À de l'hyperbole la vitesse radiale v, étant nulle, 
nous retombons sur l'équation du second degré (58.1), où l'énergie Æ est ce-. 
pendant positive ; par suite les dux racines sont de signes contraires. La racine. 
positive r, correspond au sommet P et la racine négative r, au sommet 4. La 
somme r, + rA est négative. En valeur absolue cette somme représente la dis- 
tance entre les sommets P et A. En utilisant pour désigner cette distance la. 
notation usuelle AP — 2a on obtient 


2 —(ritrs)= 60 GT, (58.6). 
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Cette formule coïnciderait exactement avec (58.2) si on convenait de consi- 
érer la distance entre les sommets de l’hyperbole comme une quantité négative. 

4. Etablissons maintenant pour le mouvement hyperbolique une formule 
analogue à (58.4). 11 est d'usage de désigner par 2c la distance F,F, entre les 
foyers et par b la racine carrée b— We? — a?. Menons par le foyer F, une 
droite parallèle à l'une des asymptotes de l'hyperbole (fig. 180). Abaissons 
du foyer F, sur la droite F,M la perpendiculaire F,M. La longueur du segment 
de droite F,M peut être considérée comme la différence des distances des foyers 
F, et F, jusqu’au point infiniment éloigné où se coupent les droites parallèles 


Fig. 180 


FM et OB. En vertu de la propriété connue de Laporte on a F,M = 2a, 
Appliquant le théorème de Pythagore, on trouve que la distance F,M est égale 
à 2b. La vitesse aréolaire qui est une quantité constante pout être calculée 
pour un point se déplaçant à l'infini. Le rayon vecteur d'un tel point décrit 

ans l'unité de temps un triangle de base v et de hauteur F,B — b. L’aire 
de ce triangle 


1 
= be (58.7) 


<st la vitesse aréolaire. La quantité v « est donnée par la formule (57.4) que 
l'on peut écrire aussi 


Vo 
ZE. (58.8) 
L'angle 6 entre les asymptotes de l’hyperbole est donné par 
ÿ_b be, 
ig Sr CM" (58.9) 


5. Le paramètre p de l'ellipse et de l'hyperbole est défini par l'expression 
p = b%/a. En y portant les valeurs de b et de a nous obtenons dans les deux cas 
la même expression ‘ 
403 
PSN (58.10) 


Cette même formule définit le paramètre p de la parabole qui est la courbe 
limite de l'ellipse et de l’hyperbole. Pour la parabole le paramètre p est la 
seule quantité caractérisant sa forme. 


6. Le type de trajectoire d’une planète est déterminé par les 
conditions initiales, i.e. la position et la vitesse à un instant donné 
pris comme instant initial, Considérons l'exemple suivant. Soient S 
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le Soleil et À la position initiale de la planète (fig. 181). Désignons 
par ro la distance AS. Communiquons à la planète se trouvant en À 
une vitesse v, dirigée suivant la normale à AS et voyons comment se 
modifie la forme de la trajectoire suivant la valeur de v,. Si l'énergie 
totale de la planète est négative, i.e. v, est inférieur à la vitesse 
parabolique v,, la planète aura une trajectoire elliptique. Pour 


Fig. 181 


vo = 0, l’ellipse dégénère en une droite passant par le centre du 
Soleil S. Pour v, — v, le mouvement sera circulaire et les points À 
et C seront équidistants du Soleil. La distance AC (grand axe) est 
égale à 2r,. Lorsque l'énergie diminue, le grand axe de l’ellipse se 
raccourcit et pour vo << v. il devient inférieur à 2r,. Le point À 
se trouve alors à plus grande distance du Soleil S (c'est l’aphélie) 


re Trajectoire de la planète 
vo=0 Droite passant par le centre du Soleil 
Vo < Ve Ellipse dont le périhélie est en B et l’aphélie en À 
Do = Ve Cercle centré sur le Soleil : 


ve < vo < vp | Ellipse dont le périhélie est en À et l’aphélie en D 
Vo = Vp Parabole 
bo > Up Hyperbole 


22—01433 
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que le point B (le périhélie). Pour v, = v, le grand axe est plus 
grand que ?r,, le point A'est alors le périhélie et le point D (ou Æ) 
est l’aphélie. Pour v = vw, = w V2 la trajectoire est une parabole 
et enfin pour v = v, c'est une hyperbole. Ces résultats sont résumés 
dans le tableau ci-dessus. 


PROBLÈME 


Dans les expériences classiques de Rutherford on étudiait la diffusion des 
particules & par les noyaux de différents éléments chimiques. En supposant 
que les noyaux sont infiniment lourds et que la diffusion est'due aux forces 
de répulsion coulombiennes, montrer que l'angle de déviation 6 de la vitesse 
des particules @ par rapport à sa direction initiale est lié au paramètre de 
choc b par la relation : 
mbr? 
EZR 


où m est la masse de la particule «, v. sa vitesse à grande distance du noyau, 
2e sa charge électrique, Ze la charge du noyau (e charge électrique élémentaire, 
Z numéro atomique de l'élément). 

Remarque. Le paramètre de choc est la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du centre de diffusion (du noyau) sur la direction initiale de la tan- 
gente à la trajectoire d’une particule se trouvant à l'infini. 

Nous utiliserons la formule (58.11) en.physique atomique pour l'étude 
de l'expérience de Rutherford. 


cote Ÿ— (58.11) 


$ 59. Influence du mouvement du Soleil 


1. Dans notre étude du. mouvement des planètes nous n'avons 
pas tenu compte de celui du Soleil, posant que sa masse était infi- 
niment grande comparée à celles des planètes. Nous avons défini 
l'accélération de la planète par la formule 


mr = mase=F, * (59.1) 


où F — Cr est la force newtonienne de l'attraction gravi- 


tationnelle Brice par le Soleil sur la planète. Le symbole Gabs 
désigne l'accélération de la planète rapportée à un référentiel d’iner- 
tie, celui de Copernic par exemple. Tenons compte maintenant du 
déplacement du Soleil.” Pour trouver l'équation de mouvement de 
la planète par rapport au Soleil on sois remplacer la masse m de la 


planète par la masse réduite -u = _— (cf. $ 20). L’équation du 
mouvement relatif est. alors 


LE] 


RP = are: PF, 


En écbetognt l'expression de Re 


Mayer = (1 + 7) F. (59.2) 
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Formellement tout se passe comme si le Soleil restait immobile 
et la constante gravitationnelle augmentait de 1 + m/M fois. 
C'est pour cela que Les deux premières lois de Kepler restent valables 
pour le mouvement relatif. Quant à la troisième loi de Kepler, elle 
doit être précisée. Pour ce faire, il suffit de remplacer dans la for- 


mule (55.5) la constante G par G (1 + mn) : 


, Gr (59.3) 
T(MEm) 4 : 
8 
Cette expression montre que le rapport ms —— est une constante 


T3 (M+m) 
universelle qui ne dépend ni des masses des corps en interaction, ni de 
leur distance mutuelle. Ce ‘résultat montre que la troisième loi de 
Kepler appliquée à un mouvement relatif n’est pas tout à fait exacte. 
Le fait qu’elle soit vérifiée à un haut degré de précision pour les 
planètes du système solaire tient à ce que-.leurs masses sont très 
petites par rapport à celle du Soleil. 

Notons encore la relation 


&rel_ __ m 
Æ , abs a. URL Pa 
qui découle directement de la comparaison des formules (59.1) 


et (59.2). 

2. Les formules (55.5) et (59.3) sont utilisées pour déterminer les 
masses des planètes ayant des satellites et celles des étoiles doubles. 
Si la masse du satellite est négligcable comparativement à celle de 
la planète, la troisième loi de Kepler (55.5) décrit correctement son 
mouvement. On détermine alors la valeur de la constante de Ke- 
pler &# par mesure de l'orbite et du temps de révolution du satellite. 
La valeur de la constante gravitationnelle G étant connue la for- 
mule (55.5) permet de calculer la:masse A7 de la planète en unités 
absolues. En Astronomie on préfère cependant prendre pour unité 
de masse la masse de la Terre. Dans ce cas il n’est pas nécessaire de 
connaître la valeur numérique de G, qui n'est pas très précise, pour 
calculer la masse d’une planète. 

A titre d'exemple calculons le rapport de la masse Ws du Soleil 
à la masse mœ de la Terre. Posons que la masse de la Terre est négli- 
geable devant celle du Soleil. Nous négligerons de même la masse 
de la Lune par rapport à celle de la Terre. Pour l'orbite de la Terre 

ar = 1,496-108 km, Tr — 365,26 jours et pour l'orbite de la Lune 
a = 3, 844.105 km, Tr = 27 32 jours. En appliquant la formule 
(55.5) on trouve 
Ms am:\3 { Tr, 
me (en) soit 
Ms+mr. 
.mT+mL 
Cette méthode donne le rapport des masses des corps céntreux : autour 


Selon la formule (59 3) on trouve ainsi la valétr du rapport 


22% 
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desquels gravitent des satellites dont les masses sont petites devant 
les masses des corps centraux. Cette condition est parfaitement 
réalisée dans le cas des satellites artificiels. On peut, par exemple, 
calculer le rapport des masses de la Lune et de la Terre ayant mesuré 
les paramètres des orbites des satellites artificiels de la Terre et 
de la Lune. 


PROBLÈMES 


1. Calculer la distance A entre les constituants d’une étoile double sachant 
que leur masse totale M, + M, est double de celle du Soleil (M,) et que la 
période de leurs révolutions sur orbites circulaires centrées au centre de masse 
est T — 2To, To étant la durée de l’année terrestre. La distance de la Terre 
au Soleil est Ro = 1,5 PU km. 

3 / TER TMS 
Réponse. R=— f/ (—) ts = 2Ro — 3 + 106 km. 
0 

2. La distance minimale entre les constituants d’une étoile double tour- 
nant l'un autour de l'autre est égale à r,. Dans cette position leur vitesse rela- 
tive est v,. La somme de leurs masses est M. Calculer la distance r, entre les 
étoiles et leur vitesse relative v, lorsque leur distance mutuelle est maximale. 
Pour quelle valeur minimale de leur vitesse relative v, les étoiles peuvent- 
elles se séparer? 

2GM 


Réponse. r — Gr 


: 
1) T3 Ve = + Ve 
"3 


— 1 // 26M 
L'étoile double se décompose pour > 4 - 
1 


$ 60. Applications de la loi de la gravitation universelle 
à la pesanteur terrestre 


D'après Newton le poids du corps sur la Terre est une manifesta- 
tion de la force gravitationnelle s'exerçant entre le corps considéré 
et la Terre *). Pour mettre à l'épreuve cette assertion, Newton com- 
para l’accélération de la chute libre d’un corps à proximité de la 
surface terrestre à l'accélération de la Lune sur l'orbite qu'elle décrit 
autour de la Terre. 

Supposons qu'à l’intérieur du globe terrestre la répartition de la 
substance soit à symétrie sphérique, autrement dit que sa densité 
ne dépend que de la distance au centre de la Terre. Nous avons 
montré au $ 55 que dans ce cas la Terre crée dans l’espace libre le 
même champ de gravitation que celui produit par un point matériel 
de même masse placé au centre de la Terre. Si l'hypothèse de New- 
ton est juste, l’accélération g:r, de la force de pesanteur à une 
distance r du centre de la Terre sera donnée par la formule 

re G, (60.1) 


= 

*) La force de pesanteur dont il s’agit n’est en toute rigueur égale à la 
force d'attraction gravitationnelle que si la pesée s'effectue sur une balance 
en repos ou n'ayant pas d'accélération par rapport au référentiel d'inertie (cf. 
66). 


$ 66 
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où M est la masse de la Terre. La même formule devra donner l’accé- 
Le . $ . 
lération ar, de la Lune sur son orbite: 


RG (60.2) 
R étant le rayon de l’orbite de la Lune. Ainsi 
12 
£abs — Ar (©) . (60.3) 


Si a, est connu, cette formule permet de calculer la valeur de l’accé- 
lération gars de la chute libre à la surface terrestre. C’est ce que 
fit Newton. 

On peut calculer l’accélération ar, de la Lune connaissant R 
et la période de révolution T7 de la Lune sur son orbite (par rapport 
aux étoiles). On a respectivement À — 3,844.105 km, T — 27,32 jours. 
D'où 

a, == R = 0,272 m/s. (60.4) 


Le rayon moyen r du globe terrestre, calculé à partir de la condition 
que la quantité Sr soit égale au volume de la Terre, est r — 
— 6371 km. En portant cette valeur dans (60.3) on trouve gaps — 
— 991,4 cm/s°. Cette valeur est proche des valeurs expérimentales: 
Labs — 988,2 cm/s? au pôle, et gars — 981,4 cm/s? à l'équateur. 
Les valeurs théorique et expérimentale étant peu différentes, l’hy- 
pothèse de Newton se trouve confirmée. La différence subsistant 
entre ces valeurs résulte surtout de ce qu'on n’a pas tenu compte du 
mouvement de la Terre. La formule (60.4) donne l'accélération de 
la Lune par rapport à la Terre. (ai), tandis que dans la formule 
(60.3) doit figurer l'accélération de la Lune par rapport à un réfé- 
rentiel d'inertie (ar)Ar.. Ces deux accélérations sont reliées selon 
(59.4) par la relation 


(au}ra = (1 LS 7) (ax.)avss 


m étant la masse de la Lune. Il s'ensuit que la valeur g,1, calculée 
ci-dessus doit être diminuée de (1 + m) fois. Le rapport de la masse 


de la Lune à la masse de la Terre est 7 — 1/81. En apportant cette 


correction on trouve £aps — 979,3 cm/s?, valeur plus proche des 
données expérimentales. La légère divergence qui subsiste peut être 
attribuée à ce que la Terre n’est pas parfaitement sphérique. 

On notera que la formule (60.1) permet de calculer la masse de 
la Terre connaissant la valeur de la constante gravitationnelle G. 
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PROBLÈMES 


1. Montrer que si on se trouve à une altitude faible par rapport au rayon 
terrestre R, la variation de l'accélération de la pesanteur avec l'altitude est don- 
née par la formule approchée 


ET 80 (1—2 +) Æ go (1—0,00314h), 


£o étant la valeur de g au niveau du sol. L'’altitude » est donnée en kilomètres. 

2. Pour calculer la densité moyenne de la Terre Ô, Airy (1801-1892) a sug- 
géré et réalisé l'expérience suivante. On mesure les accélérations de la pesanteur 
£o au niveau du sol et g au fond d’un puits de mine à une profondeur #. On 
admet que dans une couche superficielle d'épaisseur k la densité de la Terre 
est homogène et égale à 69 = 2,5 g/em5. (Cette hypothèse correspond mal à la 
réalité.) Expérimentalement on a trouvé g — go — 0,000052 gp, R/h = 16 000 
{R est le rayon de la Terre). Partant de ces données calculer la densité moyenne 
de la Terre. (Remarquer qu’à proximité de la surface terrestre g augmente 
avec la profondeur ! Expliquer cet accroissement de g.) 

Réponse. 0m — "9 © 6,5 g/cmft. 

i EL d 
& À 

3. Supposons qu'on ait creusé un canal le long de l’axe de la Terre, d'un 
pôle à l’autre. Quel sera le mouvement d’un point matériel abandonné à lui- 
même à l'entrée du canal (sans vitesse initiale) ? La densité p de la Terre est 
supposée homogène. 

Réponse. Le point matériel exécutera des oscillations harmoniques 
de fréquence circulaire w?— 6 = F , où R est le rayon de la Terre, g l’ac- 


célération de la pesanteur à la surface du sol. La période de ces oscillations 


T =927x 2 = 84 mn. On notera que la période des oscillations ne dépend 


que de la densité de la sphère sans dépendre de ses dimensions. 

4. Calculer la vitesse initiale v des météorites sachant que la valeur 
maximale du paramètre de choc assurant leur chute sur la Terre est égale à 
1(15= R, R étant le rayon de la Terre). Calculer une valeur numérique pour 
1 — 2R. (Voir remarque au problème du $ 58.) 


Rs: Pour {= 2R ve} Tex 


Réponse. vo—= AR 


& 6,5 km/s. 

5. Calculer la masse de la Terre à l’aide des paramètres de l'orbite du 
satellite soviétique « Cosmos-380 ». La période de révolution (par rapport aux 
étoiles) est T — 102,2 mn, la distance à la Terre est de 210 km au périgée et 
de 1548 km à l'apogée. Assimiler la Terre à une sphère de rayon égal à 6371 km. 

Réponse, M— Es æ 6 - 10% g, a étant le rayon de l'orbite cir- 
culaire du satellite. 


$ 61. Vitesses cosmiques 


1. La théorie des mouvements finis et infinis des planètes, que 
nous avons exposée au $ 57, est pleinement applicable au mouve- 
ment des satellites artificiels de la Terre et des vaisseaux cosmiques 
(dont les moteurs de propulsion sont arrêtés). Nous négligerons la 
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résistance de l'air en supposant que le mouvement s’effectue dans 
une atmosphère très raréfiée. Nous négligerons aussi dans l’étude 
du mouvement à proximité de la Terre les forces d'attraction gravi- 
tationnelle exercées par le Soleil, la Lune et les planètes. Désignons 
par M la masse de. la Terre et par m la masse du satellite artificiel. 

Dans le champ de la gravitation terrestre l'énergie totale du 
satellite ou du vaisseau cosmique est égale à 


mu? Mm 
E — —G = 


2 9 
ce qui en vertu de (60.1) s’écrit 
ET mrense (61.1) 


(Dans ce qui suit on supprimera l'indice abs et on écrira g sans indi- 
ce.) Si l'énergie Æ est négative, le mouvement sera fini et l'engin 
décrira une trajectoire elliptique. Pour un mouvement circulaire 


ny eva. (61.2) 


Si r désigne le rayon du globe terrestre, la valeur de la vitesse donnée 
par cette formule porte le nom de première vitesse cosmique. Elle est 
d'environ 8 km/s. 

La valeur minimale de Æ à partir de laquelle le mouvement 
devient infini est égale à zéro. Dans ce cas le mouvement est parabo- 
lique de vitesse 


vp= V2gr =ve V2 & 11,2 kms, (61.8) 


qui porte le nom de vitesse parabolique ou celui de seconde vitesse 
cosmique. C’est la vitesse minimäle que doit posséder un corps pour 
qu’il ne revienne jamais sur Terre (à condition que ce corps ne soit 
pas soumis aux forces gravitationnelles émanant des autres corps 
célestes). 

Si, enfin, l'énergie totale Æ est positive, i.e. la vitesse initiale 
du corps est supérieure à la seconde vitesse cosmique, son mouve- 
ment sera hyperbolique. 

2. Des calculs analogues peuvent être faits pour l'étude des 
mouvements dans le champ gravitationnel du Soleil. La distance 
moyenne de la Terre au Soleil est de 150 millions de kilomètrés 
environ. À cette distance la vitesse de la Terre sur orbite circulaire 
est de 29,8 km/s environ. Pour qu'un corps lancé à cette distance 
du Soleil puisse quitter à jamais le système solaire, il doit posséder 
par rapport au Soleil une vitesse supérieure à 29,8 V2 æ 42,1 km/s. 
Se trouvant sur Terre, le corps se déplace avec elle autour du Soleil 
à une vitesse de 29,8 km/s. Si le corps n'était pas soumis à la gravi- 
tation terrestre, il aurait suffi de lui communiquer. par rapport 
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à la Terre une vitesse supplémentaire égale à 42,1 — 29,8 — 
= 12,3 km/s dans le sens du mouvement de la Terre pour qu’il se 
mette en mouvement par rapport au Soleil à la vitesse parabolique 
et s'échappe à jamais du système solaire. En fait il faut communiquer 
au corps une vitesse plus grande pour que le corps surmonte l’attrac- 
tion terrestre. La vitesse que doit posséder un corps par rapport à la 
Terre pour qu'il puisse s'échapper du système solaire porte le nom 
de troisième vitesse cosmique. La valeur de cette vitesse dépend de la 
direction le long de laquelle le corps sort de la zone d'action de l’at- 
traction terrestre. Cette valeur est minimale si cette direction coïn- 
cide avec la direction du mouvement orbital de la Terre autour du 
Soleil et elle est maximale si ces directions sont opposées. 


Un calcul exact de la troisième vitesse cosmique est assez laborieux, car 
il faut tenir compte des interactions | EETEs de trois corps: le Soleil, 
la Terre et le vaisseau cosmique. Le calcul se simplifie notablement si on néglige 
l'influence qu'exerce le champ de gravitation du Soleil sur le mouvement du 
vaisseau cosmique pendant tout le temps qu’il met pour s'échapper de la zone 
d'action de l’attraction terrestre *). Désignons par des lettres minuscules (v, 


ve, vp) les différentes vitesses du vaisseau cosmique par rapport à la Terre, 


et par des lettres majuscules (V, Ve, Vp) ces mêmes vitesses rapportées au 
Soleil. Tant que le vaisseau se meut dans le champ terrestre, il est commode 
de rapporter son mouvement à un référentiel par rapport auquel la Terre est 
immobile. Estimant que la masse M de la Terre est infiniment grande par 
rapport à la masse m du vaisseau, on peut écrire l’équation de l'énergie sous 
la forme suivante: 


mu? & Mm mvè 
2 FT: 9x2 
où v représente la vitesse du vaisseau à l'instant où il est pratiquement sorti 


de la zone d'attraction de la Terre. En introduisant la vitesse circulaire ve — 


= GM/r nous obtenons vè — 1? — 2vê, Une fois le vaisseau sorti de la zone 
d'attraction terrestre, nous rapporterons son mouvement à un référentiel dans 
lequel le Soleil est fixe. Dans ce référentiel, la vitesse V que possède le vaisseau 
à l'instant où il s’échappe de la zone d'attraction terrestre est égale à la somme 
vectorielle de la vitesse v. et de la vitesse V< du mouvement circulaire de la 
Terre. Si le vaisseau quitte la zone d'attraction terrestre sous un angle ©, les 
vitesses vs et V forment entre elles le même angle. Donc 


V2= VE vo + 2V evo COS 8. 


On déduit la troisième vitesse cosmique v, de la condition V = Vp = V'23Ve. 
En portant cette expression de Ÿ dans la relation précédente, nous obtenons 
une équation du second degré en væ, d'où 


Voo = (V 1-E 0082 Ÿ — cos Ÿ) Ve. 


*) Une analyse plus poussée de cette question (cf. 65) montre qu'en 
réalité on néglige non pas le champ gravitationnel du Soleil, mais son in- 
homogénéité dans la région de l’espace où prédomine le champ de gravita- 
tion de la Terre. La composante homogène du champ de gravitation du So- 
leil est compensée par les forces d'inertie qui apparaissent du fait de la 
chute libre de la Terre sur le Soleil. C’est pour cela que l'erreur commise 
dans ce calcul de la troisième vitesse cosmique est négligeable. 
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(Le signe positif devant le radical résulte de ce que la vitesse v. est essentiel- 
lement positive.) Il vient 


v8= (VTT cos Ÿ — cos )2 VÊ+ ve. (61.4) 


La troisième vitesse cosmique sera minimale pour ® — 0 (vaisseau lancé 
dans la direction du mouvement orbital de la Terre) et maximale pour Ÿ = n 
(lancement dans la direction opposée à celle du mouvement orbital de la Terre). 
Pour ces valeurs la formule (61.4) donne 


vain © VO ATV Qué & 16,7 kms, 
NS. (61.5) 
vez LV 5,828V2 + 2uè 72,7 km/s. 


Calculons maintenant approximativement la quatrième vilesse cosmique v4. 
C'est la vitesse minimale que doit posséder une fusée pour tomber sur le Soleil 
en un point donné. La valeur de cette vitesse dépend de la position du point 
d'impact. Au départ la fusé tourne avec la Terre autour du Soleil à une vitesse 


Gi 5) , 
Fig. 181a 


Ve. Pour qu’elle puisse tomber sur le Soleil il faut freiner son mouvement, 
Comme ci-dessus, à l'instant où la fusée quitte la zone d'attraction terrestre, 
sa vitesse est V — Vc<+v (par rapport au Soleil). L'énergie minimale qu’il 
faudra dépenser pour le freinage correspond au cas où les vitesses Ve et ve 
sont opposées. On a alors V = Ve, — v, (toutes les vitesses sont positives) 
et l'énergie consommée par unité de masse de la fusée est 


—1/, (Vo —voo)?— GMIR —1/, (VE 2VoVoo— Léo)s 


où R = CA est la distance de la fusée au centre du Soleil lorsqu'elle est éloignée 
au maximum (fig. 184a). Si & < O0 la fusée aura pour trajectoire une ellipse 
de grand axe 


CM 2RVÈ 


2a= ——— 


ë Ve + 2V quo Ce vèo 


L'un des foyers de cette ellipse se trouve au centre du Soleil. Désignons par 
z— CP la distance du centre du Soleil au plus proche sommet de l’ellipse. 
Cette distance x définit univoquement la forme de l'ellipse et la ligne tracée 
sur la surface du Soleil passant par le point d'impact de la fusée. Le grand axe 
de l’ellipse 2a = R + x. En portant cette valeur qans l'équation ci-dessus 
nous obtenons une équation du second degré en v.. La plus petite racine de 
cette équation vaut 
J 2x \ 


ton Ve (1-7) 75). 
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‘La quatrième vitesse cosmique v, s'obtient de la relation 1? — vè + 2v8, soit 
2x \2 


‘Sa valeur dépend du paramètre + définissant le point d'impact. Pour x = 0 
{mouvement rectiligne vers le centre du Soleil) la valeur de v, est maximale: 
graax (y? 4 002)1/2 à 31,8 km/s. 

La fusée tombe sur la face avant du Soleil. Pour z — r (rest le rayon du Soleil) 


da fusée tombe sur la face arrière du Soleil en suivant la tangente à sa surface. 
‘La vitesse v, est alors minimale: 


: 2 2r 2 2 11/2 
ve [réf À) +2 | & 


& [VË(1— 20)? +208] 1/2 29,2 km/s, 


où & — 4,65 + 10-3 rad est le rayon angulaire moyen du Soleil. 


PROBLÈMES 


1. Un satellite artificiel de la Terre parcourt une orbite circulaire de rayon 
R avec une période T,. À un certain instant et pendant un temps très court, 
-on a mis en marche le moteur à réaction, ce qui a accru la vitesse du satellite 
de « fois; l'orbite du satellite est devenue alors elliptique. Sachant que le mo- 
teur accélérait le satellite dans le sens de son mouvement, calculer la distance 
maximale du satellite au centre de la Terre à l'instant où le moteur aura été 
-arrêté. Calculer la période de révolution T, du satellite sur sa nouvelle orbite 
(elliptique). 

Solution. Désignons par Æ, l'énergie totale du satellite sur son orbite 
circulaire. D'après (58.3) Ec — —K, U — —2K. Une fois le moteur arrêté, 
la vitesse du satellite aura augmenté de & fois et l'énergie cinétique K de a 
fois. L'énergie potentielle est restée invariable puisque pendant la durée du fonc- 
tionnement du moteur le satellite se sera déplacé fort peu. L'énergie totale 
du satellite sur son orbite elliptique est alors égale à 


Een = @K + U = (a? — 2) K = (2 — a?) Ec. 


“Comme les grands axes des orbites elliptiques sont inversement proportionnels 
aux énergies totales (cf. formule 58.2)) on aura 

mr LR 

R  2—a2? | 2— a?" 


L'orbite sera elliptique si a?< 2. La distance maximale du satellite au centre 
de la Terre (apogée) est 

a?R 

Rmax=2a—R 2 a: 

Par application de la troisième loi de Kepler, on trouve la période de révolu- 
‘tion T;: 

Ti 


sers 


2. Trouver la valeur du rayon R de l'orbite circulaire d’un satellite se 
Séplaçant dans le sens de rotation de la Terre dans son plan équatorial, valeur 
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pour laquelle le satellite reste toujours immobile par rapport à la Terre 
{satellite dit stationnaire). 

Et 
R) : 
de la Terre, w°Ro l'accélération centripète à l'équateur due à la rotation axiale 
de la Terre, g l’accélération en chute libre. À l'équateur w?Rç/g — 1/288. 

3. Les forces de frottement des marées déterminées par l'action de la Lune 
ralentissent la rotation axiale de la Terre. Ge ralentissement dure jusqu’à l’égali- 
sation des vitesses angulaires de la rotation axiale de la Terre et du mouvement 
orbital de la Lune autour de la Terre. Calculer la vitesse angulaire totale w 
de ces deux rotations, la durée 7 du jour terrestre et le rayon « de l'orbite de 
la Lune dès que les vitesses angulaires seront devenues égales. Actuellement 
la vitesse angulaire de la rotation axiale de la Terre est on — 7,29 + 10-% rad/s, 
le moment cinétique de la Terre par rapport à son axe de rotation est Lr — 
— 5,91 : 104 g . cm°/s, le moment d'inertie de la Terre par rapport au même 
axe est Zn = 8,11 + 10% g - em°, le rayon de l'orbite lunaire est @ — 
—=3,84 . 1010 cm, la période de révolution de la Lune autour de la Terre (pe: 
rapport aux étoiles) est T ,, = 27,3 jours, la masse de la Lune est m = 7,35 10% 9. 
Pour simplifier les calculs on supposera que l’axe terrestre est perpendi- 
culaire au plan de l'orbite de la Lune. . . 

Solution. Avec ces données nous calculons successivement : le moment 
d'inertie de la Lune par rapport à l'axe de rotation de la Terre 7, — ma — 
= 1,08 - 4047 g . cm? (nous négligeons le moment d'inertie de la Lune par 
rapport à son propre axe); la vitesse angulaire du mouvement orbital de la 
Lune autour de la Terre wy, — 2,67 + 10 rad/s ; le moment cinétique de la 
Lune par rapport à la Terre L,, — Ir, = 28,9 « 104 g . cm?/s; le moment 
cinétique total du système Terre — Lune L = Zn + Ly, — 34,8 + 1049 + cms, 
Selon la loi de conservation du moment cinétique (77 + ma?) w — L, ou en 


. 
Réponse. R— ( ) /s Ro 6,60 Ro, où Rh est le rayon équatorial 


négligeant 14, ma?w = L. D'après la troisième loi de Kepler aÿw? — aïo?,. 
A partir de ces deux équations on calcule les inconnues a et w. Dans l'approxi- 
mation adoptée: 


A EE & = 
2 ê 
mao, 


2 2 
Ë (=) as 1,880 =5,68:101 cm, 


o/o, =(ap/a)?/2=0,573, T-=27,3/0,573—47,7 jours. 


4. Un vaisseau cosmique s'approche de la Lune suivant une trajectoire 
parabolique frôlant la Lune. Pour passer sur une orbite circumlunaire, on met en 
marche le moteur de freinage à l'instant où le vaisseau se trouve à la plus petite 
distance de la Lune; le moteur éjecte les gaz avec unc vitesse v — 4 km/s par 
rapport au vaisseau et dans le sens de son mouvement. Quelle partie de la masse 
totale du vaisseau représente le carburant consommé pour son freinage? Rayon 
moyen de la Lune À — 1738 km, accélération de la chute libre sur la surface 
de la Lune g — 162 cm/s. 


Réponse. = (V2 4) VE 0,17. 


5. Un satellite artificiel tourne autour de la Terre dans une atmosphère 
raréfiée sur une orbite circulaire (ou quasi circulaire). Quelle influence exerce 
la résistance du milieu sur sa vitesse et sur son moment cinétique par rapport 
au centre de la Terre? 

Solution. Selon (58.3) pour un mouvement circulaire E = —KX. 
Comme le frottement diminue l'énergie totale Æ, l'énergie cinétique Æ doit 
augmenter (le satellite se rapproche de la Terre). 
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6. Un vaisseau cosmique se trouvant loin de la Terre tombe en chute libre 
sans vitesse initiale. En quel point doit-on faire tourner de 90° la direction 
de sa vitesse (sans modifier sa grandeur) pour qu’il vienne se placer sur une 
orbite circumterrestre ? 

Réponse. Au milieu de la distance séparant le centre de la Terre 
de la position initiale du vaisseau. 

7. Ün vaisseau cosmique tourne autour de la Terre sur une orbite ellip- 
tique. En quel point de Torbite doit-on faire tourner la direction de sa 
vitesse (sans modifier sa grandeur) pour que son orbite devienne circulaire ? 

Solution. Comme l'énergie du vaisseau ne dépend que de la longueur 
2a du grand axe de son orbite, le passage sur une orbite circulaire doit s'ef- 
fectuer à la distance a, c’est-à-dire au point d'intersection de l'ellipse par son 
pts axe. On doit faire tourner la direction de la vitesse d’un angle tel qu'elle 

evienne orthogonale à la droite reliant le vaisseau au centre de la Terre. 

8. Un vaisseau cosmique tourne autour de la Terre sur une orbite ellip- 
tique. Au point d’intersection de l’ellipse avec son petit axe, on met en marche 
le moteur de propulsion. Quelle variation de vitesse faut-il réaliser pour que 
l'orbite du vaisseau devivnne parabolique ? 

Réponse. Il faut augmenter la vitesse de V2 fois. 

9. Quelle est la surcharge à laquelle se trouve soumis le cosmonaute dans 
un vaisseau cosmique sur la première étape du parcours après le lancement, 
lorsque le vaisseau monte verticalement avec une accélération constante telle 
qu'au bout d'un temps t — 4 s sa vitesse devient égale à v = avc, ve étant la 
première vitesse cosmique et & — 0,03? (On désigne par surcharge le rapport. 
nl PRE 2 où P, est le poids du cosmonaute sur ‘lerre et P le « poids » du 

0 
ST qu’aurait indiqué une balance à ressort à bord du vaisseau en mar- 
che. 

Solution. Prenons pour sens positif celui de la verticale ascendante. 
Le « poids » du cosmonaute à bord du vaisseau est 


dv 


P=P,+m dt ° 


En posant que sur le parcours initial P est une quantité constante, on en déduit 
la vitesse du vaisseau au bout d'un temps +: 
P —P; 


DE QÇ = Vs 


$ 62. Etablissement des lois régissant le mouvement 
des planètes à partir de la loi 
de la gravitation universelle de Newton 


Dans les paragraphes précédents nous avons adopté les trois lois de Kepler 
comme base de nos raisonnements et nous sommes parvenus à la loi de la gravi- 
tation universelle de Newton. Maintenant nous allons faire l'inverse. Posons 
que le Soleil exerce sur la planète une force de gravitation conforme à la loi 
de Newton et déterminons Le mouvement correspondant de la planète. Nous 
admettrons que la masse du Soleil est infiniment grande par rapport à celle 
de la planète. Nous avons montré au $ 59 que nous retombons sur ce cas même 
lorsque cette condition n’est pas remplie: Adoptons un système de coordonnées 
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polaires (r, æ) dont le pôle se trouve au centre du Soleil. Décomposons la vitesse 
v de la planète en une vitesse radiale v, — r et une vitesse azimutale v, — rp 
qui lui est perpendiculaire. On a évidemment 1? — r? + r%p?. Les lois de con- 
servation de l'énergie et le moment cinétique de la planète peuvent s’écrire: 


+ (r2-L r2q2) — G Te, (62.1) 
_. r2p== 0, (62.2) 


où M est la masse du Soleil, & l'énergie totale par unité de masse de la planète, 
o la vitesse aréolaire qui reste constante pendant le mouvement. Pour trouver 
l'équation de la trajectoire de la planète nous devons éliminer le temps entre 


, : Re : , . dr 
ces équations. En considérant r comme une fonction de q nous avons r = — . 


dp 
En portant cette valeur dans (62.4) et en éliminant @ à l’aide de (62.2) nous 
obtenons 
1 dr 12, 1 1 GM 
(5%) + (+). (62.8) 
Introduisons une nouvelle variable p — _—. L où p est une constante que 


nous définirons plus loin. L'équation (62.3) s'écrit maintenant 
dp \2 1\2  e ,GM i 
Cle eetar (rte), 


Choisissons une constante p telle que dans cette équation disparaissent les 
termes de premier degré en p. Pour ce faire nous poserons 


40? 
PEN" (62.4) 
Nous obtenons alors 
dp \2__ # 1 
(5) = Go lp Pt 


Comme la quantité figurant dans le premier membre est non négative la cons- 
€ : ne 5 
tante à+ oi est également non négative; dénotons-la par A?: 


4e + = , (62.5) 


Nous obtenons 
1 d 2 
(2) = A2 pt, (62.6) 


Il est évident que 4A1>> p? et on peut donc poser p/A = cos@, @ étant une 
nouvelle inconnue. Nous avons donc 


dg _ : de 
49 — — À re 


En substituant cette expression dans (62.6) et en divisant par À sin@ nous 


obtenons F = + 1, d’où 6 — —Æ p + po. Il en résulte que p = A cos (+ p + 


A?—p?= A? sin?6, 
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+ go) = À cos (® + ps). Dans la dernière expression le double signe + figurant 
devant 4, cst inutile puisque @, est une constante d'intégration. Reprenant 
les anciennes notations nous obtenons 


1 [1 —e cos (p+ po)l, (62.7) 


r 


e=pa= 14/14 fe, (62.8) 


Sans restreindre la généralité nous poserons 4, — 0. Cela signifie tout 
simplement que les angles @ sont comptés à partir d’une position du rayon 
vecteur de la planète qui est telle que sa longueur est égale à p/{1 —'e). L'équa- 
tion (62.7) devient alors 


«| 


4 P 
TT I—ecosp' (82:8) 
C'est l'équation d’une section conique d'excentricité e et de paramètre p. Pour 
g<0, e< 1 (ellipse); pour & — 0, e = 4 (parabole); pour > 0, e 1 
(hyperbole). Nous avons retrouvé ainsi les résultats du $ 57. Il est facile de 
Selcuiee maintenant les autres paramètres de l'orbite et dans Le cas d’un mouve- 
ment elliptique d'en déduire la troisième loi de Kepler. Comme nous avons 
déjà présenté tous ces calculs, il n'est pas nécessaire de les recommencer. 


CHAPITRE IX 


ÉTUDE DES MOUVEMENTS PAR RAPPORT 
À DES SYSTÈMES NON INERTIELS 


$ 63. Forces d’inertie apparaissant dans les référentiels 
en mouvement de translation accéléré 


1. Jusqu'à présent nous avons rapporté les mouvements à l’ur 
des innombrables référentiels d'inertie. Dans ces référentiels d'inertie 
l'équation fondamentale décrivant le mouvement d’un point maté- 
riel exprime la deuxième loi de Newton. Ecrivons cette équation com- 
me suit 


Mans = F.* (63.1} 


Nous avons affecté le symbole « de l’accélération de l’indice « abs > 
dont la signification apparaîtra plus loin. Fixons-nous pour tâche 
d'établir les équations de mouvement dans les systèmes non inertiels, 
c'est-à-dire les systèmes qui sont animés d’un mouvement accéléré 
par rapport aux référentiels d'inertie. Le problème posé revient 
à établir les lois de transformation des forces et des accélérations qu'il 
faut appliquer pour passer d’un référentiel inertiel à un référentiel 
non inertiel. La physique prérelativiste considérait que c'était un 
problème de cinématique pure et le résolvait en s'appuyant sur deux 
hypothèses : 1) le temps est absolu, .en ce sens que les intervalles de 
temps entre deux événements quelconques sont les mêmes quel que 
soit le référentiel utilisé; 2) l’espace est absolu, en ce sens que la 
distance entre deux points (deux corps matériels) quelconques est 
la même quel que soit le référentiel envisagé. La physique prérela- 
tiviste admettait donc que La distance et les intervalles de temps étaient 
invariants dans le passage d'un référentiel à tout autre animé d'un 
mouvement arbitraire. Ces: deux hypothèses paraissaient à tel point 
évidentes qu’on ne les explicitait même pas. Ce n’est qu'à la suite 
d’une profonde analyse réalisée dans le cadre de la théorie de la rela- 
tivité que l’on s’aperçut que cés hypothèses étaient en fait des postu- 
lats.. I] s'avéra que ces deux. hypothèses n'étaient approximativement 
correctes que dans le cas de mouvements lents et devenaient fausses 
si le mouvement était rapide. Nous nous placerons ici dans le cas 
non relativiste, ce qui revient à supposer que toutes les vitesses, 
y compris les vitesses relatives, des. référentiels eux-mêmes, sont petites 
par rapport à la vitesse de læ'lumière dans le vide. 


352 MOUVEMENTS PAR RAPPORT À DES SYSTÈMES NON INERTIELS [CEH. IX 


2. Convenons d’appeler fixe un référentiel d'inertie quelconque 
et d'appeler mouvement absolu le mouvement par rapport à ce réfé- 
rentiel fixe. Dans la formule (63.1) il s’agit donc de l'accélération 
d’un tel mouvement absolu. Il n’y a pas lieu d'attribuer aux concepts 
« référentiel fixe » et « mouvement absolu » d’autre signification 
que celle contenue dans les définitions ci-dessus. Ces concepts sont 
de pures conventions et ne contredisent nullement l’assertion que 
tout mouvement est relatif. Un corps au repos dans un référentiel 
mobile est entraîné par ce référentiel dans son mouvement par rap- 
port à un référentiel! fixe. Un tel mouvement est dit d'entraînement. 

Le mouvement absolu d’un corps se 
Z y compose de ses mouvements relatif et 
d'entraînement. 

L'objet de ce chapitre est l’étude 
du mouvement relatif. Le premier pas 
à faire est d'établir les équations du 
mouvement relatif. Vous entendons par 
équation de mouvement les relations per- 
mettant de définir les accélérations de 
tous les points matériels d'un système 


_à mécanique dans le référentiel auquel est 
À 5 . 127 Q: 

| rapporté le mouvement considéré. Si le 

Fig. 182 référentiel utilisé est en mouvement 


rectiligne et uniforme par rapport au 
référentiel fixe, il est inertiel. Dans ce cas les équations du mouve- 
ment relatif coïncident avec celles du mouvement absolu et véri- 
fient les lois de Newton. Il suffit donc de considérer seulement les 
cas où le référentiel utilisé est en mouvement accéléré par rapport 
au référentiel fixe. 
8. Prenons deux référentiels : un référentiel fixe S, dont l'origine 
des coordonnées se trouve en O,, et un référentiel mobile S dont 
l’origine des coordonnées est en © (fig. 182). Désignons par R, le 


— 
rayon vecteur 0,0 reliant l’origine fixe ©, à l’origine mobile ©. 
Soit M un point matériel.(Sa position dans le référentiel fixe est défi- 
nie par le rayon vecteur R et dans le référentiel mobile par le rayon 


—_—> 
vecteur r — OM. À tout instant les vecteurs R, R, et r sont liés 
entre eux par ia relation 


R=R,+r. (63.2) 


En dérivant deux fois de suite cette relation par rapport au temps 
on obtient 


R=R+r, (63.3) 
R=Ro+r. (63.4) 
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Pour mieux dégager le fond de la question, nous allons considérer 
d'abord le cas particulier où le référentiel S est en mouvement de 
translation par rapport au référentiel fixe S,. Il est clair que le vec- 


teur À représente toujours la vitesse absolue v,r, et le vecteur R 
l'accélération absolue a,x, du point mobile M. Le vecteur v, = À 


est la vitesse absolue et a, = À, l'accélération absolue de l’origine O 
du trièdre de référence S. Dans le cas d’un mouvement de translation 
ces quantités coïncident respectivement avec la vitesse et l’accélé- 
ration de n'importe quel point du référentiel $. On doit donc inter- 
préter v, et a, comme la vitesse et l'accélération d'entraînement. De 


roême pour un mouvement de translation, les vecteurs r et r repré- 
sentent respectivement la vitesse et l'accélération relatives, c’est-à-dire 
les valeurs de ces grandeurs dans le référentiel mobile S. Nous écri- 
tons ainsi pour un mouvement de translation 


Vabs = Urel + Vents (63.5) 
aps = Grel + Gents (63.6) 


AVEC ent —= Co: Vent — ge . 
4. Portons maintenant (63.6) dans (63.1) et faisons passer le 
terme en ant dans le second membre: 


Mae = F — Mas, (63.7) 


C’est l'équation du mouvement relatif d'un point matériel. Le 
second membre de cette équation peut tout formellement être assi- 
milé à une certaine « force » agissant sur le point matériel dans le 
référentiel mobile. Cela montre que dans tout référentiel la force 
est définie comme un vecteur égal au produit de la masse du point 
matériel par son accélération dans le référentiel considéré. Il n’est 
pas nécessaire que la « force » prise dans cette signification soit le 
résultat de l’interaction des corps, mais il est nécessaire de disposer 
d'un procédé indépendant permettant d'exprimer la « force» en 
fonction des coordonnées .et des vitesses du point mobile. Ce n’est 
qu’à cette condition que nous serons en mesure d’écrire une équation 
de mouvement telle que (63.7) et c'est justement à cela que se ramène 
le contenu réel des lois de la mécanique. 

La «force » F — ma, comporte deux composantes essentielle- 
ment différentes. La première composante F est une « force réelle » 
en ce sens qu'elle résulte de l'interaction de corps. Elle ne dépend 
que des différences des coordonnées de position et des vitesses des 
points matériels en interaction. En cinématique non relativiste ces 
différences ne changent pas lorsqu'on passe d’un référentiel donné 
à un autre référentiel animé d’un mouvement arbitraire. La force F 
ne change donc pas elle non plus, ce qui signifie qu'elle est invariante 
par rapport à ce changement de référentiel. 
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La composante — ma, est de nature différente ; elle résulte non 
pas de l'interaction des corps, mais du mouvement accéléré du réfé- 
rentiel. On l'appelle force d'inertie, plus exactement force d'inertie de 
translation, puisque nous n’envisageons ici que le mouvement de 
translation du référentiel mobile. Si on passe à un autre référentiel 
en mouvement accéléré, les forces d’inertie changent. Elles sont 
non invariantes vis-à-vis d'un changement de référentiel et se distin- 
guent donc des « forces réelles » résultant de l'interaction des corps. 
Une autre distinction consiste en ce que les forces d'inertie ne véri- 
fient pas le principe de l’action et de la réaction. Lorsqu'un corps est. 
soumis à une force d'inertie il n'existe pas de force de réaction appli- 
quée à un autre corps. Ainsi le mouvement des corps soumis à l’ac- 
tion d'une force d'inertie est analogue au mouvement dans des 
champs de forces extérieures. La force d'inertie est toujours une force: 
extérieure par rapport à tout système mobile de corps matériels. 

5. Les forces d'inertie sont-elles réelles ou illusoires? La réponse: 
à cette question dépend du sens que l’on veut donner aux mots. 
« réel » et « illusoire ». Si on se conforme à la mécanique newtonienne- 
selon laquelle toutes les forces doivent résulter de l'interaction des 
covps, on est amené à considérer les forces d’inertie comme des forces 
illusoires disparaissant dans les référentiels d'inertie. Mais ce point 
de vue n’est nullement obligatoire puisque toutes les interactions 
s’effectuent par l'intermédiaire de champs de forces et sont transmi- 
ses à des vitesses finies. On peut donc considérer les forces d'inertie 
comme des actions que subissent les corps de la part de champs de 
forces réels. Il est vrai que ces champs se transforment d'une manière: 
déterminée lorsqu'on passe d’un référentiel donné à un autre en 
mouvement accéléré par rapport au précédent. Mais ce n'est pas une 
raison pour traiter ces forces d’illusoires. Les forces électriques et 
magnétiques se transforment elles aussi lorsqu'on passe d’un réfé- 
rentiel à un autre (même si les deux systèmes sont inertiels); et 
néanmoins personne ne doute de l’existence réelle des champs élec- 
tromagnétiques. 

Quel que soit le point de vue adopté, il existe beaucoup de phé- 
nomènes que l’on peut interpréter comme des manifestations de la 
force d'inertie. Lorsqu'un train accélère son mouvement, les voya- 
geurs sont soumis à une force dirigée en sens inverse du sens de la 
marche du train. Si le voyageur est assis dans le sens de la marche, 
cette force le repousse sur le dossier du siège. Cette force est la force 
d'inertie. Lorsque le train ralentit, le sens de la force d'inertie 
s’inverse et pousse le voyageur en avant, dans le sens de la marche. 
Si on suspend dans un wagon un pendule et si le train accélère, la 
force d'inertie tend à dévier le pendule dans un sens opposé à celui 
de l'accélération. À l’état d'équilibre la force d’inertie se trouve 
équilibrée par la force de pesanteur et la tension du fil de suspension 
du pendule. Les forces d'inertie se manifestent d’une manière par- 
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ticulièrement nette lors d’un brusque freinage du train. Les forces 
d'inertie soumettent les aviateurs et les cosmonautes à des surcharges 
lorsque l'avion accroît rapidement sa vitesse ou lors du lancement 
ou du freinage des vaisseaux cosmiques. 

On peut fort bien interpréter ces différents effets sans faire inter- 
venir la notion de force d'inertie, par une étude du mouvement 
relativement à un référentiel d’inertie. Ainsi, dans le cas du pendule 
ci-dessus, le pendule est alors en mouvement accéléré par rapport 
au référentiel d’inertie adopté. 

Le pendule doit dévier vers l'arrière pour faire apparaître une 
force de tension ayant une composante horizontale pointant vers 
l'avant. C’est cette composante qui communique au pendule une 
accélération. Mais dans de nombreux cas il est plus simple d’étudier 
l'effet dans le référentiel mobile sans avoir recours à un référentiel 
d'inertie. En outre il est parfois difficile de subdiviser la force totale 
se manifestant dans un système non inertiel en force « réelle » résul- 
tant de l'interaction des corps et en force d’inertie « illusoire » dé- 
terminée par le mouvement accéléré du référentiel. 


$ 64. Forces d’inertie apparaissant dans un référentiel 
en mouvement accéléré arbitraire 


1. Supposons maintenant que le référentiel S (cf. fig. 182) se 
déplace par rapport au référentiel fixe S, d’une façon parfaitement 
arbitraire. Un tel mouvement peut être décomposé en un mouvement 
de translation à la vitesse v, égale à la vitesse de déplacement de 
l'origine des coordonnées O et en un mouvement de rotation autour d'un 
axe instantané passant par l’origine O. La vitesse angulaire © 
de la rotation peut varier en module et en sens. Soient à, j, k les 
vecteurs unitaires des axes de coordonnées du référentiel S que nous 
supposerons rectangulaire. Ces vecteurs étant unitaires, leurs lon- 
gueurs sont invariables, mais leurs directions et leurs sens peuvent 
se modifier au cours du temps; autrement dit ce sont des vecteurs 
variables, car chacun de ces vecteurs tourne à la vitesse angulaire ©. 
Leurs dérivées par rapport au temps sont données par les formules 
(46.11) que nous écrirons de nouveau: 

Flo, lon, F=l0H. (64.1) 

Le raisonnement à faire est exactement le même que celui du 
paragraphe précédent, mais les calculs deviennent plus laborieux. 
Il est évident que les formules (63.2), (63.3) et (63.4) restent inchan- 
gées. L'interprétation des termes R, et R, est la même que dans le 
$ 63, à savoir R, est la vitesse absolue vw, de l'origine O et R, est 


son accélération absolue a. Seuls les termes r et r deviennent 
autres et ce sont ces termes que nous allons calculer. 


LL 
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2. Soient x, y, z les coordonnées d’un point mobile A dans un 
référentiel mobile S. On a alors 
r= ti + yj + zk. (64.2) 
En dérivant cette expression on obtient 
CR ‘di dj dk 
rit uit) + (2 + ts) 
Dans la première parenthèse on ne dérive que les coordonnées x, y, z 
comme si les vecteurs unitaires ë, j, k et le référentiel S étaient 
immobiles. Une telle dérivation serait le fait d'un observateur se 
trouvant au repos dans le référentiel S et qui se serait fixé pour 
tâche de déterminer la vitesse du point M dans ce référentiel ; dans 


notre terminologie il aurait déterminé ainsi la vitesse relative 4. 
Nous avons donc 


Dra=ti+yi+sk. (64.3) 
En utilisant ensuite les formules (64.1) nous obtenons 
di dj k L ; 
a +0 ge + = 2 loi] +y loi] + 
+210k] — [o (xé + yj +2k)] = [or] 


Par suite 
F = va + [or]. (64.4) 
Finalement la vitesse absolue sera égale à 
Uabs = Urel Ÿ Vent» (64.5) 


expression qui coïncide avec (63.5) à cette différence près que la 
vitesse d’entraînement est maintenant 


Vent = Co + ler]. (64.6) 


Cette quantité représente la vitesse absolue qu'aurait eu le point M 
s'il était au repos dans le référentiel mobile S. C’est pour cette raison 
qu’on l'appelle vitesse d'entraînement. La vitesse d'entraînement 
comporte deux parties: la vitesse , à laquelle se meut l’origine O 
du trièdre de référence et la vitesse [or] qui résulte de la rotation du 
référentiel $ autour de son origine O. 

8. La question de l'accélération absolue est un peu plus com- 
pliquée. Pour la calculer dérivons par rapport au temps l'expression 
(64.5). Compte tenu de (64.6) nous obtenons 


abs = Dub x Drel + CA + [or 1 + {or le 


. ee 1. . 
La dérivée de v&.4 s'obtient en dérivant (64.3). On doit évidemment 
dériver aussi bien les composantes de La vitesse ‘relative x, y, z 


664] MOUVEMENT ACCÉLÉRÉ ARBITRAIRE 357 


que les vecteurs unitaires ë, j, k. On procède de la même façon que 
dans le cas de la dérivation de (64.2). On écrira donc par analogie 
avec (64.4) 


Urei = Gre1 + [OTra|, (64.7) 

où 
Are = Tè + yj +zk. (64.8) 
L'expression (64.8) donne l’accélération relative. Pour la trou- 
ver il faut dériver deux fois de suite les coordonnées x, y, z en sup- 
posant les vecteurs unitaires ë, j, k fixes. C'est ce que ferait un 
observateur étudiant le mouvement du point M par rapport au 


référentiel S sans savoir que ce référentiel est en mouvement. C’est 
pour cela que la quantité (64.8) porte le nom d'accélération relative. 


Transformons maintenant la forme de la composante [erl en 
y substituant l'expression (64.6) à la place de r: 


Lori = [ovral + [o [or]. 
L'’accélération absolue sera en définitive 


Gape = rer 2 [OUrel ++ lo lorll+{or], (64.9) 
que l’on peut encore écrire 
abs = Gre] + cor + Gent; (64.10) 
où 
Gcor = 2 [Oral], (64.11) 
Gent = do + [0 [er]] -+ (or. (64.12) 


Le vecteur a+ ne dépend que du mouvement du référentiel S rela- 
tivement au référentiel fixe S,. C'est la seule accélération que con- 
naîtrait un point au repos dans le référentiel S. C’est pour cela que 
le vecteur dent est dit accélération d'entraînement. Enfin la composante 
Gcor = 2 [@vreal dépend aussi bien du mouvement relatif que du 
mouvement d'entraînement et porte le nom d'accélération de Coriolis, 
d’après le nom du savant français Coriolis (1792-1843) qui introduisit 
cette notion dans la mécanique. L'égalité (64.10) où figurent les 
différentes composantes de l'accélération absolue exprime le théorème 
de Coriolis qui s’énonce: l'accélération absolue est égale à la somme 
vectorielle de l'accélération relative, de l'accélération de Coriolis et 
de l’accélération d'entraînement. 

Voyons ce que représente l’accélération d'entraînement. Utili- 


sons à cet effet la formule (64.12). Le terme vost l'accélération 
d’entraînement résultant du mouvement de translation accéléré du 
référentiel S', qui est le même'que celui de l’origine © du trièdre de réfé- 
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rence. Les deux autres termes de la somme sont dus à la rotation 


du référentiel S. Le terme [or] fait partie de l'accélération d'en- 
traînement car il provient de la non-uniformité de la rotation. Si la 
rotation était uniforme (@ — const}, ce terme n'existerait pas. 
L'autre terme [o [@rl] que nous noterons ac, est l'accélération cen- 
tripète pointant vers l’axe instantané de rotation. En effet écrivons 
le rayon vecteur r sous la forme r = r, + ry, ry et r, étant respec- 
tivement les composantes de ce rayon vecteur dirigées suivant l’axe 
de rotation et suivant la normale à cet axe. Comme [wryl = 0,ona 


ao = lo lerll = [o ler.ll. 


En développant d'après la formule connue le produit vectoriel 
double et en tenant compte de ce que æ&r, — 0, on obtient 


Gcep = —Or. (64.13) 
Ce qui démontre notre proposition. 


4. On pourrait dès maintenant établir l'équation du mouvement relatif 
d'un point matériel. Mais nous estimons utile de démontrer à nouveau le théo- 
rème de Coriolis en prenant un cas particulier afin de mieux faire comprendre 

l’origine de l'accélération de Coriolis et des 
Ce autres termes de l'accélération absolue. 
Soit une bille A (fig. 183) se déplaçant le 
Vel long d’une tige rigide tournant autour d’un 
é ré axe fixe à la vitesse angulaire @ perpendiculaire 


Le M au plan de la figure. La vitesse absolue tabs 

Li” LT à Dont de la bille se compose de deux vitesses rectan- 
+ ulaires: la vitesse de déplacement le long de 
œdt a tige et la vitesse normale à la tige. La pre- 

0 # Del mière de ces vitesses est la vitesse relative dans 
un référentiel par rapport auquel la tige est au 

Fig. 183 repos. La seconde apparaît du fait de la rota- 


tion de la tige et représente donc une vitesse 

: 7 d'entraînement. Ainsi Uabs = Urel + Vent et 

par suite &abs = Urel + Vent. Posons que dans le temps dt la tige tourne d’un 
angle dp — œdt. Au cours de ce même intervalle de temps dt la bille s'est dé- 
placée de la position M dans la position M’. Calculons l'accroissement corres- 
pondant du vecteur vre]. Si la tige ne tournait pas, cet accroissement ne pour- 
rait résulter que d’un mouvement non uniforme de la bille le long de la tige et 
serait égal à are dt. Mais comme la tige tourne, 5er prend un accroissement 
supplémentaire égal à [dpvre]l. L'accroissement total du vecteur vrey. est donc: 


dUrel = @rel dt + [ovrer] dé. 


Cherchons l’accroissement du vecteur vent = lorl. Il est évident que duent = 
— {dor] + [wdr]. Le premier terme apparaît du fait de la rotation non uni- 


forme de la tige et vaut [or] dt. Le second terme est déterminé par le déplace- 
ment du point M dans l’espace (absolu) et a pour valeur [ovars] dt — [ovrerldt + 
+ [ovent] dt. Ainsi 


dent = [dr] dt + [are] dt + [@vent] dt, 
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En additionnant les accroissements des deux vecteurs vrez et vent nous obtenons 
finalement 


abs = &re1 +2 [Ovre1]+[e [er]] + [er]. 


I] apparaît que dans le cas considéré l'accélération de Coriolis comporte deux 
termes égaux. Le premier résulte de la rotation du vecteur üre accompagnant 
æelle de la tige. Le second terme est dû à l’accroissement de la vitesse d'entraîne- 
ment vent; Cet accroissement résulte de ce que la bille s'approche ou s'éloigne 
de l'axe de rotation. La démonstration ci-dessus reste évidemment valable 
si la direction de l’axe de rotation varie avec le temps. 

L'accélération de Coriolis 2 [ovra] est dirigée suivant la normale à la 
tige en rotation. Pour que la bille A acquière cette accélération, la tige doit 
exercer sur la bille une pression latérale. La force de pression latérale est égale 
à 2m [wovrel, # étant la masse da la bille M. La bille A exerce sur la tige une 
force égale et opposée F = 2m [vrey@]. S1 la bille s'éloigne de l'axe de rotation 


F-èm|v,e @l 
“ 
© œ _ 
1\ Urel “. se 
ER ê — 
= Urel 
“ 
LS 

DS 

F=2m{0,, ©] 
2) 0) 

Fig. 184 


(fig. 184, a}, la force F s’exerce dans un sens opposé à celui de la rotation et la 
sotation se trouve ralentie. La tige s'incurve alors de façon que sa convexité 
soit dans le sens de la rotation (en pointillé sur la fig. 184, a). Si la bille se 
rapproche de l'axe de rotation (fig. 184, D la force F est dirigée dans le sens 
de la rotation de la tige; la vitesse angulaire de la tige augmente et la tige 
s’incurve de manière que sa concavité soit dans le sens de la rotation. Dans 
l'expérience avec le tabouret de Joukovsky ($ 34, fig. 60), nous avons vu ap- 
paraître des forces de pression latérale exercées par les haltères sur l’expéri- 
mentateur lorsque celui-ci éloigne ou approche les haltères de l’axe de rotation. 
Ce sont ces forces qui font varier la vitesse angulaire de rotation du tabouret 
avec l’expérimentateur. D'une façon générale, tous les effets liés à une varia- 
tion de la vitesse angulaire d’un corps isolé accompagnant les variations de 
ee Dee d'inertie se laissent interpréter par l'action des forces de pression 
latérale, 


5. Etablissons maintenant les équations du mouvement relatif. 
Nous allons procéder de la même manière que dans le paragraphe 
précédent. Portons l'expression (64.10) dans l'équation (63.1) et 
regroupons tous les termes dans le second membre, à l’exception du 
terme contenant l'accélération relative. On obtient 


Mage = F — Macor — Ment (64.14) 
ou sous forme développée 


Mage= F + 2m [vre1®] — mv, + mor, —m [or]. (64.15) 
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À la force « réelle » F sont venues s’ajouter deux forces d'inertie : 
la force dite de Coriolis 


Feor = —Macor = 2m (oral, (64.16) 
et la force d'inertie d'entrainement 
Fent = —Ment= — mo + mor —m [or]. (64.17) 


Toutes les remarques générales que nous avons faites au sujet des 
forces d'inertie s’appliquent à ces deux forces d'inertie qui apparais- 
sent lorsque le référentiel effectue un mouvement de translation 
accéléré. | 

6. Dans le cas général, la force d'inertie d'entraînement com- 


porte trois termes. Le premier terme md a été introduit au para- 
graphe précédent ; c'est la force d'inertie de translation résultant du 
mouvement accéléré de l’origine O du trièdre de référence. Le dernier 


terme —m [ærl est dû à la rotation non uniforme du trièdre de réfé- 
rence. Il n’a pas reçu de dénomination spéciale. Le second terme 


Fer —= mor (64.18) 


est la force d’inertie centrifuge ou force centrifuge tout court. Lors- 
qu'un autobus prend..un virage, les voyageurs sont soumis à une 
force centrifuge. Les surcharges auxquelles se trouve soumis un 
aviateur effectuant dans le ciel des figures d’acrobatie à grande 
vitesse sont pour l’essentiel dues aux forces centrifuges. Si on attache 
à une centrifugeuse des billes suspendues à des fils et qu’on la mette 
ensuite en rotation rapide, les forces centrifuges éloigneront les 
billes de l’axe de rotation. L’angle de déviation est d'autant plus 
grand que la bille se trouve éloignée de l’axe de rotation. Les forces 
centrifuges sont mises à profit pour l’essorage du linge dans les 
machines à laver et dans les écrémeuses qui séparent la crème du 
lait. 

7. Comme toutes les autres forces d'inertie, les forces centrifuges 
ne se manifestent que dans les systèmes en mouvement (rotation) 
accéléré et disparaissent dès qu’on passe à des systèmes d'inertie. 
Il ne faut pas l'oublier pour ne pas risquer d'aboutir à des para- 
doxes décevants. Donnons un exemple de tels paradoxes. Soit un 
corps en mouvement circulaire. Ce corps est soumis à deux forces: 
la force centripète F, orientée vers le centre du cercle et la force cen- 
trifuge F, orientée en sens inverse. Etant égales et opposées ces 
deux forces s’équilibrent mutuellement: F, + F, — 0. Or selon 
la loi d'inertie, tout corps doit être en mouvement rectiligne et 
uniforme. La contradiction n’est apparue que parce qu'on a rapporté 
le mouvement à un référentiel fixe (d’inertie) où aucune force centri- 
fuge ne peut apparaître. Il n’y a que la force centripète F, qui com- 
munique au corps une accélération. C’est, par exemple, la tension 


soul MOUVEMENT ACCÊLÉRÉ ARBITRAIRE 364 


du fil auquel est attaché le corps. On ne doit introduire la force cen- 
trifuge que lorsque le mouvement est rapporté à un référentiel en 
rotation. Dans un référentiel en rotation le corps est soumis à une- 
force centrifuge qui est équilibrée par une force centripète. Mais là il 
n'y a aucune contradiction puisque le corps est au repos relative- 
ment à un référentiel en rotation. 

La confusion provient bien souvent de ce qu’en mécanique tech- 
nique on utilise le terme « force centrifuge » dans un sens très diffé- 
rent. On entend par force centrifuge la force de réaction qu'oppose un 
corps À en mouvement circulaire au corps À qui le met en rotation. 
La force que le corps B applique au corps À, qui est égale et opposée 
à la force de réaction, est désignée sous le nom de force centripète. 
Soit une bille attachée à un fil. Prenons dans la main l'extrémité- 
libre du fil et faisons tourner la bille au bout du fil. La force centri- 
pète est ici la tension du fil qui attire la bille vers le centre du cercle. 
La force centrifuge provient également de la tension du fil, mais- 
elle est appliquée à la main qui tient le fil. Dans cette acceptation 
de ces termes, la force centrifuge et la force centripète sont toujours. 
appliquées à des corps différents. Ces deux forces sont des « forces 
réelles » dans le sens de la mécanique newtonienne, puisqu'elles résul- 
tent toutes deux de l’interaction des corps. On ne peut rien dire- 
contre cette terminologie mais on peut mettre en doute son opportu- 
nité. Mais lorsqu'on affirme que la force centrifuge prise dans le- 
sens de cette terminologie tend à éloigner le corps tournant de l’axe- 
de rotation, on doit protester vigoureusement ; une telle affirmation 
est absurde puisque dans ce cas, n'étant pas appliquée au corps en 
rotation, cette force ne peut exercer sur lui aucune action. Lorsqu'on: 
dit que la force centrifuge tend à repousser le corps de l’axe de rota-- 
tion, il faut l'entendre comme une force d'inertie. C'est pour cela: 
que nous réserverons le terme « force centrifuge » aux cas où elle- 
est une force d'inertie qui ne se manifeste que dans les référentiels 
en rotation et disparaît dans les référentiels d'inertie. 

8. Quelques mots au sujet de la force d'inertie de Coriolis (64.16). 
Elle n'apparaît que lorsque le référentiel S est en rotation et que le 
point matériel est en mouvement relativement à ce référentiel. La force 
de Coriolis se distingue des autres forces d'inertie en ce qu’elle dépend 
de la vitesse relative v,4. Si la vitesse relative devient nulle, la force. 
de Coriolis s’annule elle aussi. Un voyageur debout dans un autobus: 
en marche est soumis dans les virages à la force centrifuge. Mais si 
pendant le virage le voyageur se déplace dans l’autobus, il se trouve 
soumis en plus à une force de Coriolis; c’est ce qui explique que 
dans les virages on conserve son équilibre plus facilement en étant 
immobile qu'en marchant. Etant toujours perpendiculaire à la 
vitesse relative, la force de Coriolis n’effectue aucun travail pendant 
le mouvement relatif. Elle est donc une force gyroscopique (cf. $ 24, 
point 6).* 
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PROBLÈMES 


4. En quoi le raisonnement suivant est-il erroné : soient deux points maté- 
riels immobiles À et B à une distance r l’un de l’autre. L'état de repos du point 
B peut être considéré comme résultant de la composition de deux rotations 
-de vitesses angulaires constantes égales mais de sens opposés + &@ et —@. La 
première rotation fait apparaître une accélération centripète a, — œ?r et la 
seconde une accélération centripète & = (—@)?r = œîr = 4,. L'accélération ré- 
sultante du point B est donc a = a, + a, — 2@?r. Il s'ensuit que le point À 
exerce sur le point B une force d'attraction F = 2mw°r, m étant la masse du 
point B. Comme w est une quantité arbitraire, on aboutit au résultat absurde 
-que les points À et B s'attirent mutuellement avec une force arbitraire fixée 
à l'avance. | 

Solution. Dans ce raisonnement on n'a pas tenu compte de l'accéléra- 
tion de Coriolis. Introduisons un référentiel S en rotation uniforme autour 
du point À à la vitesse angulaire <@. Posons que le point B est en rotation 
relativement à ce référentiel à la vitesse angulaire —@. En désignant le vec- 


> # . . 297 0 . 
teur AB par r nous écrivons pour les vitesses et.les accélérations du point B: 
Urel = —[or], Grel = dent = —0r, acor = 2 lovral = 20?r. 


Il s'en suit que &abs = re] + cor + dent = 0. 

2. Un tireur et une cible se trouvent aux deux extrémités d'un diamètre 
d'un manège de chevaux de bois de rayon À — 5 m en rotation uniforme autour 
d'un axe vertical. La période de rotation du manège T = 10 5, la vitesse de la 
balle de fusil v — 300 m/s. En négligeant la vitesse linéaire maximale ©R du 
manège devant la vitesse de la balle. estimer sous quel angle & par rapport au 
diamètre doit viser le tireur pour atteindre la cible. Traiter le problème, d'une 
part, du point de vue d'un système en rotation, et d'autre part, du point de 
vue d'un système fixe et comparer les résultats. 


Réponse. a = = 0,0209 rad = 1,2. 


3. Une tige fine de longueur ? tourne autour de l'une de ses extrémités 
æn décrivant un cône de révolution (pendule conique composé). Calculer la pé- 
riode 7 du mouvement en fonction de l'angle au sommet 29. 

Indication. Dans un référentiel tournant avec la tige autour d'un 
axe vertical la tige est au repos. Le problème consiste à déterminer la condition 
d’équilibre d'une tige suspendue dans ce référentiel et soumise à l’action de la 
pesanteur et de la force centrifuge. 


Réponse. T=2n V5. 


E 

4 Un pendule pesant constitué par une bille emmanchée sur l'extrémité 
d'une tige rigide de petit diamètre oscille librement autour d’un axe horizon- 
tal À passant par l'extrémité supérieure de la tige. L'’axe À est fixé sur l’axe 
géométrique d'un disque horizontal tournant autour de cet axe géométrique 
vertical à la vitesse angulaire constante w. Autrement dit le plan dans lequel 
-oscille le pendule tourne avec le disque à la même vitesse angulaire w. Calculer 
la période des petites oscillations du pendule sachant que la masse de la ti 
-est petite devant celle de la bille. Dans quelles conditions la position verticale 
inférieure de la tige sera-t-elle une position d'équilibre instable? 


Répoinse. T=2r 4 Fr pour Lo << g. Lorsque L@ > g la 
position d'équilibre est instable. 

5. Imaginons qu'on ait creusé dans le globe terrestre un canal suivant un 
diamètre du Le équatorial. Calculer la force de pression F qu'exercera sur la 
paroi du canal un corps en chute libre dans ce canal depuis la surface du globe 

L 
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à l'instant où il arrivera au centre de la Terre. Négliger la résistance de l'air 
et poser que la densité de la Terre est homogène. 


Réponse. = UE P & 0,12 P, P étant le poids du corps à la 


surface de la Terre, 7 la durée du jour sidéral et RÀ le rayon de la Terre. 

6. (Problème proposé par Newton). Quelle force centrale faudrait-il ajouter 
à la force d'attraction exercée par le Soleil pour que l'orbite d'une planète 
se mette à tourner autour du Soleil sans modifier sa forme? 

Solution. Désignons par F, la force d'attraction newtonienne qu'exer- 
ce le Soleil sur la planète, par F, la force centrale supplémentaire cherchée 
et par © la vitesse angulaire de rotation de l'orbite. Le vecteur © est perpen- 
diculaire au plan de l'orbite. Le moment cinétique total £ de la planète par 
rapport au Soleil se compose du moment cinétique du mouvement relatif L= 
— m [rvrerl et du moment cinétique de la rotation supplémentaire L, — mr. 
Le moment L est évidemment conservatif puisque la force totale F, + F, est 
centrale. Le moment L; est conservatif lui aussi puisque c’est le moment qu’au- 
rait eu la planète si l'orbite ne tournait pas et si son mouvement était déterminé 
par la seule force centrale F,. Par suite le moment Z, doit être conservatif et 
la planète doit tourner à la vitesse angulaire 


o= =, (64.19) 


La rotation de l'orbite est irrégulière à moins qu’elle soit circulaire. Dans 
un référentiel tournant avec l'orbite à la vitesse angulaire @ l'équation de 
mouvement de la planète peut s'écrire 


märel = F;+ Fa+moir—m (or]+ 2m [orao]. 


D'autre part, selon l'énoncé du problème, dans ce référentiel la planète doit 
décrire une ellipse de Kepler normale, par suite mare] = F1, Ce qui conduit à 


Fa=— mor +m [or] —2m [vre10]. (64.20) 


En dérivant (64.19) par rapport au temps et en remarquant que L, — const, 
on obtient 


On peut décomposer la vitesse rer en une composante le long du rayon 2r 


et une composante normale au rayon. Cette dernière apparaît par suite de la 
rotation de la planète sur sa trajectoire elliptique à la vitesse angulaire @rer== 


= —L. Ainsi 
mr 


: 
Dre er r + [@rerrl. 


En portant cette dernière expression dans (64.20) on obtient après des trans- 
formations simples 


5 Fa = —m {o + 2 (owra)}r, (64.21) 
soit 
Fa (2342 (LL) Le SE (64.29) 
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Ceci montre que la force supplémentaire F, doit être inversement proportion- 
nelle au cube de la distance de la planète au Soleil. 

7. Utiliser le théorème de Coriolis pour résoudre le problème inverse du 
mouvement d’un gyroscope symétrique. Le problème direct de la mécanique 
consiste à déterminer le mouvement connaissant les forces appliquées au système 
mécanique. Le problème inverse consiste à déterminer les forces connaissant 
le mouvement du système. Soit un gyroscope 
exécutant une précession régulière stimulée. 
Quelles sont les forces qui doivent lui être appli- 
quées pour que cette précession ait lieu? 

Solution. Le gyroscope est en rota- 
tion uniforme autour de son axe de révolution 
à la vitesse angulaire © et son axe de révolution 
exécute un mouvement de rotation uniforme à 
la vitesse angulaire Q@ (précession stimulée). 
Adoptons un référentiel tournant à la vitesse 
angulaire @. Dans ce référentiel l’axe de révo- 
lution du gyroscope est immobile, de sorte que 


dre = [or], vent = ([Qr], &ent = 1 [Qr]]. 
(64.23) 


Délimitons en pensée, dans le corps du gyro- 
scope, un élément de masse dm et de rayon vec- 
teur r (fig. 185). Désignons par df ia force 
(réelle) appliquée à cet élément de masse. En 
: utilisant la formule (64.9) il ne faut pas perdre 
Fig. 185 de vue que dans notre cas la vitesse angulaire 

de rotation du référentiel est désignée par © 

a non par @ comme dans (64.9)). En appliquant à l'élément de masse la 
euxième loi de Newtonet en utilisant les formules (64.9) et (64.23), nous aurons 


df = dm [o Lor]l + 24m [Q (or]] + dm (9 [Qrll. (64.24) 


Comme nous supposons que le gyroscope est un solide parfaitement rigide, son 
équation de mouvement est complètement définie par la somme géométrique f 
des forces extérieures et de leurs moments par rapport au point de suspension O. 
Pour trouver f nous devons intégrer (64.24). Etant constants les vecteurs © et 


8 peuvent être sortis de sous le signe d'intégration. On notera encore que |r dm= 
= mre, le étant le rayon vecteur du centre de masse C du gyroscope. Ce calcul 


pous fournit 
f= m {lo Lorcll + 2 [0 [orcll + [@ [arcl}. 


Les deux premiers termes du second membre de cette relation sont nuls puisque, 
le centre de masse C se trouvant sur l’axe de révolution du gyroscope, les vec- 
teurs r£ et @ sont colinéaires. En définitive on a 


f= ml [arc (64.25) 


On aurait pu obtenir ce résultat directement par application du théorème 
du mouvement du centre de masse puisque son accélération n'est due qu’à la 
rotation de précession et a pour valeur [Q [@r,]l (accélération centripète). 
La force f apparaît aussitôt comme étant la réaction du point d'appui sur le 
gyroscope en précession. 

Calculons maintenant le moment M des forces. Pour cela on doit former 
le produit vectoriel du rayon vecteur r par l'expression (64.24), puis intégrer 
le résultat obtenu par rapport à m. Or il est évident qu’avec cette intégration 
le terme dm [o far] ne contribuera aucunement au moment M, car le résultat de 
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l'intégration de ce terme est indépendant de l'existence d'autres termes dans 
Le Ce terme correspond à une rotation uniforme autour de l'axe de révo- 
ution du gyroscope et comme l’axe de révolution est un des axes de rotation 
libres, aucune force extérieure n’est nécessaire pour assurer une rotation uniforme 
autour d’un axe libre. Pour la même raison la valeur de M ne dépendrait pas 
du dernier terme de (64.24) si la précession s’effectuait autour d'un axe perpen- 
diculaire à l'axe de révolution du gyroscope et si son centre de masse C était 
confondu avec le point de suspension ©. Si ces conditions ne sont pas remplies, 
le dernier terme contribue à M. Néanmoins nous négligerons Le dernier terme 
de (64.24) pour la raison suivante. Nous supposerons que la vitesse de la rota- 
tion de précession Q est très petite devant la vitesse de rotation propre w du 
gyroscope, ce qui nous permet de négliger les carrés de la petite quantité Q. 
Or le dernier terme de (64.24) est justement du second degré en Q. On en arrive 
à conclure que le moment M n'est dû qu’au deuxième terme de la somme (64.24). 
En développant le produit vectoriel double, en le multipliant vectoriellement 
par r et en intégrant, nous obtenons 


M = 2 Î (©r) [ro] dm 


Pour calculer l'intégrale, introduisons un système de coordonnées rectangulaires 
en faisant coïncider l'axe Z avec l'axe de révolution du gyroscope et en disposant 
l'axe X dans le plan contenant les vecteurs © et @ (cf. fig. 185). Dans ce système 
de coordonnées 


_ —2ju8, [+ dm — 2joQ, [ze dm + 2iu@, fa dm+ 2i0Q, Î ès 


La première intégrale exceptée, toutes les autres intégrales donnent un résultat 
nul parce que la répartition des masses est à symétrie axiale. Quant au premier 
terme il peut s’écrire sous la forme suivante: 


= —jo8, | (2? + y?) dm = —jI, o sin 6, 


# étant l’angle entre les vecteurs o et Q, et Z à le moment d'inertie correspondant 
du gyroscopes Sous forme vectorielle 


M=I, [Sol (64.26) 


Le produit vectoriel {Qoœl est le vecteur vitesse à laquelle, au cours d’une pré- 
cession régulière, se déplace l'extrémité du vecteur & qui est indissolublement 
liée à l’axe de révolution du gyroscope. Ainsi le sommet du gyroscope se déplace 
non dans la direction de la force appliquée, mais suivant une direction qui lui 
est normale, donc dans la direction du moment #. Ce résultat est probable- 
ment la chose la plus étonnante dans le mouvement du gyroscope. Si on passe 
maintenant à un référentiel tournant à la vitesse angulaire @ de la précession, 
on pourra dire que dans ce référentiel le moment des forces extérieures doit 
compenser le moment des forces d'inertie de Coriolis. 


$ 65. Equation du mouvement relatif d’un point matériel: 
dans le champ de la gravitation terrestre, 
compte tenu de la rotation de la Terre 


4. Appliquons l'équation du mouvement relatif (64.15) au mouve- 
ment des corps relativement à la Terre. Nous attacherons le réfé- 
rentiel mobile S à la Terre dans son mouvement de rotation. Il 
s’agit de la rotation de la Terre par rapport à un référentie} d’iner- 


366 MOUVEMENTS PAR RAPPORT À DES SYSTÈMES NON INERTIELS [CH. IX 


tie, celui de Copernic par exemple. Plaçons l’origine des coordon- 
nées © au centre de la Terre. Dans ces conditions v, représentera la 


vitesse et ©, l'accélération du centre de la Terre. Puisque la rotation 
de la Terre est pratiquement uniforme, le dernier terme de (64.15) 
se trouve éliminé. Comme il ne s’agira que de mouvements relatifs, 
nous supprimerons dorénavant l'indice «rel» dans (64.15), ce qui 
revient à poser 0 = v.4 et &a= area. Nous présenterons la force 
extérieure sous la forme d'une somme de trois forces Fr + Fo +F, 
Fr étant la force de l'attraction gravitationnelle de la Terre, F, 
la résultante des forces d'attraction gravitationnelle du Soleil, de 
la Lune, des planètes, des étoiles et des autres corps célestes, et F la 
somme géométrique de toutes les autres forces agissant sur le point 
matériel. Par exemple, la force F tient compte de la force de résis- 
tance de l'air, de la force de frottement, de la force de tension d’un 
fil, etc. Avec ces notations l'équation (64.15) s'écrit 


ma=(Fr+mors)+2mlvo]+F+(F,—mv). (65.1) 


2. Mettons en œuvre la loi fondamentale de la Physique selon 
laquelle dans un champ de gravitation donné l'accélération de la chute 
libre de ious les corps est la même. Cette loi s'appelle loi de Galilée 
généralisée, puisque Galilée fut le premier à démontrer sa validité 
pour les corps en chute libre dans le champ de la gravitation ter- 
restre. Il découle de cette loi que la force à laquelle se trouve soumis 
un corps placé dans un champ de gravitation n'est pas liée à la compo- 
sition du corps et ne dépend que de sa masse. Cette'force est rigoureuse- 
ment proportionnelle à la masse du corps. De ce point de vue les forces 
de gravitation se comportent comme les forces d'inertie qui elles 
aussi sont rigoureusement proportionnelles à la masse du corps. 

3. La principale contribution à la force F, est apportée par les 
champs de gravitation du Soleil et de la Lune. Ces champs sont inho- 
mogènes, surtout celui de la Lune, et décroissent en raison inverse du 
carré de la distance à la Lune ou au Soleil. Or les dimensions de la 
Terre étant très petites par rapport à ces distances, on peut négliger 
en première approximation, dans l'étude des mouvements à pro- 
ximité de la surface terrestre, les variations des champs de gravi- 
tation du Soleil, de la Lune et des autres corps célestes et ce à une 
distance de l’ordre du diamètre de la Terre au-dessus de sa surface ; 
autrement dit on pose qu'au voisinage de la Terre le champ de gra- 
vitation produit par tout corps sidéral est homogène. Un champ 
gravitationnel homogène communique la même accélération à tous 
les corps quels que soient les points du champ où se trouvent ces 
corps. 11 en résulte que dans cette approximation le champ de gra- 
vitation extérieure communique au point matériel considéré la même 
accélération que celle qu'il communique au centre de la Terre, c'est- 


à-dire Do: I1 s'ensuit que F, — mv; = 0. On en arrive à la conclu- 
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sion que les forces d'attraction exercées par les champs de gravitation. 
du Soleil, de la Lune et de tous les autres corps célestes s'éliminent 
entre les équations du mouvement relatif (65.1). Ces forces sont exacte- 
ment compensées par les forces d'inertie de translation qui résultent de 
l'accélération que communiquent ces champs à la Terre. Ce résultat 
remarquable est un corollaire de la loi de Galilée généralisée. 

4. D'après la même loi de Galilée, la force Fr de l'attraction. 
terrestre, et par suite la somme vectorielle Fr + mor, sont pro- 
portionnelles à la masse m du point matériel. Cette somme ne dépend 
pas du mouvement relatif du point matériel et ne caractérise que 
le champ gravitationnel de la Terre et sa rotation. Il est donc tout 
indiqué de considérer cette somme comme une seule quantité. Intro- 
duisons la notation 


Fr + mor: = mg. (65.2) 
L équation du mouvementg relatif s’écrira maintenant 
ma = mg + 2m [vol + F. (65.3) 


La quantité g est la même pour tous les corps et ne varie que lors- 
qu'on se déplace d’un point de l’espace à un autre. 

Pour mettre en évidence la signification physique du vecteur £, 
admettons qu’il n’existe aucune force extérieure (F = 0) et que la 
vitesse v du point matériel est égale à zéro. La formule (65.3) entraîne 
a = g. Ainsi le vecteur g représente l'accélération qu'acquiert le corps. 
quand on l’abandonne en chute libre par rapport à la Terre, à condition. 
que sa vitesse soit nulle à l'instant considéré. 11 est indispensable de 
préciser que la vitesse du corps est nulle, car si elle ne l'était pas, 
le corps prendrait une accélération supplémentaire déterminée par 
la force de Coriolis. Nous voyons ainsi que l’accélération en chute 
libre comporte deux termes 


£ = Lars + Ori. (65.4) 
Le premier terme gps — LFr est l'accélération due à la force 


d'attraction gravitationnelle de la Terre. C’est l'accélération que 
l'on aurait obtenue en mesurant l'accélération que prend le corps 
en chute libre par rapport à un référentiel fixe, à condition qu'il 
ne soit soumis à aucun autre champ hormis le champ terrestre. Le 
second terme w°?r. est l'accélération que prend le corps sous l'action 
de la force d'inertie centrifuge et qui est liée à la rotaticn de la 
Terre. | 


$ 66. Poids et pesée du corps 


1. Le poids d’un corps est la force P qui lui est appliquée et qui 
est égale et opposée à la force que ce corps exerce sur le support sur lequel 
il repose ou à la force de tension du fil auquel ce corps est suspendu. 
On suppose que le corps, le support et la suspension sont au repos par 
rapport au référentiel dans lequel s'effectue la pesée. Quand on parle 
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du poids d'un corps, on suppose généralement que le corps, son support 
et sa suspension sont au repos par rapport à la Terre. Supposons pour 
fixer les idées que le corps repose sur un support. Il agit sur le sup- 
port avec la force P et le support agit sur le corps avec une force F 
égale et opposée à P. Les forces P et F sont donc les forces d’interac- 
tion du corps et du support. Elles vérifient la troisième loi de New- 


ton F = —P. En admettant que le corps est au repos sur le sup- 
port, posons dans (65.3) v = 0, a=0, 

F = —P, On obtient alors 
P = mg. (66.1) 


Compte tenu de (65.4) nous voyons que 
P comporte deux termes: 


P = mgas+ mor, = Fr + moir:. 
(66.2) 


Il en résulte que Le poids est la somme 
géométrique de la force d'attraction gra- 
vitationnelle de la Terre Fr et de la force 
d'inertie centrifuge mo’r;. 

Le raisonnement est le même pour 

Fig. 186 un corps suspendu à un fil. La direc- 

tion que prend le fil de suspension ca- 

ractérise la direction de la force P et donc celle de l'accélération 
en chute libre g. Cette direction est dite ligne du fil à plomb. 

2. Le vecteur gr, Caractérise le champ de la gravitation ter- 
restre. En tout point de l'espace il ne dépend que des dimensions 
et de la forme de la Terre, ainsi que de la répartition de la substance 
dans le globe terrestre. Si la Terre avait une forme sphérique par- 
faite et si La répartition de sa substance était à symétrie sphérique, 
le vecteur ga, serait dirigé vers le centre de la Terre. La ligne du 
fil à plomb est définie par le vecteur g, i.e. par la diagonale du paral- 
lélogramme construit avec les vecteurs g,r4 et or, (fig. 186). Il 
s'ensuit que même si la Terre possédait une symétrie sphérique par- 
faite, la direction pointant vers son centre ne coïnciderait pas avec 
la ligne du fil à plomb. Pour le cas d’une Terre sphérique la diffé- 
rénce entre ces directions est déterminée par la force centrifuge. En 
realité, la Terre est aplatie aux pôles (donc le long de son axe de 
révolution), ce qui constitue une cause supplémentaire de déviation 
de £ par rapport à gars. Cependant, comme la rotation de la Terre 
est lente et que son aplatissement n’est pas tellement prononcé, 
ces deux directions diffèrent peu. Pour une Terre supposée parfaite- 
ment sphérique l’angle & entre ces directions est déterminé par la 
formule 


Or, 


sin &œ = 


= 7 sin 26, (66.3) 


$ 66] Le “PROIDS'ET PESÉE DU CORPS : : 369 


où © est la latitude géographique du lieu (cf.: fig. 186). Aux pôles 
et à l’équateur l’angle & s’annule. Pour la Terre telle qu'elle est, 
la formule (66.3), bien qu'approchée, est suffisamment. exacte. 
Projetons les vecteurs gaps et or, sur le support di: vecteur g: 
en posant cos &« Æ 1, on obtient aisément la formule approchée 


8 — Eabs — WT COS Ô = Gaps — W°r COS D." | (66.4) 


L’ erreur que l’on commet en. utilisant cétte formule est de l'ordre 
de &. 

Le module de g peut être déterminé par pesée ou par étude de là 
chute libre d’un corps. Un procédé plus précis est fondé sur la mesure 
de la période d’oscillätions d'un pendule réversible (cf. $ 41). Les 
données expérimeñtales montrent que g dépend de la latitude géo- 
graphique. Aux pôlés g — 983,2 cm/s?, à l'équateur g — 978,0 em/s°: 
La valeur de g étant connue, la formule (66.4) Re aussi de cal- 
culer Babs- Aux pôles Babs — Pa 983,2 cm/s°. À l’équateur 


Pa =g+ &?r = 978,0 + RIRE -6,378-108 — 981, & cm/s?. 


Si la Terre était rigoureusement sphérique et si la répartition de la 
substance était à symétrie sphérique, la valeur de g;, aurait été 
la même aux pôles et à l'équateur. En fait £,n, est plus petit à l’équa- 
teur, ce qui s’explique par l’aplatissement de la Terre provoqué par 
l’action des forces centrifuges.. À l'équateur les points de la surface 
de la Terre sont plus éloignés du centre qu'aux pôles, ce qui fait que 
ces points sont. attirés plus faiblement par le centre terrestre que les 
points équivalents se trouvant aux pôles. Il va de soi que l’on ne 
peut déceler les différences de l’accélération en chute libre g à l’aide 
d’une balance à fléau, mais on y arrive à l’aide d’une balance à res- 
sort. 

3. Supposons maintepant -qu’une balance à ressort est installée 
à bord d'un vaisseau spatial ou-d'un satellite artificiel. Qu'indique 
alors la balance lorsque le corps soumis à la pesée est au repos par 
rapport au vaisseau? Les raisonnements que nous avons faits ci- 
dessus restent valables à condition de remplacer la Terre par le vais- 
‘seau spatial. On devra notamment rattacher le référentiel mobile S 
‘au vaisseau. La Terre se comportera .en corps. extérieur qui avec:le 
Soleil, : “Lune-et leë autres corps célestes’ crée à l'intérieur du vais- 
seau “un champ de gravitation extérieur. 'Les dimensions du vaisseau 
étant petites, ce champ y sera homogène. Il sera exactement com- 
pensé par les forcès‘d’irertie de ‘translation créées dans le référentiel 
$ par l'accélération que lui communique ce champ de gravitation. 
Si les moteurs de propulsion dé'vaisseau'sant‘arrêtés et qu’il tombe 
librement dans ce -champ de gravitation, le mouvement relatif à 


Vu F "extrême. pétitesse. du, champ" de gravitation. propre du “vaisseau, 
24—01433 
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le terme mg ne sera dû qu’à la rotation du vaisseau et sera donc égal à 
mor, (force centrifuge). Si le vaisseau ne tourne pas autour de son 
axe et que le corps à peser soit au repos par rapport au vaisseau, 
l'équation (65.3) nous donne F = 0. La quantité F est la force qu’ap- 
plique au corps le ressort allongé de la balance. Puisque F — 0, le 
ressort n’est pas allongé et la balance indique un.poids nul. La ba- 
lance ne réagit pas à l’action des champs de gravitation extérieurs, 
ces derniers étant compensés par les forces d’inertie de translation. 
Un tel état d’« apesanteur » est propre à tous les corps se trouvant à 
bord du vaisseau spatial. L'état d’« apesanteur » se manifeste par 
l’absence dans les corps de tensions élastiques internes, qui apparais- 
sent d'ordinaire sous l'action de la pesanteur. 

Quand le vaisseau tourne, il apparaît une force centrifuge qui 
n'est pas compensée par les champs gravitationnels extérieurs. 
Cette force donne naissance à une « pesanteur artificielle ». 

Enfin, lorsque les moteurs de propulsion fonctionnent et com- 
muniquent au vaisseau une accélération de translation supplémen- 
e | taire w, dans le second membre de l'équation 
ous (65.3) doit figurer le terme —muww. La balance 
mar F, ee : 

jus indiquera alors le poids P — -—-mw. Tous les 
| corps se trouvant à l’intérieur du vaisseau re- 
deviendront « pesants ». C’est l'existence de ce 
« poids » qui détermine les surcharges auxquel- 
les sont soumis les cosmonautes au lancéement 
et au freinage des vaisseaux spatiaux. 


PROBLÈMES 


1, On pèse un corps sur une balance à ressort, à 
l’Equateur, à midi, lorsque les forces gravitationnelles 
appliquées aux corps et émanant du Soleil et de la 


Nuit Terre, sont opposées. Simultanément on pèse un corps 
identique à minuit en un point diamétralement oppo- 
Fig: 187 sé. de l’Equateur où ces deux forces agissent dans 


le même sens. Lequel de ces corps accusera un plus 
-grand poids à la pesée ? 

Solution. Si on néglige les inhomogénéités du champ de gravitation 
du Soleil à proximité de la Terre, on obtient le même résultat dans les deux 
cas. Tenons maintenant compte des inhomogénéités du champ de gravitation 
du Soleil en négligeant le champ de la Lune. En deux points diamétralement 
opposés du globe terrestre (fig. 487) { (jour) et 2 (nuit) les poids du corps seront 
respectivement 


Pi= Fr — Fs(R— 7) — mor + mw, 


Pa = Fr + FR +r)— mor — mw, 


où Fr et Fs sont les forces gravitationnelles émanant respectivement de la 


Terre et. du Soleil, À est la distance entre leurs centres, r le rayon terrestre, 
w l'accélération du centre de la Terre due à l'attraction gravitationnelle solaire. 
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Il est évident que mw — F(R). En faisant la différence, on trouve 
Ps Pi LPS (R + 7) — Fe(R + LFS(R — 7) — Fe (RMI. 


En développant les deux différences entre-crochets selon la formule de Taylor 
et en ne gardant que les termes quadratiques en r, on obtient 


Transformons cette expression à l’aide des relations 


AnR 


Mm : 


(M4 est la masse du Soleil, T la période de révolution de la Terre autour du 
Soleil, P le poids du corps). Après réarrangement on trouve 


Po— Pi 24nt 3 12m 
P = ;gl3 R °° sR ” 
Ici s — 1/,872 est la distance qu'aurait parcouru la Terre au cours d'uné ‘année 
si elle se déplaçait d'un mouvement uniformément accéléré, d'accélération ‘g. 
Cette distance est égale à s & 5-10? km; on trouve ensuite. VE 
Pa—Pi 
P 


& 6,510-12, 


2. Trouver la différence des poids de corps identiques en des points 
diamétralement opposés du globe, düe à l’inhomogénéité du champ dé gravi- 
tation de la Lune. Poser que les centres de la Terre, À la Lune et les deux points 
considérés 1 et 2 se trouvent sur une même droite.(voir problème précédent). 

.P;— Pi My 24nrè | 
ù P My Rer? | 
respectivement la masse de la Terre et la masse de la Lune, R:est la distance 
entre les centres de la Terre et de la Lune, 7 lä période de révolution de la Lune 
autour de la Terre, r le rayon terrestre: 

3 Un navire se dirige vers l’est en suivant le parallèle de latitude terrestre 
8 — 60°. La vitesse du navire est v — 140 m/s. Calculer le poids P du corps 
à bord du uavire si on utilise une balance à ressort. Le poids de ce même corps 
se trouvant en repos par rapport à la Terre au même point dé la surface terrestre 
est Po. | ; . ‘ . 

: | 2/R. 

Réponse. P— B[1 — ee 
mPy (1 —7,5-10-5) (R est le rayon terrestre). , . ” 

.- 4. Un avion vole à vitesse constante en décrivant un cercle à altitude cons- 
tante. Quelle sera la direction d'un fil à plomb suspendu dans le salon de l'avion ? 
Calculer la période des petites oscillations d'un pendule simple se trouvant 
dans le salon de l'avion sachant que la longueur du pendule est } et que le corps 
de. l'avion fait un angle & avec l'horizon. : : 

Réponse. Le fil à plomb est perpendiculaire au plancher. du salon 


de l'avion. T = 2a)/ AA 
£ 
5. Un avion parcourt à altitude constante un cercle de rayon À — 25 km 


à une vitesse constante v — 250 m/s. Dans la cabine de l'avion sont installées 
une horloge à ressort et une horloge à pendule. Quelle durée de vol'# indiquera 


24% 


Réponse. & 8*10-1, où y et My sont 


| = P5 (1 Le 2— cos + 
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l'horloge à pendule si da durée de vol indiquée par l'horloge à ressort est { = 
= 1h? On admet que les horloges sont parfaites. Ne pas tenir compte de la 
force de Coriolis qui est très petite. : 


4 
Réponse. v=i(i+ ma): h 565. 


$ 67. Déplacement des corps en chute libre par rapport 
à la ligne d’un fil à plomb 


4. Soit un corps tombant en chute libre dans le champ de la 
pesanteur terrestre. Dans ce cas F — 0 et l'équation (65.8) devient 


a = g + 2 [vol. (67.1) 


Cette équation décrit la chute libre du corps, compte tenu de la rotation 
de la Terre. L'influence de la rotation de la Terre se ramène à l’action 
exercée par les forces centrifuge et de Coriolis. La force centrifuge 
est automatiquement incluse comme partie intégrante dans le poids 
du corps mg et son existence ne modifie pas la forme de l’équation et 
ne fait apparaître aucun effet qualitativement nouveau; seule la 
direction vers le centre fait place à la direction que prend en ce lieu 
le fil à plomb. L'influence de la force de Coriolis sur le mouvement 
«st plus notable. Lorsqu'un corps tombe en chute libre sans vitesse ini- 
tiale, la force de Coriolis se manifeste par une déviation de la direction 
de ja chute libre vers l’est et vers l’équateur par rapport à la ligne du 
fil à plomb. La théorie de ces effets revient à résoudre l'équation 
différentielle (67.1). Si le vecteur £g est constant, l'équation vecto- 
rielle (67.1) est équivalente au système de trois équations. diffé- 
rentielles linéaires de deuxième ordre à coefficients constants. IL est 
aisé d'obtenir la solution exacte de ce système par les méthodes con- 
nues de la théorie des équations différentielles. Mais nous n ’utili- 
serons pas ce procédé, qui est laborieux, et surtout parce qu'il est 
injustifié de vouloir:obtenir des solutions exactes quand on néglige 
dans l'équation: (67.1) la variation de g en fonction des coordonnées. 
On ne peut négliger cette variation de g'que tant que le mouvement 
est considéré dans un petit domaine de l’espace en tous points duquel 
g a une valeur sensiblement constante. Or, dans ces cas, on utilise 
avantageusement la méthode approchée des approximations successives 
dont la précision est amplement suffisante. Les calculs sont alors 
faciles et mettent mieux en relief la nature des effets, c'est pourquoi 
nous utiliserons ce procédé. 

2. Dans l'équation (67.1) le terme 2 [vol est petit par rapport à g, 
de sorte qu'on peut le considérer comme un petit terme correctif 
et. le négliger à l’approrimation d'ordre zéro. On aboutit alors aux 
lois de la chute libre ne tenant pas compte de la rotation de la Terre: 


oi = &; U = Vo + gt, (67.2) 
où vw, est la. vitesse initiale du corps. 
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A l’approximation d'ordre zéro on peut tenir compte de la force 
de Coriolis. Pour cela on porte dans (67.1) la valeur de v obtenue à 
l'approximation d'ordre zéro, ce qui nous fournira l'accélération «& 
en première approximation : 


a = g + 2 éjol + 24 [gol. (67.3) 
L'intégration de (67.3) donne la vitesse v en première approximation : 
ou = 09 + gt + 2t Luol + À [gol. (67.4) 


Utilisant ce résultat, nous corrigeons de nouveau l'expression de 
la force de Coriolis. En la portant dans 
l'équation (67.1) nous obtenons la deu- 
zième approximation de l'accélération a: 


a = g + 2 [vol + 2i [gol + 
+ 4t ([vol el + 2f [go] wl. (67.5) 
Après intégration par rapport à £ nous 


obtenons la deuxième approximation 
de la vitesse v: 


D= v9+ #8 + 2 [vo@] + #2 [go] + 
+2 [[nol ol + #[Ige] el. (67.6) 


On pourrait poursuivre indéfiniment ce 
processus des approximations successi- 
ves, mais nous l’arrêterons à la deu- Fig. 188 

xième approximation. En intégrant 

(67.6) par rapport à t nous trouvons le rayon vecteur du point ma- 
tériel à tout instant en deuxième approximation: 


r= rot vof +4 888 [voa] + 
+ 1g0] ++ 8 (mel 6] + + [go] o]. (67.7) 


Dans le cas particulier où le corps entame sa chute libre sans vitesse 
initiale, nous trouvons pour son déplacement s = r —r, à partir 
de sa position initiale l'expression suivante: 


= Lg + À (80) + À [[go] e] (67.8) 
12 aire 6 . ‘ 


3. Afin de soumettre à discussion ce résultat, introduisons un 
système de coordonnées rectangulaires dont l’origine se trouve au 
point À d’où tombe le corps (fig. 188). Orientons l’axe X vers l’est, 
le long d’un parallèle, l’axe Y vers l’équateur le long du méridien 
et l'axe Z le long de la direction descendante du fil à plomb, donc 
le long du vecteur g. Projetons (67.8) sur les axes de coordonnées. 
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Le produit vectoriel [go] pointe vers l’est ; le double produit vectoriel 
[[go] ©] est un vecteur normal à l'axe de rotation et dont l’ origine 
se trouve sur cet axe. En passant aux projections on obtient. 


z =+ gt ot cos? Ÿ, (67.9) 
TZ Sest = + os cos À, (67.10) 
Y= Sq= 7 5 œ?t*g sin 2Ÿ, (67.11) 


où Ÿ est l'angle définissant la latitude terrestre du. lieu. Dans la 
formule (67.9) le deuxième terme n’est qu’une petite correction à 
l'approximation zéro et ne modifie donc pas la nature de l'effet. 
On peut négliger ce terme correctif et calculer la durée de la chute 
libre par la formule d’approximation zéro: 


VE. (67.12) 


Il en va tout autrement dans les formules (67.10) et (67.11). Ici, dans 
l’approximation d'ordre zéro, x — y — 0. La rotation de la Terre 
donne naissance à deux nouveaux effets: un déplacement du Corps 
tombant en chute libre vers l’est et vers l’ équateur par rapport à la 
verticale du lieu (déterminée au moyen d’un fil à plomb) et non par 
rapport à la direction du centre de la Terre. Le déplacement oriental 
est donné par l'expression 


Sest =+ wth cos DE Ep cos Ÿ, (67.13) 


où À est la hauteur de chute et T — 2x/o est la période de révolution 
journalière de la Terre. 

Le déplacement oriental s,, est très petit puisque dans la formu- 
le (67.13) figure le très petit facteur f/7. Ainsi pour À — 100 m, 
t = 4,5s et à la latitude de Moscou (8 — 56°) on trouve set — 1,2 cm. 
Pour une hauteur de chute de 500 m, on aurait s4 —= 13,8 cm. Malgré 
la petitesse de l’effet on a pu le déceler avec certitude dès le. XIXe siè- 
cle en étudiant l'impact du corps au fond d'un profond puits de 
mine. 

Le déplacement équatorial est lié au déplacement oriental par 
la relation 


= TR sut (67.14) 


La présence du petit facteur wt — 2m fait que le déplacement équa- 
torial est tellement faible qu’on ne peut le mettre en évidence. 
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PROBLÈMES 


1. On tire un coup de fusil suivant la verticale ascendante (donc parallèle- 
ment à la ligne du fil à plomb). La vitesse initiale de la balle est v, — 100 m/s, 
la latitude du lieu est 8 — 60°. En tenant compte de la rotation axiale de la Terre, 
calculer en approximation le déplacement oriental ou occidental du poirit d’im- 

act de la balle sur le sol par rapport à la position du canon du fusil. Négliger 

a résistance de l'air. , ; 

Réponse. La balle subira un déplacement occidental égal à 
Tocc + 20 cos = 51 cm. 
3 g? ; 

Ce résultat peut surprendre. Lorsqu'un corps se meut suivant une verticale ascen- 
dante, la force dé Coriolis fait dévier le corps vers l’ouest par rapport à la ver- 
ticale du lieu et. vers l’est lorsqu'il se déplace suivant une verticale descendante. 
Il semble que le déplacement occidental devrait être exactement compensé 
par le déplacement oriental, maïs cela ne se produit pas. Lorsque le corps monte, 
sa vitesse initiale latérale est nulle. A l'altitude maximale le corps possède 
cependant une composante occidentale de la vitesse qu'il acquiert soûs l’action 
de la force de Coriolis. De ce fait il commence à tomber avec une vitesse initiale 
pointant vers l’ouest et pendant sa chute, non seulement il se déplace 
vers l’est sous l'action de la force de Coriolis dont le sens s’est inversé, mais 
continue ‘par inertie à se déplacer vers l'ouest. C’est pour cela que le déplace- 
ment occidental est pis grand que le déplacement oriental. 

2. Sous quel angle &« par rapport à la verticale doit-on tirer un coup de 
fusil pour que la balle retombe au point de tir? Utiliser les données du problème 


précédent. | 
Réponse. Le canon du fusil doit pointer vers l’est sous un angle 
a=+ 28 cos & æ 2,45-104 rad & 0,85 & 51". 


3. On tire vers l’est un coup de canon à partir d’un point de latitude ter-: 
restre 8 — 30°. La vitesse initiale de l’obus est v, — 500 m/s, l'angle de tir 
(angle que fait la tangente au point initial de la trajectoire avec le plan de l'hori- 
zon) est &« — 60°. En négligeant la résistance de l'air mais en tenant compte 
de la rotation de la Terre, calculer en approximation le déplacement y du point 
d'impact de l’obus par rapport au plan de tir. Le déplacement aura-t-il lieu 
vers le nord ou vers le sud ? (Le plan de tir est le plan contenant la tangente au 
point initial de la trajectoire et la direction d’un fil à plomb en ce même point.) 

; 5 _ | Lovÿ sin Ÿ cos & sin? @ 

Réponse. Le déplacement se fera au sud, y = GRR Le - 

# 11 m0. 
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1. En principe les expériences sur le déplacement oriental du 
corps tombant en chute libre pourraient constituer la preuve expé- 
rimentale de ce que le référentiel terrestre n’est pas inertiel et que le 
référentiel copernicien n’est qu'approximativement inertiel. Mais 
ces expériences sont difficiles à réaliser et leur précision laisse à 
désirer. A cette fin il est préférable d'utiliser le pendule de Foucault. 
Ce pendule constitué par une boule massive suspendue à un fil de 
grande longueur exécute de petites oscillations autour de sa position 
d'équilibre. Ecartons le pendule de sa position d'équilibre et aban- 
donnons-le à lui-même. Si la Terre était un référentiel d'inertie, 
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le pendule ne serait soumis qu’à des forces « réelles »: la force de 
pesanteur mg et la force de tension d'ü fil F (on néglige les forces de 
frottement ‘et la résistance de l'air). Comme.ces deux forces sont 
contenues dans un plan vertical, le pendule devrait osciller dans un 
même plan vertical immobile'par rappôrt à la Terre, à moins qu’on 
ne lui. ait donné une poussée latérale. L'expérience montre que ce 
n’est pas ce qui se produit et que dans le référentiel terrestre le plan 
des oscillations du pendule tourne lentement autour de la verticale 
du lieu dans le sens de la rotation diurne du Soleil et des étoiles Sur 
la sphère céleste. Ceci démontre que le référentiel terrestre n'est 
pas inertiel. 

Pour expliquer la rotation du plan d'’oscillations du pendule on 
supposera que la Terre est en rotation uniforme à la vitesse angulaire 
© par rapport à un référentiel d'inertie que nous ne connaissons pas. 
Dans le référentiel terrestre, aux forces « réelles » appliquées au 
pendule viennent s'ajouter les forces d'inertie: force centrifuge et 
force de Coriolis. Ainsi le mouvement du pendule sera décrit par 
l'équation (65.3). La force de Coriolis 2m [vol est normale au plan 
d'oscillations du pendule. C’est cette force qui détermine la rotation 
de ce plan. 

2. Supposons d’abord que l'expérience a lieu à l’un des pôles 
de la Terre. Le vecteur & figurant dans (65.3) sera alors dirigé suivant 
la verticale. Pour prédire le résultat de cette expérience il suffit de 
rapporter les oscillations du pendule à un référentiel d’inertie. Comme 
dans ce système il n'y a aucune force d'inertie, le pendule ne sera 
soumis qu'à la force de pesanteur mg et à la force de tension du fil F. 
Dans le référentiel d'inertie le plan d’oscillations du pendule occu- 
pera une position immuable. La Terre tournera à la vitesse angulaire 
o relativement à ce plan fixe. Cela revient à dire que le plan d'’oscil- 
lations du pendule tournera par rapport à la Terre à la même vitesse 
angulaire ©, mais en sens inverse. Îl est évident que le résultat de la 
prévision ne peut dépendre du mode d'étude si celui-ci est correct. 
On serait donc arrivé aux mêmes conclusions-si dès le début on avait 
étudié le problème dans le référentiel terrestre en faisant appel à 
l'équation du mouvement relatif (65.3). Cette remarque nous aidera 
à comprendre le comportement du plan d'’oscillations du pendule 
lorsqu'on le disposera en un point quelconque de la surface terrestre 
et non seulement aux pôles. 

3. Reprenons l'expérience en un point de la surface terrestre de 
latitude ©. Décomposons le vecteur vitesse angulaire © en deux com- 
posantes, l’une verticale @, et l’autre horizontale @, : © — @y + @n. 
Décomposons encore la composante horizontale en deux composantes : 
@ et ©, la première @, contenue dans le plan d’oscillations du pen- 
dule et Ja seconde @, orthogonale à ce plan (fig. 189). L'équation 
(65.8) s’écrira alors 

ma = mg + 2m [ve,] + 2m [voi] + 2m [vol + F. 
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La composante 2m [vo | de la force de Coriolis est dirigée Le long du. 
fil de suspension du pendule. Elle modifie légèrement la tension du. 
fil et de ce fait elle modifie la période des oscillations du pendule. 
Comme cette composante n'influe pas sur la position du plan d'oscil- 
lations du pendule, on peut la négliger dans le problème concernant 
la rotation de ce plan. La deuxième composante de la force de Coriolis 
2m [vo] est la plus importante dans notre cas. Etant perpendicu- 
laire au plan d’oscillations du pendule, elle détermine sa rotation. 
La troisième composante 2mi [vol est elle aussi normale à ce plan 


Fig. 189 


et exerce également une influence sur ce plan. Mais pour de petites 
oscillations, l'angle & étant petit, cette composante est petite. D'’ail- 
leurs elle change périodiquement de sens pendant les oscillations du. 
pendule. Lorsque le pendule s’écarte à droite ou à gauche du centre O, 
la composante 2m [vol pointe vers l'arrière du plan de la figure 
(cf. fig. 189). Lorsque ee pendule revient de ses positions extrêmes 
vers le centre O, son sens s’inverse et elle pointe vers le lecteur. De 
ce fait la force 2m [vol donne lieu non pas à une rotation systé- 
matique du plan d'’oscillations du pendule, mais à de petites oscilla- 
tions de ce plan par rapport à sa position moyenne. Cette force peut. 
également être négligée. En définitive l'équation du mouvement. 
relatif. se présente comme suit : 


ma = mg + 2m lvo,]l + F. (68.1} 


Elle ne renferme plus la composante horizontale de la vitesse 
angulaire @ et présente la même forme qu'aux pôles. La différence 
réside en ce qu’à la place de la vitesse angulaire totale y figure sa 
composante verticale @,. Il s'ensuit que le pendule se comportera 
comme aux pôles, mais son plan d'’oscillations tournera avec une 
vitesse angulaire plus petite 


©y = © sin Ÿ. (68.2) 
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Un tour complet du plan d'oscillations s'effectue dans le temps 
2 7 (68.3) 


— osin® sinô ? 

où T est la période de révolution de la Terre relativement à un réfé- 
rentiel d'inertie. | 

La première expérience réelle fut réalisée par Foucault à l’ob- 
servatoire de Paris en 1850 et répétée en 1851 au Panthéon. La lon- 
gueur du pendule était de 67 mètres et il comportait une boule métal- 
lique de masse m — 28 kg. L'expérience montra que relativement à 
la Terre le plan d'oscillations du pendule tourne autour de la ver- 
ticale du lieu conformément aux formules (68.2) et (68.3) à condition 
que Ja rotation de la Terre soit rapportée au référentiel de Copernic. 
Ce résultat démontre que le référentiel terrestre n’est pas inertie] 
mais que le référentiel copernicien l’est. 11 est évident que cette der- 
nière assertion ne peut être aussi catégorique que la première. Il 
faudrait mieux dire que l’expérience de Foucault ne contredit pas 
l'hypothèse du caractère inertiel du référentiel copernicien. 


4. Etudions plus en détail la forme de la trajectoire que décrit le pendule 
de Foucault pendant ses oscillations relativement au référentiel terrestre. 
Nous avons montré ci-dessus que l’on peut négliger la composante horizontale 
de la vitesse angulaire @ et admettre que la Terre tourne autour de la verticale 


ACT 17 


6) 


Fig. 490 


à la vitesse angulaire @,. Cela signifie que l’on peut raisonner comme si l'expé- 
rience de Foucault. était réalisée au pôle et que la Terre tournait à une vitesse 
angulaire plus petite ©. Orientons le vecteur vitesse angulaire © normale- 
ment au plan de la figure vers le lecteur (fig. 490). La force de Coriolis 2m {v@yl 
appliquée au pendule oscillant est normale à sa trajectoire et pointe à droite sui- 
vant la marche du pendule. Cette force incurve la trajectoire du pendule. Sup- 

osons d'abord. que le pendule se trouve dans la position extrême À etqu'on 
‘abandonne à lui-même. N'était la force de Coriolis, le pendule se serait déplacé 
dans le point A’ diamétralement opposé au point À. Sous l’action de la force de 
Coriolis le pendule subit une déviation et il parvient en fin de course au point B 
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situé à droite du point 4’. Au point B la vitesse du pendule s’annule puis change 
de sens. La force de Coriolis change de sens elle aussi et infléchit la trajectoire 
encore à droite (l'observateur doit faire demi-tour pour regarder dans le sens de 
la marche du pendule). Le temps passant le pendule parvient successivement 
en de nouveaux points de retour €, D ... On obtient ainsi une courbe compliquée 
avec de nombreux points anguleux, illustrée par le schéma de la figure 190, a. 

L'allure de la trajectoire d’un pendule ayant subi une poussée au départ 
sera quelque peu différente. La trajectoire s’infléchira toujours vers la droite 
dans le sens de la marche. du pendule qui parviendra aux points extrêmes À, B, 
C, ... (fig. 190, b) avec des vitesses azimutales non nulles dues à l’action de 
la force de Coriolis s'exerçant sur le pendule lorsqu'il va du centre aux points 
extrêmes. Les points de retour ne seront pas des points angulaires mais des seg- 
ments arrondis tels que représentés sur la figure 190, b. La rotation de la Terre 
étant lente, l'observateur ne remarque pas lés incurvations du plan d'oscillations 
du pendule. Dans les deux cas il n’aperçoit qu'une rotation de ce plan autour 
de. l’axe vertical à la vitesse angulaire wy — « sin Ÿ. 


PROBLÈME 


Un pendule de Foucault est installé à demeure dans la cathédrale Saint- 
Isaak à Léningrad. Sa longueur est ! — 98 m et l'amplitude linéaire des oscil- 
lations de la boule (i.e. l’élongation maximale par rapport à sa position d’équi- 
libre) est rs — 5 m. Le pendule a été abandonné à lui-même sans poussée après 
avoir été écarté dans sa position extrême. Calculer le déplacement latéral de la 
boule du pendule relativement à sa position d'équilibre à l'instant où il passe 
par sa position moyenne, La latitude de Léningrad est 8 — 60°. 

Solution. Le calcul se trouve simplifié si on rapporte le mouvement 
à un référentiel fixe (plus exactement à un référentiel tournant par rapport 
à la Terre autour de la verticale du lieu à la vitesse angulaire —w+4). Dans ce 
référentiel l'équation des petites oscillations d’un pendule simple est de la 
forme r + Gr = 0, où Q? — g/l et r est l'élongation du pendule. A l'instant 
initial le pendule tourne avec la Terre et possède une vitesse’ latérale @yzo. 
Plaçons l'origine des coordonnées © dans la position d'équilibre du pendule et 
dirigeons l’axe X le long de la droite joignant l'origine O au point (2 = +, 
y —= 0} où le pendule se trouvait à l'instant initial. Pour le mouvement le long 


deYona y+ Q?y = 0. En résolvant cette équation pour les conditions initiales 
Ys=0 = 0, Yy=0 — Gvzo, nous trouvons 


OyTo _: 
= n (dé. 
y re) sin Q 


En position moyenne Qt — x/2 et pour le déplacement latéral en cette position 
notre formule donne 


_ Dvto __ OT9 
Q Q 


On recommande au lecteur de refaire le calcul en rapportant le mouve- 
ment au référentiel terrestre. 


.$ 69. Les marées 


sin 61 mm. 


4. Sur les côtes des mers et des océans on observe deux fois par jour une 
montée de l’eau de mer (flux) jusqu'à un niveau maximal (marée haute). Aussitôt 
après la mer redescend (reflux) jusqu'à un niveau minimal (marée basse). La 
différence de niveaux à marée haute et à marée basse est l’amplitude de la marée. 
Le temps qui s'écoule entre les positions successives de haute mer (ou de basse 
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mer) est égal à 12 h 25 mn. Ce temps coïncide avec la moitié du temps que met la 
Lune dans sa position visible pour effectuer une révolution complète autour de 
la Terre. C’est pour cela que depuis longtemps on attribuait la cause des flux 
et des reflux à la position de la Lune sur la sphère céleste. Une explication scienti- 
fique du phénomène ne fut donnée que par ‘Newton. 

Le flux et le reflux de l'eau de mer résultent de l’inhomogénéité du champ 
de gravitation de la Lune et en partie de.celle du champ gravitationnel du Soleil. 
Si le champ gravitationnel extérieur était homogène, il aurait été exactement 
compensé dans le référentiel terrestre par la force d'inertie de translation créée 

par le mouvement accéléré ducentre de masse de 
la Terre (où nous plaçons l’origine du trièdre: de 
référence). En réalité ce champ n’est pas homogène 
et la compensation n’est exacte. qu'au centre de 
masse de ia Terre ; en tous les autres points la com- 
pensation n'est que partielle et ce sont les forces non 
compensées qui provoquent.les marées. L'influence 
de la Lune est plus importante que celle du Soleil. 
Quoique le champ gravitationnel de la Lune soit 
plus faible que celui du Soleil, il est beaucoup 
moins homogène car la Lüné est près de 400 fois plus 
proche de la Terre que le Soleil. Voyons d'abord 
quelles seraient les marées s'il n'y avait pas de So- 
leil et si la Terre n’était soumise qu'au champ de 
gravitation de la Luxe. 

2. Nous admettrons pour simplifier que la Terre 
est une sphère solide indéformable, recouverte d’un 
océan de profondeur constante. Nous supposerons 

. aussi que la Lune se meut dans le plan équatorial 
Fig. 191 de la. Terre. Considérons des points de l'océan dis- 

posés le long de l’équateur. La Terre et la Lune tour- 

nent autour de leur centre de masse commun comme si elles tombaient tout le 
temps sur ce centre. Mais le point 4 (fig. 191) pour lequel la Lune est au zénifh se 
trouve plus près de la Lune que le centre © de la Terre et le centre O est à son 
tour plus proche de la Lune que le point B diamétralement opposé au point À. 
Pour le point B la Lune est au nadir. Il s'ensuit que le champ gravitationnel de 
la Lune est plus fort au point 4 et plus faible au point B qu'au centre de la 
Terre. Sous l’action du champ de gravitation de la Lune les particules d’eau 
se trouvant en À se rapprocheront de la Lune avec une accélération plus grande 
que celle du centre © de la Terre et les particules d’eau en B auront une accélé- 
ration plus petite qu’au centre de la Terre. A partir de là, la plupart des auteurs 
suivent Newton et raisonnent de façon erronée. Les conclusions relatives aux 
accélérations des particules d'eau sont étendues à leurs vitesses et à leurs dépla- 
cements. On affirme alors que les particules d’eau se trouvant en À se rapproche- 
ront plus vite de la Lune que le centre de la Terre © et seront donc en avance 
sur ce point ©. Les particules d’eau se trouvant en B retarderont sur le mouve- 
ment du centre © de la Terre. Pour cette raison on voit apparaître sur la surface 
de l'océan deux bosses diamétralement opposées centrées aux points À et B 
(fig. 192, a). Les centres de ces bosses se trouvent tout le temps sur la droite 
les reliant à la Lune, et comme la Terre tourne, ces bosses se déplacent sur la 
surface de l'océan en suivant le mouvement de la Lune. C’est ce qui explique que 
l'intervalle de temps séparant deux flux ou deux reflux successifs est égal à 12h 
25 mn. D'après cette explication, la baute mer aurait lieu lorsque la Lune se 
trouve au zénith ou au nadir et la basse mer lorsque la Lune serait en quadrature. 
-Les observations ne confirment pas cette conclusion et en réalité la marée est haute 
lorsque la Lune est en quadrature et la marée est basse lorsqu'elle passe par son point 
culminant (fig. 192, b). En tout cas entre l’instant où la Lune passe par son 
point culminant et celui où s’observe la marée haute, il s'écoule un temps assez 
Jong, de l'ordre de plusieurs heures. Un tel écart entre théorie et observation 
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résulte surtout des erreurs de raisonnement que nous avons signalées. Les dépla- 
cements et les vitesses des particules d'eau dépendentinon seulement des accéléra- 
tions mais encore de leurs valeurs initiales. Le raisonnement donné plus haut 
aurait été exact si à un seul et même instant (que l’on pourrait considérer comme 


@! @ 


4 À 
ê 8 
a) 4) 


Fig. 192 


l'instant initial) les particules d'eau se trouvaient toutes au repos par exemple. 
Mais c'est justement une condition qui ne se réalise pas-sur Terre. Nous revien- 
drons sur cette question un peu plus loin. 

3. Le problème de l'élaboration d'une théorie des marées peut être subdi- 
visé en deux parties. La partie la plus simple consiste à définir les forces géné- 
ratrices des marées, qui sont appliquées à l’eau des océan: en différents points 
du globe terrestre. -L’autre He incomparablement plus ardue, consiste à déter- 
miner le mouvement forcé de l’eau provoqué par ces forces. Etudions d'abord la 
première partie du problème. 

Dans le référentiel terrestre les forces qui agissent sur les particules d'eau 
sont la force de gravitation et les forces d’inertie. Les forces d'attraction ter- 
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restre et les forces centrifuges résultant de la rotation de la Terre autour de son 
centre de masse.ne jouent aucun rôle dans la formation des marées. Nous dési- 
gnerons leur intensité résultante par g (accélération de la chute libre). En tout 
point de la surface terrestre le vecteur g reste constant. Il définit la forme de la 
surface libre des océans à l’état d'équilibre. Cette surface est partout orthogonale 
au vecteur g. Ce qui importe en théorie des marées ce sont les déviations par rap- 
port à cette forme d'équilibre, qui sont déterminées par les forces variables pro- 
voquant les marées. Pour calculer ces déviations on peut assimiler la forme 
d'équilibre de la surface des océans à une sphère. Nous ne tiendrons pas compte 
de la force d’inertie de Coriolis parce qu'en l’absence des forces provoquant les 
marées nous considérerons que l’eau est au repos.’ Les forces de Coriolis qui ap- 
paraissent lorsue l'eau est en mouvement du fait 
des flux et des reflux, sont négligeables. Ainsi on 
Oz n’aura à tenir compte que des forces de gravitation 
extérieures de la Lune et des forces d'inertie liées 
au mouvement accéléré du centre de la Terre. Nous 
avons désigné ces forces d'inertie sous le nom de 
forces d'inertie de translation (ct. $ 64). 

4. Nous allons rapporter la force génératrice 
des marées à l'unité de mässe à laquelle elle est. 
appliquée et la désigner par /. Il est plus simple de 
calculer d'abord le potentiel p, correspondant à la 
force 7, c'est-à-dire l'énergie potentielle de l'unité 
de masse soumise à l’action de la force /. Ce poten- 
tiel se compose du potentiel de la force gravitation- 
nelle de la Lune (r,) et du potentiel des forces 
d'inertie de translation (fin). Les calculs corres- 
pondants étant donnés dans le problème à la fin de 
ce paragraphe, nous n'’écrirons ici que le résultat. 
Le potentiel générateur des marées est donné par 
l'expression 


Fig. 193 Pm = 


5, GMx, r? cos 20. (69.1) 


4 RTL 


où M4, est la masse de la Lune, Rr1 la distance entre les centres de la Terre 
et de la Lune, 8 la distance à la Lune au zénith à l’instant considéré, r la distance 
entre le centre de la Terre et le point d'observation N (cf. fig. 191). Les quanti- 
tés r et 8 sont les coordonnées polaires du point d'observation. Pour trouver la 
force de marée on doit procéder à la dérivation du potentiel fm. Cette force 
comporte une composante verticale (fv) et une composante horizontale (fn): 


tn = 1 29m 
fre — Sr În= ST (69.2} 
{Les sens positifs sont ceux qui correspondent à la croissance des Mate r 
et 8.) Dérivons et introduisons l'accélération de la chute libre g = & + : 
4. 3 Mr, a ” te 
f=— Ma (= nt (69.3) 
: 8. Mi (_r 2 ' 
he (+ ) g sin 20. (69.4) 


z 


La répartition des forces génératrices des marées le’long de Péquateur est indi- 
quée par des flèches sur la figure 193. La force dé marée totale est 


, 5. | 3. M TU \3 à 
VAR EE (E) € (69.5) 
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En substituant Mr/Mr — 1/81, r/Rrz — 1/60, on trouve f/g — 8,57-10-8. 
On doit remarquer que la Lune tourne autour de la Terre sur une orbite ellipti- 
que. Au périgée elle se trouve à une distance égale à 57 rayons terrestres et à l’apo- 
gée à une distance égale à 63,7 rayons terrestres. Ceci influe sur la force génératri- 
ce des marées due à la Lune. Pour la Lune le rapport f/g varie entre 7,2 -10-E 
(à l'apogée) et 10-7 (au périgée). Il va de soi que ces mêmes formules sont valables 
our les forces de marée dues au Soleil, Dans ce cas f/g — 3,8-10-8, donc 2,25 
ois plus petit que pour la Lune en cas de son éloignement moyen de la Terre. 
randeur de la force de marée due au Soleil varie d'environ 10 % au cours 
e l’année. | 
5. Ces résultats montrent combien les forces génératrices des marées sont, 
petites comparées à la force de la pesanteur terrestre. Le fait que des forces aussi 
etites arrivent à provoquer des effets aussi grandioses que les marées tient 
à ce qu'elles ne sont pas constantes et varient périodiquement dans le temps. 
Si elles étaient constantes dans le temps, mais variaient d'un point à l'autre de 
la surface terrestre, elles n'auraient modifié que légèrement la forme de la sur- 
face libre de l'eau océanique. Mais cette force aurait été invariable dans le temps 
et il n'y aurait donc plus eu de marées. Les formules (69.3), (69.4) et (69.5) 
montrent cependant qu'en tout point du globe ne reste invariable que le module 
de la force de marée ct non sa direction. En tout point de la surface terrestre 
L:s deux composantes fv et fn de la force de marée varient périodiquement avec 
le temps par suite des variations diurnes de la distance au zénith Ô de la Lune. 
Sans nous arrêter sur le rôle des facteurs secondaires, nous poserons # — wt, 
o étant la vitesse angulaire de rotation axiale de la Terre {par rapport.à la droite 
Terre-Lune). Par suite fv — cos 2wf, fn — sin 2œt. Lorsque la force fv atteint 
sa valeur maximale, la force fn s'annule et inversement. Ces variations déter- 
mipent des variations périodiques de la direction d’un fil à plomb en tout point. 
de la surface terrestre avec pour résultat l'apparition de flux et de reflux. 
6. Il nous reste à traiter la deuxième partie du problème : déterminer l’action 

qu'exercent les forces génératrices des marées sur l’eau océanique. La première 
théorie des marées, la théorie dite statique, a été élaborée par Newton. Cette 
théorie permettait de déterminer la forme instantanée de la surface libre de 
l'océan, comme si les forces génératrices des marées étaient invariables dans 
le temps. Selon les lois de l’hydrostatique, la surface libre d'un liquide à l’état. 
d'équilibre est en tout point orthogonale aux forces (constantes) auxquelles. 
elle est soumise. [1 s'ensuit que le potentiel de toutes les forces appliquées. 
ne doit pas varier le long de la surface libre d'un liquide. Il est évident que. 
D = Yo + Pm, Po étant le potentiel de toutes les forces déterminant l'accélé-. 
ration g de la chute libre en l'absence .des forces génératrices des marées. Ainsi, 
selon la théorie statique des marées, l'équation de la surface libre de l'eau océani- 
que ‘doit être de la forme 5 + @m — const ou sous forme développée: 


r? cos 28 — const. (69.6) 


4 :RŸL 
Appliquons cette équation äux points À et E de la surface de l'océan (cf. fig. 193). 
En posant d'abord 8 — 0, puis Ô — n/2, nous obtenons 


‘ 3 GML 2 3 GML 2 
À)—— 2 rÀ = po (E) + — E. 
Po{ ) & RÈL = Po ( )+ & RL T 


Or qo(A) — poiE) = gH, où H= r4 — rx est l'amplitude de la marée. 
En omettant les indices À et E auprès des autres termes, on pose r4 = rR=r. 


En remarquant encore que g — CE et en utilisant la formule (69.5), nous 
ôbtenons 


HT (69.7} 
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En mettant en œuvre cette formule on trouve pour lamplitude des marées 
dunaires # — 0,55 m et pour l'amplitude des marées solaires H — 0,24 m. 
Ainsi, d’après cette théorie, la configuration des marées doit correspondre à la 
figure 192, a et non à la figure 192, b, C'est l'inconvénient majeur de la théorie 
statique. ; ns 

À. Une théorie correcte.et complète des marées doit être une théorie dyna- 
mique. On doit calculer le mouvement forcé des eaux océaniques sous l’action de 
forces variables génératrices de marées. La question de principe que la théorie 
doit prendre en considération consiste en ce que les eaux océaniques constituent 
un système mécanique caractérisé, à l'instar du pendule, par les ÿjréquences 
propres des oscillations libres. Pour bien éclaircir le fond de:la question, imagi- 
nons avec Airy que l’on creuse le long de l'équateur terrestre un canal de profon- 
deur constante qui, rempli d’eau, fait le tour de la Terre. Si une perturbation 
apparaît.en un point quelconque du canal, elle se propagera le long du canal 
à une vitesse bien déterminée. Négligeons les forces de frottement agissant dans 
les liquides. On démontre en hydrodynamique que la vitesse de propagation 
des perturbations de grandes longueurs d'onde (on entend .que les longueurs 
d'onde sont grandes relativement à la profondeur » du canal) est donnée par 


la formule x — V 8h. Prenons pour k la profondeur moyenne:ide l'océan (4 — 
— 3,5 km). On calcule alors sans peine que la perturbation: fera le tour de la 
Terre en 60 heures. Lorsqu'il s'agit des marées, le.temps en cause est deux fois 
plus petit. Mais dans ce cas, la perturbation est constituée par deux bosses identi- 
ques À et B se trouvant aux extrémités d'un diamètre de la Terre {cf. fig. 192, a, b). 
Au bout de 30 heures la bosse À viendra occuper la position B et la bosse B 
la position À, ce qui restaure la forme initiale de’la surface de l’eau dans le canal. 
Cela signifie que l'eau du canal a pour période propre d'oscillations To ='30 h. 
Cette période est plus grande que la période d'oscillations des forces génératrices 
des marées T — 12h 25 mn. D'après la théorie élémentaire des oscillations, 
dans le cas considéré, où on néglige les forces de frottement, La force extérieure 
et les oscillations forcées qu’elle a extitées sont en opposition de phases. Par contre 
pour To << T les oscillations sont en phase. Ainsi si on met en état d'oscillation 
le point À de la suspension d'un pendule simple, la boule € se met à osciller 
(cf. fig. 192, d et e). Si la PA Pa des oscillations du point À est petite, ce 
point ainsi que la boule € se déplaceront à chaque instant dans le même sens, 
mais si la fréquence est grande, les mouvements du point À et de la boule € 
s’effectueront en sens opposés: Comme dans le cas étudié 75.> T, la configu- 
ration des marées doit être celle de la figure 192, & et non pas celle de la figure 
192, a. La théorie statique des marées aurait été qualitativement correcte si 
on avait To << T. Mais pour cela il aurait fallu que la profondeur » fût supé- 
rieure à 20 km. | 
8. Les flux solaires se superposent aux flux lunaires et:s’ils se renforcent 
mutuellement les marées sont particulièrement fortes. C’est ce que l'on observe 
lorsque le Soleil, la Lune et la Terre se trouvent sur une même droite, donc au 
moment de la nouvelle et de la pleine lune. Les marées que l’on observe alors 
sont appelées grandes marées (syzygie). Par contre, lorsque la Lune est à son 
remier ou à son dernier quart, le flux lunaire est affaibli par le flux solaire, 
a marée résultante est alors petife (ou de quadrature). “ * RUE 
On n'a pas encore réussi à établir une théorie complète des marées pouvant 
répondre à tous les besoins de la pratique."Cela.ne doit pas nous étonner puisque 
l'allure des marées est largement affectée par le relief du fond marin et océanique, 
par les continents:et Les îles, par la forme des côtes, par les courants et les.vents; 
par les déformations que subit la Terre elle-même sous l’action des‘forces généra- 
trices des marées, ainsi que par de nombreux autres facteurs qu'il est difficile 
de définir. RP A et tou Et LE 4 
À proximité des îles océaniques l'amplitude de la marée de la nouvelle ou 
de la pleine lune est généralement de À m environ, ce qui correspond aux prévi- 
sions de la théorie statique. Près des côtés océaniques l’araplitude atteint -2 m. 
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Une amplitude de trois mètres ne s'observe qu'en un nombre limité de lieux 
et une amplitude de six mètres est très rare. Les fortes amplitudes se rencontrent 
dans des détroits étroits ou dans les profondeurs des golles s’enfonçant loin 
dans les terres. Les amplitudes les plus fortes sont enregistrées dans la baie de 
Fundy sur la côte orientale du Canada. Cette baie se trouve entre le continent 
et la presqu'île de la Nouvelle-Ecosse. À l'entrée de la baïe l'amplitude est 
de 4 m et atteint 12 à 16 m au fond de la baie. Pendant les syzygies l'amplitude 
atteint une vingtaine de mètres. 


PROBLÈME 


Déduire les formules (69.1), (69.3), (69.4), 
Solution. Nous avons montré que Pm = y, + Pin. Dirigeons l'axe Z 


vers la Lune (cf. fig. 191). Soit w l'accélération avec laquelle le centre © de la 
Terre s'approche du centre de masse Terre-Lune. La force d'inertie correspon- 


dante est alors —muw — —w. En supposant qu'elle est homogène on à qin = 
— wz — wr cos Ÿ. Le potentiel de la force d'attraction de la Lune est 
ep dr 
#L p * 


La figure 191 montre que p? = Rhy, — 2Ryy, r cos 8 + r?. En appliquant 


la formule du binôme de Newton et en.négligeant les termes en r à la puissance 
trois et plus grande que trois, on obtient 


1 
__GMx f,_ 2Rrrcos ®—rt ) = 
®L Rrz R?L A 
GMr, [1 , 2Rrur cos Ê—7r2 , 3 (5 }] 


7 RTL 2RÂL 8 | AL 


M 

Le terme constant —G = comme toute autre quantité constante figurant 
TL 

dans l'expression du potentiel, peut être rejeté. Le terme linéaire en r est com- 
M, 
RL 
rejeter tous les termes en r qui ne dépendent pas de l'angle Ÿ car ils apportent 
une correction radiale à la force active, qui est la même en tous les points de la 
surface terrestre. On peut inclure cette correction dans la valeur de g, car elle 
n'a aucun rapport avec la formation des marées. On arrive ainsi au résultat 
suivant : i 


pensé par Pin puisque w = G . Dans la formule donnant w,, on peut encore 


3 r? 3 GML 
= —— W COS 2u—= —— ——". rè cos 20. 
PRE Ars. ZE RAL 
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1. Nous avons introduit le concept de masse en faisant appel à la 
loi de conservation de l'impulsion. Comme à la base de ce concept 
on trouve la propriété d'inertie des corps, la masse ainsi définie est 
souvent désignée sous le nom de masse d’inertie que l’on dénote par 
m®,. Or les corps se caractérisent non seulement par leur propriété 
d'inertie, mais encore par celle d'exciter dans l’espace environnant des 
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champs de gravitation. Sous ce rapport ils se comportent comme des 
corps portant des charges électriques qui créent autour d'eux des. 
champs électriques. L’inertie et l'aptitude des corps à créer des 
champs de gravitation dans l’espace environnant ne doivent pas 
être considérées à priori comme des propriétés liées et encore moins 
comme des propriétés identiques. On pourrait supposer que l’apti- 
tude des corps à créer autour d'eux des champs gravitationnels ré- 
sulte non pas de ce qu'ils possèdent des masses d'inertie, mais du 
fait qu’ils sont porteurs de charges spéciales analogues aux charges 
électriques et appelées charges gravitationnelles ou masses graves. 
L'expérience montre que les forces d'interaction des masses graves sont 
inversement proportionnelles au carré de leur distance de séparation. 
La détermination quantitative des masses graves s'effectue selon un 
procédé semblable à celui utilisé en électrostatique pour la mesure des 
charges électriques. Désignons par mf£ et me? les masses graves 
des corps ponctuels en interaction mutuelle. La force de leur attrac- 
tion gravitationnelle s'exprimera alors par 


(8);nt8) 
mie/ms 
FC, 


(70.1} 


où C est un coefficient numérique dont la valeur ne dépend que du 
choix des unités de mesure. On peut assigner à ce coefficient une 
dimension et une valeur numérique arbitraires. Les unités de mesure 
de r et de F une fois fixées, nous allons déterminer la dimension et 
l'unité de mesure de la masse grave; la formule (70.1) définira le: 
principe de la mesure des masses graves. 

Le fait que la force d'interaction gravitationnelle des corps soit. 
proportionnelle à leurs masses graves ne constitue pas une loi de la 
Physique. Le mode d'introduction du concept de masse grave est tel 
que c'est par définition que cette proportionnalité doit avoir lieu. 
La loi de la Physique établie par Newton affirme que la force d'inter- 
action gravitationnelle des corps est proportionnelle à leurs masses 
d'inertie. Il s'ensuit que la masse d'inertie d'un corps est proportionnelle 
à sa masse grave. On peut choisir pour ces masses des unités telles. 
qu’elles soient non seulement proportionnelles, mais encore numé- 
riquement égales l’une à l’autre. C’est pour cela que cette loi fon- 
damentale s'appelle loi de l’équivalence des masses grave et d'inertie. 
Voyons quelles sont ses bases expérimentales et les conséquences. 
physiques. 

2. Considérons d’abord la chute libre des corps dans le champ de 
la gravitation terrestre. D'après la deuxième loi de Newton ma — 
— F, F étant la force de pesanteur. On doit entendre par m@ la 
masse. d'inertie du corps. La force de pesanteur est F — m@g, où 
m@) est la masse grave de ce même corps. Remarquons qu'ici nous 
rapportons le mouvement du corps à un référentiel d'inertie et que 
par suite nous ne pouvons introduire aucune force d'inertie. Dans 
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le sens newlonien toutes les forces sont « réelles » et dans notre cas 
particulier la force de pesanteur F n'est que la force d'attraction gra- 
vitationnelle s’exerçant entre la Terre et le corps considéré (la force 
centrifuge n’y est pas incluse). D’après la deuxième loi de Newton 
ma = mg, d'où 


(70.2) 


Comme la masse d'inertie est égale à la masse grave, on à a = £g, 
ce qui implique que dans le champ de la pesanteur terrestre tous les 
corps tombent avec la même accélération. Ce fait expérimental mis 
en évidence par Galilée confirme la loi de l’égalité de la masse d’iner- 
tie et de la masse grave. Cette loi est vérifiée quel que soit le champ 
de gravitation considéré. Dans un seul et même champ gravitationnel 
tous les corps tombant en chute libre acquièrent la même accélération. 
Cette proposition connue sous le nom de loi de Galilée généralisée 
a élé utilisée à partir du $ 65. Nous voyons que par sa signification 
la loi de Galilée généralisée est parfaitement équivalente au principe 
de l'égalité des masses grave et d'inertie. 

Les expériences de Galilée étaient peu précises. Newton et plus 
tard Bessel (1784-1846), dans leurs expériences sur les oscillations 
du pendule, ont obtenu des données beaucoup plus précises. Nous 
avons établi pour la période des petites oscillations du pendule 
simple la formule 


T2 +. (70.3) 


Si les masses grave et d'inertie n'étaient pas égales, on aurait dû 
remplacer dans cette formule la quantité g par l'accélération a dé- 
finie par (70.2) et on aurait obtenu 


(@) 
T=9n Vi. (70.4) 


La formule (70.4) ne s’identifie à la formule (70.8) que si mt) — m(@. 
Newton et Bessel ont établi que la période des oscillations du pendule 
simple ne dépend pas des matériaux avec lesquels il était réalisé. 
Ce résultat confirme que la masse grave est égale à la masse d'inertie. 
La précision relative des expériences de Bessel était de 1/60 000. 

3. Pendant longtemps le record de précision des mesures fut 
détenu par le physicien hongrois Eôtvôs (1848-1919) dont les expé- 
riences commencées en 1887 durèrent jusqu'à sa mort. L'égalité de 
la masse grave à la masse d'inertie y fut établie à 5:10 près. Cette 
précision relative est près de 100 000 fois meilleure que dans les 
expériences de Newton et près de 10 000 fois meilleure que dans cel- 
les de Bessel. L'idée des expériences de Eôtvôs était la suivante: 
Le poids d’un corps est formé par l'addition de deux forces diffé- 
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rentes: la force d'attraction gravitationnelle terrestre et la force 
d'inertie centrifuge. La première force est proportionnelle à la masse 
grave, la deuxième est égale à m?r,, i.e. proportionnelle à la 
masse d'inertie m. Si ces masses n'étaient pas rigoureusement 
proportionnelles l’une à l’autre, la direction d’un fil à plomb aurait 
dépendu de la nature du corps. Les expériences de Eôtvôs avaient 
pour objectif de déceler l'existence de cet effet et à la précision indi- 
quée elles ont conduit à un résultat négatif, ce qui démontra la vali- 
dité de la loi de l'égalité des deux masses. Pour arriver à une telle 


/ 
/ Sud 
a) 6) 
Fig. 194 


précision il fallait évaluer les variations de la direction d’un fil à 
plomb de 1,5-10-$ seconde d’arc. Sous un tel angle un observateur 
terrestre verrait un objet de 3 mm de longueur se trouvant sur la 
surface de la Lune. Cette précision fut obtenue grâce à l’utilisation 
de Ja balance de torsion et du variomètre gravimétrique. Bien que Les 
expériences décisives aient été réalisées avec des variomètres gra- 
vimétriques, nous allons donner une description schématique des 
expériences fondées sur l’utilisation de la balance de torsion, car 
l'interprétation en est plus simple. 

On attache à un fil fin et long une tige aux extrémités de laquelle 
on peut suspendre des poids Z et 2 (fig. 194, b) faits en des matériaux 
différents, le platine et le cuivre par exemple. La tige est ajustée 
à angle droit par rapport au méridien du lieu. Désignons par g l’in- 
tensité du champ de la gravitation terrestre qui est la force exercée 
par le champ sur l’unité de masse grave. Chacun des poids se trouve 
soumis à deux forces : la force gravitationnelle mt? g et la force cen- 
trifuge mw°r,. Cette dernière possède une composante verticale 
mÜw?r, cos À (fig. 194, a), 8 étant la latitude géographique du lieu. 
Dans le cas où la tige est un levier à bras égaux, l’une des conditions 
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d'équilibre des poids est 


(i) 


ms By m (8) (à) 


or, cos ê— MS g — m2 w°?r, COS Ÿ, 


soit 
mm (œg — wr, cos Ÿ) = mÿ) (a,g — w?r. cos Ÿ), 


où &, et Le sont respectivement les rapports des masses graves aux 
masses d'inertie pour les poids J et 2. Si à,  @&, on aurait m 
Æ mŸ. Dans ce cas les forces centrifuges appliquées aux poids et 
donc leurs composantes horizontales (fig. 194, b et c) pointant vers 
le sud seraient différentes, ce qui ferait apparaître un couple 


u 3 
M,=(m}— mm) o?r ; Sin Ÿ, 


qui aurait tordu le fil (? est la longueur de la tige). A l’état d'équi- 
libre l’angle de torsion p, = (1/f) M, où f est le module de torsion. 
Si on fait tourner de 180° tout le dispositif, ce qui le fait passer de la 
position b à la position c (cf. fig. 194), le couple de torsion et l’angle 
de torsion changent de signe (M, = —M,, @ — —%). L’angle de 
torsion du fil devient alors égal à @ — 2 — p, — —(2/f) M. Les 
résultats de ces expériences furent négatifs, c’est-à-dire @ — 0, quels 
qu’aient été les matériaux utilisés pour fabriquer les poids 7 et 2. 
Il en résulte que &, — @,, ce qui démontre la loi de l'égalité de la 
masse grave et de la masse inerte. 

4. Une des principales conséquences de la théorie de la relativité 
est l'existence d’une corrélation entre la masse et l'énergie E — mé, 
où m réprésente la masse d'inertie. Toute énergie possède donc une 
masse d'inertie. La loi de l’équivalence de la masse grave et de la 
masse d'inertie permet d'étendre cette assertion à la masse grave. 
Toute énergie possède aussi une masse grave. La haute précision des 
expériences de Eüôtvôs a permis de vérifier cette dernière proposition. 
Southerns reprit les expériences de Eütvôs avec des substances radio- 
actives, mais le résultat fut le même: on n’arriva à déceler aucune 
différence entre là masse grave et la masse d'inertie. Etant donné 
que lors des transformations radioactives 1 énergie et la masse d’iner- 
tie diminuent, il en résulte que la masse grave diminue en proportion. 
Ainsi l'égalité des deux masses est toujours vérifiée. 

5. Sous une version améliorée, les expériences de Eütvôs ont été 
reprises par le physicien américain R. Dicke dans les années 1961- 
1964. II réussit à accroître de plus de 100 fois la précision des mesures 
de Eôtvôs. Il comparait des poids en cuivre et en plomb, en or et eri 
aluminium. À 3-10-4 près il constata l'égalité des coefficients de 
proportionnalité entre la masse grave et la masse inerte de ces subs- 
tances. 

Le principe des expériences de Dicke est plus simple que celui 
du dispositif de Eôtvôs. Ce dernier cherchait à déceler des effets dus 
à l’action conjointe de l'attraction terrestre ct des forces d’inertie 
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résultant de la rotation de la Terre. Dans les expériences de Dicke 
le Soleil remplaça la Terre. Les poids à comparer 7 et 2 étaient tou- 
jours fixés aux extrémités d’un fléau rectiligne suspendu à un fil fin 
(fig. 195, a). Pour réduire au maximum toutes les perturbations l’équi- 
page était placé dans un récipient où régnait un vide poussé, puis 
l'ensemble était disposé dans un puits de mine éloigné de tout bâti- 
ment. Le puits était ensuite obturé et le dispositif était télécommandé 
à partir d'un poste de commande pendant plusieurs mois de suite. 

_ Dans les expériences de Dicke ni la force gravitationnelle de la 
Terre ni la force centrifuge résultant de la rotation axiale de la Terre 
ne jouent un rôle et on peut les négliger, car en un point donné du 
globe elles sont invariables et ne déterminent que la position d'équi- 
libre que cherche à atteindre le fléau. Les forces qui importent sont 
la force d'attraction gravitationnelle du Soleil et la force d'inertie 
de translation assurant le mouvement accéléré du centre de la Terre 
“n direction du Soleil (on peut négliger l'effet correspondant dû à 
la Lune). Désignons cette accélération par a. Par définition même 
de la masse grave, la force d’attraction gravitationnelle émanant 
du Soleil et rapportée à l'unité de masse grave est la même pour tous 
les corps. Cette force est l'intensité du champ gravitationnel du So- 
leil, qui ne dépend que de ce dernier; nous la désignerons par g. 
Si la loi de l’équivalence de la masse grave et de la masse d'inertie 
était en défaut, la force d'attraction gravitationnelle émanant du 
Soleil et rapportée à l'unité de masse d’inertie aurait été différente 
pour différents corps. Dans ce cas l'appareil de mesure aurait été 
le siège d’un couple qui aurait tordu le fil de suspension du fléau 
de la balance de torsion. En désignant par h, et k, les bras du fléau 
suspendu par son centre de masse € (fig. 195, a) le couple moteur rap- 
porté à C sera 


M = (mg — ma) hi + (mŸa _ mg) hi: 


Par définition du centre de masse (on devrait préciser en disant centre 
des masses d'inertie) on a m{ÿh,; — mh,. En utilisant les notations 
@ et &, définies plus haut, on obtient 


M — mPRg Xi — mSRaot mg (4 — 2). 


Du fait du mouvement du Soleil sur la sphère céleste, qui est bien 
visible, les bras du fléau varient périodiquement. Par suite le couple 
M doit lui aussi varier périodiquement, la période étant égale à un 
jour, avec pour résultat l’apparition d’oscillations forcées du fléau 
de même période qui pourraient être décelées à l’aide d’un appareil- 
lage sensible. En présence des perturbations fortuites inévitables aux- 
quelles était soumis l’appareil, on n’a pas réussi à déceler ces oscil- 
lations. On en a conclu qu’à la précision des mesures près &;, — ©, 
S qui implique que la loi de l’équivalence des deux masses est véri- 
iée, 
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6. L'expérience de Dicke fut reprise en 1971 par V. Braguinski 
et V. Panov qui remplacèrent le fléau unique par un pendule à tor- 
sion qui était équivalent à quatre fléaux combinés comme indiqué 
sur la figure 195, b. La précision des mesures s’est accrue de 30 fois. 
On comparait |’ aluminium et le platine. L'égalité des coefficients 
de proportionnalité entre la masse grave et la masse d'inertie fut 


— fe 2 ff" Al A 


Fig. 195 


confirmée avec une précision relative de 10-?2. C’est la précision que 
l'on peut atteindre en effectuant la pesée d’un navire d’un tonnage 
de 10 000 tonnes à 0,01 g près. 

7. La Physique prérelativiste n’attachait pas beaucoup d’im- 
portance au problème de l'égalité de la masse grave et de la masse 
d'inertie des corps et estimait que c'était à une coïncidence fortuite. 
L'importance primordiale de l’équivalence des deux masses fut 
bien comprise par Einstein. Ce fut pour lui le fondement de la théorie 
de la relativité générale, appelée encore théorie relativiste de la gravi- 
tation. La loi de l’équivalence des masses grave et d'inertie est le 
principal fait expérimental de cette théorie. La théorie de la rela- 
tivité générale aurait été en défaut si on avait décelé le moindre écart 
à l'équivalence de ces deux masses. C'est pour cela que tout accrois- 
sement de la précision des mesures, déjà exceptionnelle, présente 
une importance de principe et ne constitue nullement une simple 
course vers un record mondial de la précision. 


$ 71. Principe d'équivalence des forces de gravitation 
et des forces d’inertie 


1. Nous avons signalé à maintes reprises que dans un champ gra- 
vitationnel donné tous les corps acquièrent la même accélération. 
quelles qu’en soient les masses et la composition chimique. Aussi 
dans un champ donné tous les corps se meuvent de façon identique si 
les conditions initiales sont les mêmes. Les corps en mouvement libre 
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se comportent de même si leurs mouvements sont rapportés à un sys- 
tème non inertiel. Cela signifie que cette propriété est également in- 
hérente aux forces d’inertie. Cette analogie entre les forces de gravi- 
tation et les forces d'inertie constitue le point de départ de la théorie 
de la relativité générale ou théorie relativiste de la gravitation d’Ein- 
stein. 

Voyons, comme l’a fait Einstein, ce qui se passe dans un ascen- 
seur en marche. Supposons d’abord que l’ascenseur est immobile 
suspendu à son câble ou en mouvement uniforme par rapport à la 
Terre. Tous les corps se trouvant dans l’ascenseur sont soumis à F’ac- 
tion du champ de la gravitation terrestre. Le passager sent son propre 
poids, exerce une pression sur le plancher de l’ascenseur qui exerce 
sur lui une contre-pression égale et opposée. Un poids suspendu à un 
ressort l'allonge par la force de sa pesanteur. Tous les corps abandon- 
nés à eux-mêmes tombent avec la même accélération g par rapport à 
l'ascenseur. On pourrait multiplier les exemples. 

Imaginons maintenant un ascenseur tellement éloigné de la l'erre 
et de tout autre corps céleste que ces corps n’exercent sur lui prati- 
quement aucune action gravitationnelle. Supposons que quelqu'un 
tire le câble de l’ascenseur et communique à ce dernier une accélé- 
ration 4 — —g. Dans l’ascenseur, il n’y a pas de champ de gravita- 
tion, mais s’y manifeste la force d'inertie —ma — mg. Sous l’action 
de cette force d’inertie tous les corps se trouvant dans l'ascenseur et 
abandonnés à eux-mêmes « tomberont.» avec la même accélération g 
que dans le premier cas. Un poids attaché à un ressort lui communique 
le même allongement que s’il avait un poids égal à mg. Le passager 
exercera sur le plancher la même pression, etc. Autrement dit, tous 
les effets mécaniques et tous les mouvements se manifestant dans l’as- 
censeur seront exactement les mêmes que dans un ascenseur immobile 
mais suspendu dans un champ de gravitation. Einstein a étendu cette 
assertion non seulement aux effets mécaniques mais à tous les phé- 
nomènes physiques, comme il l’avait déjà fait avec le principe de la 
relativité de Galilée. Une telle hypothèse reposait sur des bases 
solides. 71 n'existe pas. dans la Nature de phénomènes purement méca- 
niques. À la base de tout effet mécanique on trouve une multitude 
d’autres effets classés dans différentes sections de la Physique. Ainsi 
le choc des billes de billard est présenté comme un exemple typique 
d'effet mécanique. Or l'existence même des billes ainsi que leur 
structure interne sont régies par des lois quantiques, tandis que les 
forces élastiques qui apparaissent lors du choc se ramènent aux forces 
d'interaction électrostatique des particules chargées constituant les 
corps. 

Ainsi, dans un ascenseur en mouvement uniformément accéléré, 
tous les phénomènes physiques évolueront exactement de la même ma- 
nière que dans un ascenseur immobile ‘suspendu dans un champ de 
pesanteur uniforme. Or la physique prérelativiste considérait les 
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deux cas cités comme étant essentiellement différents. Dans le pre- 
mier cas les effets observés étaient interprétés comme résultant de- 
l’action du champ de gravitation et dans le second ces mêmes effets- 
étaient attribués à l’action des forces d'inertie. Dans le premier cas- 
l'ascenseur constitue un référentiel d'inertie où règne un champ de 
gravitation uniforme. Dans le second cas il n’y a pas de champ de- 
gravitation, mais il y a des forces d'inertie, puisque l'ascenseur est. 
un système non inertiel. 

Si l'ascenseur monte ou descend avec une accélération a dans un: 
champ de gravitation uniforme, tout corps se trouvant dans l’as- 
censeur est soumis à la force de pesanteur mg et à la force d’inertie- 
—ma. La force résultante m (g — a) est composée de ces deux forcés: 
composantes dont la nature physique est différente. Or tout se passe- 
comme si à l’intérieur de l'ascenseur régnait un champ de gravita-- 
tion uniforme d'intensité g’ — g — a. Dans le cas particulier d’un 
ascenseur en chute libre g’ = 0, ce qui correspond à un « état d’ape- 
santeur ». Supposons que le passager ne peut expérimenter qu’avec: 
les corps qui se trouvent dans l’ascenseur sans pouvoir observer ce 
qui se passe à l'extérieur. Il remarquera que tous les corps abandon-- 
nés à eux-mêmes tombent avec la même accélération ; ne disposant 
que de cette donnée, il ne pourra décider de l'origine de cette accé-- 
lération: champ de gravitation uniforme, mouvement de transla- 
tion accéléré de l’ascenseur ou enfin combinaison de ces deux causes. 
Aucune expérience sur la chute libre des corps dans l’ascenseur ne- 
permettra de dissocier l'effet dû au champ de gravitation uniforme: 
et celui dû au champ de forces d'inertie uniforme. Einstein supposa: 
qu'aucune expérience physique ne permettra d’en faire la distinction 
et érigea cette hypothèse en postulat connu comme le principe d'équi-- 
valence des forces gravitationnelles et des forces d'inertie. 

Selon ce principe fous les phénomènes physiques évoluent exacte- 
ment de la même manière dans un champ gravitationnel et dans un 
champ de forces d'inertie à condition que leurs intensités soient les mêmes 
dans des points correspondants de l’espace et que les conditions initiales 
soient identiques pour tous les corps d'un système fermé. 

2. Le principe d'équivalence n'affirme nullement que n'importe 
quel champ de gravitation pourrait être simulé par des forces d'inertie, 
c'est-à-dire être reproduit par un mouvement convenablement accéléré: 
du référentiel. Il n'affirme pas non plus que n'importe quelles forces- 
d'inertie pourraient être remplacées dans tout l’espace par des forces 
gravitationnelles. D'une façon générale, ces deux assertions ne sont 
vérifiées que pour les champs homogènes, ï.e. les champs dont l’inten- 
sité est la même en tout point de l’espace. Pour préciser ces considé- 
rations, reprenons l'exemple de l'ascenseur. Supposons qu'il reste: 
suspendu et immobile dans le champ de pesanteur terrestre. Dis- 
posant d’un gravimètre précis, le passager notera qu’en différents: 
points de l’ascenseur les directions du fil à plomb ne sont pas rigou-- 
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reusement parallèles et qu'elles se recoupent toutes approximative- 
ment au centre de la Terre. Il constatera aussi que le champ de gra- 
vitation terrestre croît dans le sens du centre de la Terre. Bref le 
passager d’un ascenseur immobilisé pourra constater que le champ 
-de gravitation terrestre n'est pas homogène. Par contre le champ de 
forces d'inertie apparaissant lorsque l'ascenseur est animé d’un 
“mouvement de translation accéléré est, lui, homogène. Ce champ 
ne peut donc se substituer en tout point de l’ascenseur au champ 
newtonien terrestre qui est inhomogène. On peut créer dans la cabine 
-de l’ascenseur un champ de forces d'inertie inhomogène en le mettant 
en rotation. Mais ce champ croîtrait à mesure qu'on s'éloignerait de 
l’axe de rotation; il se comporterait donc tout autrement que le 
champ terrestre. Le champ de gravitation newtonien d’une masse 
ponctuelle décroît en raison inverse du carré de la distance à cette 
masse. Le champ de forces centrifuges &?r, croît proportionnelle- 
ment à la distance jusqu'à l’axe de rotation. [Il est évident qu'un 
champ de gravitation newionien ne peut être simulé par aucune rota- 
tion du référentiel. 

Cependant, dans des régions limitées de l’espace où le champ de 
gravitation peut être considéré comme pratiquement homogène, ce champ 
peut être simulé par un mouvement accéléré du référentiel. Lorsqu'on 
veut préciser cette limitation, on dit que le principe d'équivalence 
présente un caractère local. 

3. En outre il existe une différence essentielle entre les forces d’at- 
“traction gravitationnelle de Newton et Les forces d’inertie lorsque 
ces dernières apparaissent dans les référentiels en rotation. Les 
forces gravitationnelles newtoniennes ne dépendent pas de la vitesse des 
-corps sur lesquels elles s’exercent. Cela s'applique également aux forces 
-d'inertie de translation et centrifuges et d'une manière générale à toutes 
les forces d'inertie d'entraînement. Les actions physiques des forces 
d'inertie d'entraînement sont parfaitement équivalentes à celles des 
forces de gravitation newtoniennes. [Il est impossible de distinguer 
univoquement les champs de ces deux types de forces. Par contre, 
des forces de Coriolis se distinguent essentiellement des forces gravita- 
tionnelles newtoniennes en ce qu'elles n'agissent pas sur des corps au 
repos relativement au référentiel considéré. Les forces de Coriolis n’ap- 
paraissent que si le corps est en mouvement et sont proportionnelles à 
.sa vitesse. Néanmoins du fait de l’équivalence de la masse grave et de 
la masse d'inertie, il est utile d’associer le champ gravitationnel et 
le champ de toutes les forces d'inertie en un champ unique. C'est ce 
que l’on fait en théorie de la relativité générale. Le champ unique 
conserve le nom de champ gravitationnel. La force d'inertie est un 
-<as particulier des forces du champ gravitationnel ainsi généralisé. 
La théorie de la relativité générale ou théorie relativiste de la gravi- 
tation établit les équations du champ gravitationnel qui sont con- 
nues sous le nom d'équations d’'Einstein. La loi de la gravitation. uni- 
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verselle de Newton est contenue dans les équations d'Einstein, mais 
n'est vérifiée que de façon approchée. Le caractère approché de 
cette loi découle tout naturellement de ce que cette Loi est fondée 
sur l’idée de la propagation instantanée des interactions. Or cette 
conception n'a qu'une validité limitée. 

&. Maintenant que nous avons développé ces considérations, il 
est utile de revoir la question des référentiels d'inertie. Soit un corps 
À se trouvant éloigné du Soleil à une distance suffisamment grande 
pour que l’on puisse négliger son champ gravitationnel. On ne peut 
cependant affirmer que le corps À n'est soumis à aucun champ de 
gravitation, puisque nous ne pouvons pas affirmer qu’il n'existe pas 
dans l'Univers de’corps distants pouvant créer au lieu où se trouve 
le corps À un champ de gravitation g d'intensité finie. La décrois- 
sance du champ de gravitation avec la distance jusqu'à ces corps 
célestes peut être compensée par l'accroissement de leurs masses. 
Si on étudie les phénomènes dans une réuion limitée S de l’espace et 
que cette région ne soit pas trop grande, on peut admettre que le 
champ £g y est homogène. Dans ces conditions, pendant la chute libre 
du corps À dans ce champ de gravitation g, ce dernier sera exacte- 
ment compensé par les forces d'inertie de translation. Si le corps À ne 
tourne pas (par rapport aux masses se trouvant à grande distance), 
il ne sera pas soumis à l’action des autres forces d'inertie. Le réfé- 
rentiel lié au corps À en chute libre et non animé d'un mouvement de 
rotation sera un référentiel d'inertie. Dans tout référentiel A’ ani- 
mé d’un mouvement de rotation ou d'un mouvement accéléré par 
rapport au référentiel À apparaîtront des forces d'inertie. Mais ce 
mouvement n'est pas un mouvement dans « l’espace absolu », c'est 
un mouvement par rapport à des corps distants de l'Univers. De ce 
point de vue, exprimé par E. Mach (1838-1916), les forces d'inertie 
résultent des rotations ou des mouvements accélérés des systèmes 
de coordonnées par rapport à des corps distants de l'Univers. Cette 
assertion porte le nom de principe de Mach. Pendant quelque temps 
les conceptions de Mach trouvaient audience. Ainsi Einstein, dans 
ses premières publications, partageait, du moins en principe, le 
point de vue de Mach, qu'il abandonna plus tard. Les théories cos- 
mogoniques modernes ne font pas appel au principe de Mach, car 
il est incompatible avec la théorie des champs qui affirme que la 
vitesse de propagation de toutes les interactions est finie. Les corps 
célestes éloignés et le milieu interstellaire ne peuvent influencer les 
processus terrestres qu’au bout du temps nécessaire pour que la lu- 
mière émise par ces corps parvienne jusqu'à la Terre. On pourrait 
donc penser que le référentiel d’inertie se trouve directement défini 
non par les positions des corps célestes mais par leurs champs gra- 
vitationnels. 
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$ 72. Déplacement gravitationnel des raies spectrales 


1. Comme exemple d'application du principe d'équivalence des forces gravi- 
tationnelles et des forces F inertie, considérons le déplacement gravitationnel 
des raies spectrales, qui fut prévu par la théorie d'Einstein. Nous allons raisonner 
en considérant la lumière comme des ondes se propageant dans le vide à la vitesse 
c x 300 000 km/s. La lumière correspondant à une raie spectrale donnée est 
caractérisée par une fréquence bien déterminée v, c’est-à-dire par un nombre 
déterminé d’oscillations par seconde. Une telle lumière est dite monochromatique. 
Supposons qu'une lumière monochromatique nous parvienne d’une source 


lumière lumière 
g 
a a 
a) b) 
Fig. 196 


éloignée et qu'il n'existe pas de champ gravitationnel dans l’espace que parcourt 
cette lumière. Désignons par vs la fréquence de l'onde lumineuse enregistrée 
par un observateur au repos dans un référentiel d’inertie. Si l'observateur se 
met en mouvement à la rencontre des rayons lumineux avec une accélération 
constante & (fig. 196, a), la fréquence de la lumière qu’il enregistrera se trou- 
vera accrue (effet Doppler). 

Un calcul simple montre qu'aux termes de l'ordre de (v/c)? près la varia- 
tion relative de la fréquence enregistrée est donnée par la formule 

V—V v 


Va € ? 


où vest la vitesse de déplacement de l'observateur. Adoptons pour sens positif 
de vet de a le sens contraire à celui de la propagation de la lumière. Si l’obser- 
vateur était en mouvement pendant un temps f, sa vitesse v =: at. Pendant 
ce temps # la lumière parcourt un chemin Z = et — cv/a; par suite la variation 
que subit dans ce temps la fréquence de la lumière est 
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2. Supposons maintenant que l'observateur est au repos par rapport au 
référentiel d’inertie, mais qu'il y règne un champ gravitationnel uniforme d'in- 
tensité g (fig. 196, b). Si la valeur de £ est rendue égale à —a (g — —a), en 
vertu du principe d'équivalence le champ gravitationnel provoquera exacte- 
ment la même variation de la fréquence de la lumière que dans le cas précé- 
dent. Lorsque la lumière se propage dans le sens du champ gravitationnel g sa 
fréquence doit augmenter et lorsque la lumière se propage dans le sens opposé à celui 
du champ, sa fréquence doit diminuer. C'est en cela que consiste l'effet du dépla- 
cement gravitationnel des raies spéctrales qui avait été prévu par Einstein. 
Ce déplacement est donné par 


V—Vr __ gl 


=, (72.1) 


Z étant le chemin parcouru par la lumière dans le champ de gravitation, 

La formule (72.1) avait été établie en supposant que le champ gravitation- 
nel était constant et homogène. Le résultat obtenu se laisse généraliser au cas 
d'un champ non homogène mais constant. Pour ce faire, subdivisons le trajet du 
rayon lumineux en intervalles infiniment petits dr. Le long de chaque trajet 
infinitésimal le champ gravitationnel peut être considéré comme homogène. 
Eu désignant par dv la variation que subit la fréquence du rayon lumineux 
DA OUER un chemin infinitésimal dr, nous obtenons à l’aide de la formule 
(72.1) 


dv __gdr 
y TT € ? 


puisque la composante du vecteur g orthogonale à la direction de propagation 
de la lumière n'intervient pas dans la variation de la fréquence. Si la lumière 
parcourt un chemin fini entre la position initiale Z et la position finale 2, la 
variation correspondante de sa fréquence sera trouvée par l’intégration de l'ex- 
pression obtenue, i.e. par la formule 


In = + Î gar. (72.9) 


I] n’est pas obligatoire d'intégrer le long du chemin parcouru par la lumière, 
on peut fort bien choisir un trajet arbitraire reliant les points Z et 2. Dans des 
Ron constants les forces gravitationnelles sont conservatives, de sorte que 
la valeur de l'intégrale ne dépend pas de la forme du chemin. Cette intégrale 
représente le travail qu’auraient effectué les forces du champ gravitationnel 
pour déplacer l’unité de masse de la position 7 à la position 2. Ce travail est dit 
différence des potentiels gravitationnels 1 — , entre les points 7 et 2. Avec 
ces notations 


HE Ps, (72.3) 


V: ce 
Si la différence des potentiels est petite: 


| Pi — Pal & c?, 
la formule précédente devient 


EE RL A (72.4) 


A ce ” 


Lorsque la lumière se propage en allant d'un potentiel gravitationnel plus 
grand vers un potentiel plus petit, sa fréquence augmente, et lorsqu'elle se propage 
en sens inverse, sa fréquence diminue. 
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Actuellement on a réussi à déceler avec sûreté le déplacement gravitationnel 
des raies spectrales même dans le champ terrestre (grâce à la mise en œuvre 
de l'effet Môssbauer). Le chemin parcouru le long de la verticale descendante 
n'était que de 20 m. Le déplacement que l'on doit avoir dans le champ terrestre 


TU, 2.40-1. 
0 
Les mesures ont donné le résultat attendu, de sorte que ces études apportè- 


rent une nouvelle confirmation de la validité du principe d'équivalence des forces 
gravitationnelles et des forces d'inertie. 


n'est que de 


CHAPITRE X 


MÉCANIQUE DES CORPS ÉLASTIQUES 


$ 73. Corps parfaitement élastiques 


1. Tous les corps réels sont déformables. Sous l’action des forces: 
qui leurs sont appliquées, ils modifient leur forme ou leur volume. 
Ces modifications de forme ou de volume sont appelées des déforma- 
tions. Dans le cas de corps solides on distingue deux cas limites: 
les déformations élastiques et les déformations plastigues. Les défor- 
mations sont dites élastiques si elles disparaissent dès que cesse l’ac- 
tion des forces appliquées. Les déformations sont dites plastiques 
ou résiduelles si elles subsistent, au moins partiellement, dans le 
corps après suppression des forces appliquées. Les déformations plas- 
tiques sont à la base de la transformation à froid des métaux (embou- 
tissage, forgeage, etc.). La nature des déformations (élastiques ou 
plastiques) dépend non seulement de la nature du matériau, mais. 
aussi de l'intensité des forces appliquées. Tant que la force appliquée: 
.(plus exactement la force rapportée à l’unité de surface qu’on appelle 
contrainte ou tension) est inférieure à une certaine valeur désignée 
sous le nom de limite d'élasticité, les déformations résultantes sont. 
élastiques. La limite d’élasticité dépend de la nature du matériau 
mais n'est jamais parfaitement définie. Si la contrainte appliquée: 
est supérieure à La limite d’élasticité, les déformations seront plas- 
tiques. La classification des corps en corps élastiques et plastiques 
est somme toute assez conventionnelle. En toute rigueur, après: 
suppression des contraintes imposées, les déformations ne disparais- 
sent jamais en totalité, de sorte qu'elles sont toujours plastiques. 
Si les déformations résiduelles sont petites, on peut les négliger dans 
de nombreux cas, mais cela dépend des conditions concrètes. Parfois. 
on peut négliger les déformations résiduelles si elles ne dépassent pas 
0,4 % de la défurmation maximale sous contrainte. Dans d’antres 
cas elles ne doivent pas être supérieures à 0,01 % de la valeur maxi- 
male. 

2. Dans ce chapitre nous n’étudierons que les déformations élas- 
tiques et nous n’en considérerons que l'aspect purement mécanique: 
sans nous attaquer à la physique de l'effet. En mécanique, on décrit 
lea propriétés élastiques des corps à l’aide de constantes élastipres 
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-que l’on introduit empiriquement et dont les valeurs dépendent de 
da nature des corps et de leur état physique (la température du corps 
par exemple). L'approche physique est plus substantielle car elle 
étudie les déformations du point de vue atomistique; c’est là le 
domaine de la théorie du solide qui permet non seulement d'établir 
les équations fondamentales de la mécanique des corps déformables 
en partant de considérations atomistiques, mais encore d'établir des 
corrélations entre les constantes élastiques des substances et les 
autres propriétés physiques. 

Nous admettrons que les corps sont parfaitement élastiques ou 
‘sont des corps idéalisés ne subissant que des déformations élastiques 
sans jamais subir de déformations plastiques. Ce modèle ne peut être 
utilisé que si les forces appliquées aux corps réels sont inférieures à 
leurs limites d’'élasticité. Pour les corps parfaitement élastiques on 
peut établir une dépendance univoque entre les forces appliquées et les 
«déformatinms. Dans le cas de déformations plastiques on ne peut établir 
une telle corrélation ne serait-ce que pour la raison qu'avant et après 
déformation plastique la forme du corps est différente en l’absence 
-de toute contrainte extérieure. Nous nous limiterons au cas des pe- 
dites défornations, c'est-à-dire aux déformations vérifiant la loi de 
Hooke. C'est une loi approchée selon laquelle {es déformations sont 
proportionnelles aux forces qui les ont provoquées. 

8. On subdivise tous les corps solides en corps isotropes et en 
«corps anisoiropes. Un corps est dit isotrope si ses propriétés ne dépen- 
dent pas de la direction, et anisotrope si ses propriétés changent avec 
la direction. Les cristaux sont des corps typiquement anisotropes. 
Ces définitions ne sont pas bien nettes puisqu'elles ne précisent pas 
de quelles propriétés physiques il s’agit. En effet, ur même corps 
.Deut se comporter comme isotrope vis-à-vis de certaines propriétés et 
comme anisotrope vis-à-vis d’autres propriétés. Ainsi tous les cristaux 
du système cubique sont isotropes vis-à-vis de la propagation de la 
lumière, mais à l’égard de leurs propriétés élastiques ils sont ani- 
-sotropes. Dans ce chapitre c'est l’isotropie ou anisotropie des pro- 
priétés élastiques des corps qui nous intéresse. Nous nous limiterons 
ici au cas le plus simple des corps isotropes. Les métaux présentent 
généralement une structure polycristalline et sont donc constitués 
par une multitude de petits cristaux orientés de façon désordonnée. 
‘Chacun de ces petits cristaux est anisotrope, mais un morceau de mé- 
‘al renfermant un grand nombre de petits cristaux orientés au hasard 
-se comporte comme un corps isotrope. Par déformation plastique le 
<aractère aléatoire des orientations des cristaux peut être perturbé 
-et le métal se comportera comme un corps anisotrope. C’est ce que 
l'on observe à la suite d’un allongement ou d’une torsion des fils 
métalliques. 
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$ 74. Contraintes élastiques 


1. Les différentes parties d’un corps déformé entrent en interac- 
tion les unes avec les autres le long de leurs surfaces de séparàtion. 
Considérons un corps ou un milieu qui a été déformé d’une manière 
arbitraire et subdivisons-le par la pensée en deux parties que. nous 
désignerons corps I et corps ZI, séparés l’un de l’autre par la surface 
AB (fig. 197). Puisque le corps Z est déformé, il exerce une force sur 
le corps Z7 qui à son tour, et pour la même raison, applique au corps 7 
une force égale et opposée. Pour déterminer les déformations qui 
apparaissent, il ne suffit pas de connaître les 
forces totales appliquées à la section AB, il 
importe de ‘préciser la répartition de ces forces 
dans cette section. Considérons sur la surface 
AB une aire dS infiniment petite et soit dF la 
force qu’applique, sur cet élément de surface, 
le corps 77 sur le corps 7. La force rapportée 
à l'unité de surface, soit dF/dS, est dite con- 
trainte agissant sur le corps Z en un point cor- 
respondant de la surface AB. La contrainte 
agissant en ce même point sur le corps Z7 sera 
égale en grandeur mais de sens opposé. 

2. On peut définir l'orientation de l’élé- 
ment de surface dS en indiquant la direction Fig. 197 
de la normale à dS. Par convention cette nor- 
male doit pointer vers l'extérieur de la surface du corps auquel est 
appliquée la force dF. Désignons par # le vecteur unitaire de cette 
normale et par 6, la contrainte correspondante. ©, désignera alors 
la contrainte appliquée à la surface AB du corps IT adjacent au corps I. 
Du fait de l’égalité de l’action et de la réaction 6, — —60_,. On peut 
décomposer le vecteur 6, en une composante portée par la normale »# 
et en une composante contenue dans le plan tangent à l'élément de 
surface dS. La première composante est la contrainte normale et la 
seconde est la contrainte tangentielle les deux appliquées à 48. 
Comme tout autre vecteur la contrainte ©, peut être définie par ses 
trois composantes le long des axes X; Y, Z d’un système de coordon- 
nées rectangulaires. Désignons-les par 0,4: Ony, On. Le premier 
indice indique la direction de la normale extérieure à la surface du 
corps où se trouve l'élément de surface dS et le second indique la 
direction de l'axe sur lequel on projette la contrainte &,. En parti- 
culier, 6, désigne la contrainte appliquée à un élément de surface 
dont la normale extérieure est parallèle au sens positif de l’axe 
X. Les quantités Oux, Oxy, 0x2 désignent les projections du vecteur 6; 
sur les trois axes de coordonnées. d 

3. Pour déterminer la contrainte s'exerçant sur un élément de 
surface arbitrairement orienté, en un point quelconque d’un milieu, 


26—01433 
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il suffit de se donner les contraintes s’exerçant sur trois éléments de 
surface orthogonaux passant par ce point. Ce procédé est valable 
tant pour les milieux au repos.que pour les milieux animés d’un 
mouvement accéléré. Pour le démontrer nous ferons coïncider l’ori- 
gine des coordonnées avec le point considéré du milieu et nous y 
construirons un élément de volume infiniment petit OABC déli- 
mité par les trois plans de coordonnées 
et par le plan ABC coupant ces trois 
plans de coordonnées (fig. 198). Soit # 
la normale extérieure au plan du trian- 
gle ABC. La'force appliquée par le mi- 
lieu sur la face ABC et agissant sur 
l'élément de volume délimité sera alors 
6nS, $ étant l’aire de la face ABC. 
De même les forces qu’applique le mi- 
lieu ambiant sur les trois faces laté- 
rales seront : o..S,, 6_yS y, 6_,8,, où 
Sr Sy S, sont les aires de ces trois 
Fig. 198 faces. En plus de ces forces, l'élément 
de volume ainsi défini peut être soumis 
à des forces massiques ou spatiales, telle la force de la pesanteur. Dé- 
signons par f la résultante de toutes ces forces. La force f est pro- 
portionnelle au volume de l'élément de volume considéré. Si la masse 
de l'élément est m et son accélération est &, on doit avoir 
ma = f + OS + GS, + 0,8, + 018, 
Passons à la limite en réduisant l'élément de volume OABC à un 
point. Lors de ce passage à la limite on peut rejeter les termes m& 
et f puisqu'ils sont proportionnels au volume de l’élément OABC 
et sont donc des infiniment petits d'ordre supérieur par rapport aux 
autres termes qui, eux, sont proportionnels à la surface de l'élé- 
ment. On démontre en géométrie que les projections de l'aire S 
sur les plans des coordonnées s'expriment par les relations 
Sr = She Sy = Sny S, = Sn. 
En remarquant que O4 — —0x, O_y = —0,, 6, = —6, et en 
passant à la limite on obtient | 
On = Oxx + Oyfy + Galtz (744} 
Cette relation démontre le théorème puisqu'on peut choisir arbitrai- 
rement les axes de coordonnées X, Ÿ, Z. 
Ainsi la contrainte en tout point d’un corps élastique déformé peut 
être définie à l’aide des trois vecteurs 64, 07, 6, ou à l’aide de leurs 
neuf projections 


Z 


Oxxs Oxys  Oxzs 
Oyxs Oyys  Oyar (74.2} 


Ozxs Ozy: Ozze 
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L'ensemble de ces neuf quantités porte le nom de tenseur des con- 
traintes élastiques. 

En règle générale ces quantités varient d'un point du milieu à 
l'autre et sont donc des fonctions des coordonnées. Ce n’est qu'à 
l’état statique et en l’absence de forces massiques que le tenseur des 
contraintes élastiques a partout la même valeur. 

&. Le tenseur des contraintes élastiques est un tenseur symétrique, 
c’est-à-dire 


Oy = Op (, j=2, y, 2). (74.3) 


Pour le démontrer considérons un parallélépipède élémentaire de 
côtés dx, dy, dz d’une substance donnée (fig. 199). Le moment M, 
des forces par rapport à l’axe Z appli- 
qué à ce parallélépipède vaut 


M, = (+4 dy de) dx — 
— (0x dr d2) dy = (Oxy — Oyx) AV, 


où dV est le volume du parallélépipède 
élémentaire. D'après l'équation des 
moments 
(Oxy — Oyx) dv =T, PE , 

où Z, et w, sont respectivement le mo- Fig. 199 

ment d'inertie et la vitesse angulaire 

relativement à l'axe Z. Or le moment d'inertie 7, est pro- 
portionnel au produit de la masse par le carré des dimensions li- 
néaires du parallélépipède; c'est donc un infiniment petit d'ordre 
plus grand que le volume dV. Aussi par réduction du parallélépipède 


à l’état d'un point, le second membre 7 2e tend vers zéro plus 


rapidement que ne le fait le premier membre de l'équation. A la 
limite on obtient .0,, — 0,,. On démontre de même que 0,4, — 
= Org €t Orx — Oxze 

5. On démontre que le système des coordonnées X, Y, Z peut être 
choisi tel que tous les éléments non diagonaux du tenseur des contraintes 
élastiques s’annulent, soit 0; = 0 avec i -£ j. Sans nous attarder à 
la démonstration de cette proposition, nous remarquerons que ce 
résultat tient à ce que le tenseur des contraintes élastiques 0;, est 
un tenseur symétrique. Aussi dans un tel système de coordonnées 
en tout point les contraintes élastiques ne sont caractérisées que 
par trois quantités 0, Oyy, 6, Pour alléger l'écriture on n'utilise 
qu'un seul indice, i.e. 0,, 0, et 6,. Les axes de coordonnées corres- 
pondants sont dits axes principaux du tenseur des contraintes élas- 
tiques. 


es 
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$ 75. Traction et compression des tiges 


1 Appliquons aux deux bases d’une tige homogène des forces 
de tension ou de compression F (fig. 200, a et b). La tige subira 
alors une déformation de traction ou de compression. Considérons 
dans la tige une section droite C ; pour que la partie de la tige AC 
reste en équilibre, il faut qu'à sa base inférieure C'soit appliquée une 
force F, — F. C’est la force de traction ou de compression qu’ap- 
vlique la partie BC de la tige à sa partie AC. Cette force apparaît 
parce que la partie inférieure BC de la tige est 
déformée. La partie supérieure AC de la tige 
étant elle aussi déformée exerce sur la partie in- 
férieure une force F, égale etopposée. Dans toute 
section droite d’une tige allongée ou comprimée 
agissent des forces de ce genre. On en conclut 
que la déformation de la tige fait apparaître des 
forces élastiques que chaque partie de la tige 
applique à la partie contiguë. Nous avons dé- 
signé par le terme contrainte la force rappor- 
tée à l'unité de surface de la section droite de 
la tige. Dans le cas considéré la contrainte est 
orthogonale à la section droite de la tige. Si 
la tige est allongée, la contrainte s'appelle ten- 
sion que l’on définit par l’expression 


Fig. 200 T= _ : (75.1) 


a) 


où S est l'aire de la section droite. Si la tige est comprimée, la con- 
trainte porte le nom de pression dont la valeur numérique s'exprime 
par la même formule 


F à 
P——-. (75.2) 
S 
La pression peut être considérée comme une tension négative et vice 


versa, i.e. 
P = —T. (75.3) 


Cette remarque nous dispense de la nécessité de considérer séparé- 
ment l'extension et la compression des tiges. 

2. Soit & la longueur de la tige non déformée. Après application 
de la force F, la tige s’allonge de Al et sa longueur dévient L = lo + 
au Al Le rapport. 


er (75.4) 


porte le nom d'allongement relatif de la tige. L’allongement est posi- 
tif pour les forces de traction et négatif dans le cas des forces de com- 
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pression. L'allongement relatif changé de signe est la compression 
relative. Ainsi par définition la compression relative est la quantité 
—(Al)/1,. Elle est positive pour les forces de compression et négative 
pour les forces de traction. 

L'expérience montre que tant que les déformations élastiques 
ne sont pas très grandes, la tension 7 (ou la pression P) est propor- 
tionnelle à l'allongement relatif (à la compression relative) 


TES ou P=—ET, (75.5) 
0 0 


où £ est une constante dont la valeur ne dépend que du matériau de 
la tige et de son état physique. Cette constante s'appelle le module 
de Young (1773-1829). Les formules (75.5) expriment la loi de Hooke 
(1635-1703) pour les déformations de traction ou de compression des 
tiges. C’est une loi approchée qui peut ne plus être vérifiée si les 
déformations sont importantes. Les déformations pour lesquelles 
la loi de Hooke est approximativement vérifiée sont dites petites. 
Si dans la formule (75.5) on pose Al = L,, on obtient T = ÆE. C'est 
pour cette raison que l’on définit souvent le module de Young comme 
la tension qu'il faudrait appliquer à une tige pour l’allonger du 
simple au double en supposant que dans ces conditions la loi de Hooke 
serait encore vérifiée. Le défaut majeur de cette définition réside 
en ce que pour des allongements aussi importants la loi de Hooke 
devient inapplicable pour presque tous les matériaux: on observe 
soit une rupture des corps, soit une déformation qui cesse d’être pro- 
portionnelle à Ia tension appliquée. 

3. D'une généralité plus grande que la loi de Hooke est l’assertion 
que dans le cas de déformations élastiques la tension T est une fonction 
univoque de l'allongement relatif e: T — T {e). Cette fonction doit 
s’annuler pour & = 0, car lorsque les déformations € disparaissent, 
la tension 7 doit disparaître. Il s'ensuit que dans le développement 
en série de la fonction T (£) suivant les puissances de &, il ne doit pas 
y avoir de terme de puissance zéro. Le développement doit être de 
la forme 

T=Ee+dAe + Be +... 


les coefficients E, À, B, ...sont des constantes dont les valeurs ne 
dépendent que de la nature et de l’état physique du matériau. Si 
l'allongement relatif e est petit, on peut négliger les puissances 
supérieures de & et on aboutit à la loi de Hooke (75.5). L'erreur rela- 


tive que l’on commet alors est de l'ordre de ne e. Ces considé- 


rations générales montrent que la loi de Hooke et les calculs qui l'u- 
tilisent sont vérifiés avec une erreur relative de l'ordre de &. X1 s’ensuit 
que dans ces calculs on doit réjeter tous les termes qui vis-à-vis des 
termes principaux sont des quantités de l'ordre de e, &*, etc. Par 
exemple, l'allongement relatif & peut être défini aussi bien par (75.4) 
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que par l'expression (Al)/!. En effet la différence de ces deux expres- 
sions 
AA UD AI 
DA Eat Me > 


est du deuxième ordre de petitesse en £ et on doit donc la rejeter. 
La loi de Hooke peut donc être présentée sous ia forme 


AD Le 
Uo Ë 


TE, P=-E, (75.6) 
ou 
AI T "AI P 
HOT, LE, (75.7) 


Ces remarques concernant la précision des calculs s'appliquent non 
seulement aux déformations de traction et de compression, mais 
aussi à toutes les petites déformations dont il sera question dans ce 
qui suit. 

4. Soit une tige où on aura créé une tension 7,. Cette tension fait 
apparaître un allongement relatif CUIR LL , de sorte que la longueur 
de la tige devient égale à L — l, + Al, En général les propriétés 
des matériaux changent du fait des déformations. On peut donc 
s'attendre à une variation du module de Young. Mais si les défor- 
mations sont petites (et ce n'est que dans ce cas que l’on peut parler 
de module de Young), on peut négliger sa variation. Désignons par 
E, le module de Young de la tige déformée. Si nous lui appliquons 


une tension supplémentaire T,, sa longueur s’accroîtra de Al, avec 
bat _T L Das ns : 
Te F . Compte tenu du degré de précision de la loi de Hooke, 


on peut poser dat al 
1 0 


= A;l + A,l, on obtient 


et comme l’allongement total est AI — 


Or il n’est pas nécessaire de décomposer A en ses constituants Al 
et A,l et on peut fort bien considérer A! comme l'allongement pro- 
duit par la tension résultante T — T, + T,. On peut écrire alors 
en vertu de la loi de Hooke 


En comparant avec l'expression précédente on voit que E = E;, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Ces considérations s'appliquent non seulement aux déformations 
de traction et de compression mais aussi à n'importe quelles petites 
déformations. Si les déformations sont petites, les constantes élastiques 
des corps ne changent pas du fait des déformations. I1 s'ensuit que 
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si le corps est soumis à l'action de plusieurs forces, on calculera sa dé- 
formation totale en calculant d'abord les déformations produites par 
chacune des forces appliquées (comme si les autres forces n’existaient 
pas) et en additionnant les déformations partielles. C'est le principe 
de la superposition des petites déformations. 

5. Pour déformer un corps ik faut accomplir un travail. Le corps 
déformé peut à son tour effectuer un travail, car il possède alors 
une réserve d'énergie potentielle qui porte le nom d'énergie élastique. 
Elle est égale au travail qui a été dépensé pour déformer le corps, 
à condition que tout ce travail ait été utilisé pour accroître l'énergie 
élastique du corps, sans accroître son énergie cinétique. Pour éviter 
l'apparition de l'énergie cinétique au cours de la déformation du 
corps, celle-ci doit s'effectuer lentement par augmentation progres- 
sive des forces appliquées au corps afin qu’à tout instant toute partie 
du corps se trouve pratiquement à l’état d'équilibre. Autrement dit 
lors de la déformation les forces extérieures doivent être à tout 
instant équilibrées par les forces des contraintes'intérieures. Si cette 
condition est réalisée on dit que le corps est soumis à un processus qua- 
si statique. 

Pour illustrer cette proposition prenons comme modèle de corps 
déformable un ressort à boudin. Suspendons-le par son extrémité 
supérieure et attachons une charge à son extrémité inférieure, tout 
en la maintenant dans la main pour qu'elle n’allonge pas le ressort. 
Si on abandonne subitement le poids à lui-même, on verra apparaître 
des oscillations. Le travail produit par la force de pesanteur est utilisé 
non seulement pour allonger le ressort, mais encore pour augmenter 
l'énergie cinétique de la charge et du ressort. Ce processus n’est donc 
pas quasi statique et ne peut servir au calcul de l’énergie élastique 
du ressort. Remplaçons le poids par un récipient de faible masse où 
l’on fera lentement couler du sable, Dans ces conditions aucune oscil- 
lation n'apparaîtra et le ressort s’allongera progressivement avec 
l'augmentation de la charge. Tout le travail produit par la force de 
pesanteur sera utilisé pour accroître l'énergie potentielle du ressort 
déformé. Un tel processus est quasi statique et on pourra donc l’uti- 
liser pour calculer l'énergie élastique du ressort. 

6. Nous pouvons maintenant passer au calcul de l'énergie élastique 
d’une tige allongée. Appliquons à la tige une force de traction f (x) 
en l’augmentant lentement depuis la valeur initiale f — O jusqu’à 
la valeur finale f = F. L’allongement de la tige variera de la valeur 
x — 0 à la valeur finale x — AL. Selon la loi de Hooke f (x) = kz, 
où k est le coefficient d'élasticité qui se laisse aisément exprimer par 
le module de Young. Tout le travail produit dans ce processus est 
utilisé pour accroître l'énergie élastique U ; on écrira donc 

ai AL 
u=—| f(e) de & | 2 de = + k (AD. (15.8) 
ti) 0 
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Comme dans l’état final x = Al, on a F — f (AÏ) — kAl et 
U=+ FAI. (75.9) 


Si on avait appliqué d’un seul coup une force constante F à ia 
tige non déformée, à son allongement Al aurait correspondu un tra- 
vail deux fois plus grand À — FAI Comme l'énergie élastique accu- 
mulée dans la tige aurait été la même, il est clair que la moitié seule- 
ment du travail À dépensé aurait été utilisée à accroître l'énergie 
élastique de la tige. L'autre moitié de ce travail aurait été dépensée 
pour accroître l'énergie cinétique des oscillations élastiques et des 
ondes qui sont toujours générées dans la tige lors de processus qui 
ne sont pas quasi statiques. Dans les processus quasi statiques on 
ne voit apparaître ni ondes ni oscillations ; c’est pour cela que dans 
les formules (75.8) et (75.9) figure le facteur DS 

Calculons la densité spatiale de l'énergie élastique qui est l'énergie 
élastique u revenant à l'unité de volume de la tige allongée (ou com- 
primée). Elle est égale au quotient de l’expression (75.9) par le volu- 
me V = Si de la tige: 


AR NS UPRR ES (75.10) 


En utilisant la loi de Hooke on ramène aisément cette formule à la 
forme 
T2 p? 
u— LE SE SE (75.141) 
7. L'expérience montre que sous l’action d’une force de traction ou 
de compression F varient aussi bien les dimensions longitudinales que 
transversales de la tige. Si la force F est une force de traction, les di- 
mensions transversales de la tige diminuent et si c'est une force de com- 
pression, elles augmentent. Désignons par a, l'épaisseur de la tige 
avant déformation et par a son épaisseur après déformation. Pour 
une tige cylindrique on peut prendre pour épaisseur le diamètre 
de sa section droite et pour une tige rectangulaire le côté de sa base 
rectangulaire, etc. Dans le cas d’une force de traction la quantité 
+ rit porte le nom de contraction latérale relative de la tige 
(Aa = à — «&;). Le rapport de la contraction latérale relative à l’al- 
longement longitudinal relatif est dit coefficient de Poisson (1781- 
1840) : 
Aa A. Aa 1?! 
RE re Ana (9e) 
La valeur du coefficient de Poisson ne dépend que de la nature du 
matériau ; c’est l’une des plus importantes constantes servant à carac- 
tériser les propriétés élastiques des matériaux. Il n’est pas néces- 


$ 75] TRACTION ET COMPRESSION DES TIGES 409 


saire de considérer séparément le cas des forces de compression puis- 
qu’on peut les assimiler à des forces de traction négatives. : 

Le module de Young E et le coefficient de Poisson p caractérisent 
pleinement les propriétés élastiques d'un matériau isotrope. Toutes: 
les autres constantes élastiques peuvent s'exprimer en fonction de E 
et de pu. 

8. Une dernière remarque est nécessaire. Tous les modules et tous: 
les coefficients d’élasticité auxquels nous aurons affaire devraient. 
être. appelés modules et coefficients isothermiques. Ils caractérisent 
les déformations d’un corps se trouvant à température constante. 
C’est ce qui se produit généralement dans le cas des déformations. 
statiques. Mais si les déformations sont dynamiques (ondes dans les. 
milieux élastiques), elles peuvent être tellement rapides que les dif- 
férences de température qui apparaissent n’ont pas le temps de s’éga 
liser par échange thermique. Le cas limite le plus important est celui 
où il n’y a aucun échange thermique entre les parties du corps se- 
trouvant à des températures différentes. Ces processus, ainsi que les: 
modules et les coefficients élastiques correspondants sont dits adia- 
batiques. Nous étudierons dans le volume II de notre cours les rela- 
tions existant entre les modules d’élasticité isothermiques et adia- 
batiques. 


PROBLÈMES 


1. Calculer l’allongement relatif d’une tige suspendue en position verticale- 

sous l’action de son propre po P. L'aire de la section droite de la tige est S. 
4% 

Da 2SE ‘ z 
2. Une tige are de masse m, de longueur ! et de section droite S 
se meut avec une accélération a (la même pour tous.les points de la tige) dans. 
la direction longitudinale. Calculer l'énergie élastique de déformation apparais- 
sant du fait de ce mouvement accéléré. 
m?a2?l 
GES ” 

3. Quelle est l'énergie cinétique maximale que peut avoir un volant d'un 
volume V — 4 m$ si la résistance à la rupture du matériau 7 — 10° dynes/em? ? 
Admettre que toute la masse du volant est concentrée dans sa jante (qui est 
mince par rapport äu rayon du volant). Montrer que si la résistance à la rupture- 
du matériau du volant est invariable, l'énergie cinétique maximale ne dépend. 
que du volume du volant, et non de sa masse. 

Réponse. K— 1}, TV = 54108 JT. 

4. Une tige fine de longueur 27 est en rotation uniforme à la vitesse angu-- 
laire w autour d'un axe perpendiculaire passant par le centre de la tige. Montrer 
que la tension T qui apparaît dans la tige du fait de cette rotation vérifie l'équa- 
tion 


Réponse. 


Réponse. U— 


dr 
dx 
où p est la densité du matériau de la tige et x la distance jusqu’à l'axe de rota- 
tion. Par intégration de cette équation, déterminer la répartition des tensions- 


dans la tige. En quel point de la tige la tension est-elle maximale et quelle est. 
sa valeur ? Montrer que l'énergie cinétique maximale que l’on peut communiquer 


= —poir, 


410 MÉCANIQUE DES CORPS ÉLASTIQUES (GE. x 


à la tige, dont la résistance à la rupture reste constante, dépend de son volume 
-et non de sa masse. Calculer l'énergie cinétique maximale pour F — 3.104 cm® 
si la tension maximale que peut supporter la tige est Tmax — 10*# dynes/emi, 

Réponse. T—1/,pw? (f? — zr?). La tension est maximale au centre 
de la tige et vaut Tmax = 1/20, 


Kmax=%/3VTmax = 107 J. 


{Comparer avec le problème 3 du $ 19.) 

5. Une tige de section droite S est soumise à une force de traction F parallèle 
à l'axe de la tige. Quel est l'angle d’inclinaison &, par apport à l'axe, de la sec- 
tion où la contrainte tangentielle & est maximale ? Calculer cette contrainte. 

Réponse. « = 45°, t— EX 
6. Un cylindre en caoutchouc de hauteur À, de ou P et de base S est 
placé sur un plan horizontal, Calculer l'énergie de déformation élastique du 
<ylindre apparaissant sous l’action de son propre poids, De combien de fois 
variera l'énergie de déformation élastique du cylindre considéré si on place 
sur sa base supérieure un £ylindre identique ? 


Réponse. U—= 
tera de 7 fois. 


ES . Dans le second cas l'énergie élastique augmen- 


$ 76. Déformations d’un parallélépipède droit sous l’action 
de trois forces rectangulaires 


1. Soit un corps isotrope et homogène ayant la forme d un paral- 
iélépipède droit; on applique à ses faces opposées les forces F,, F,, 
F,normales à ces faces. Désignons 
par T,, T,, T, les tensions cor- 
respondantes (fig. 201) et calcu- 
lons les déformations que déter- 
minent ces forces. En supposant 
que les déformations sont petites, 
nous pourrons utiliser le principe 
de superposition des petites dé- 
formations. 

Orientons les axes de coordon- 
nées parallèlement aux arêtes du 
parallélépipède. Soient x, y, z les 
longueurs des arêtes. Si la force F, 


Fig. 201 était la seule active, l’arête x au- 
rait reçu un accroissement A;x 
défini par la relation 2e = Te . Si la seule force active était F,, les 


dimensions du parallélépipède normales à l'axe Y se seraient con- 
tractées. Ainsi l’arête x aurait subi un accroissement négatif A,r 


que l’on peut calculer par la formule _e —y +. Enfin l’ac- 
«croissement relatif que prendrait l’arête x sous l’action de la seule 
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force F, serait égal à Êe — = —Uu + Te . Lorsque les trois forces agissent 
ensemble, selon le principe de superposition des petites déformations 
l'allongement résultant de l’arête x doit être égal à Ax = Air + 
+ Az + At. On calcule de la même façon les allongements du 
parallélépipède le long des directions Ÿ et Z. On trouve ainsi 


AN T> 
ee Rp rt Ti 
T 
== (Ti + Ta) (76.1) 
== (TT). 


2. Lorsqu'on soumet le parallélépipède à une extension quasi 
statique le long de l’axe X on effectue un travail 4, = 1/,9,7, Az, 
où S, — yz est l’aire de la face normale à l'axe X. On peut écrire 


A1 = Uonyr Te 2 =1/,VT, es, où V — xyz est le volume du paral- 


lélépipède. Les travaux correspondant aux extensions quasi statiques 
le long des axes Ÿ et Z seront donnés par des formules analogues. 
En additionnant tous ces travaux et en divisant le résultat par le 
volume du parallélépipède, nous obtenons pour la densité de l’é- 
nergie élastique du corps considéré la formule suivante: 


nu + (Tasse + Toy Tres). (76.2) 
A l'aide de (76.1) cette formule devient 
= ITE4 TITI Ou (TeTy + TT +TiTs)le (16.3) 


Si une seule des trois tensions T,, T,, T, est différente de zéro, 
<es formules se ramènent aux formules. plus simples (75.10) et (75.11). 
D° après (75.11) la densité de l'énergie élastique u est proportionnelle 
au carré de la tension T (ou de la pression P). La formule (76.3) montre 
que dans le cas général la densité de l’énergie élastique est une fonc- 
tion quadratique homogène des tensions 7,, T,, T, (ou des pres- 
sions P,, P,, Pi). Si les tensions (ou les pressions) sont données, 
la densité de l'énergie élastique est inversement proportionnelle 
au module d'élasticité Æ. Plus la rigidité du ressort est grande, plus 
petite est son énergie élastique sous une tension constante. Les 
corps solides absolument rigides (pour lesquels Æ — o) n’acquiè- 
rent aucune énergie élastique quelles que soient les forces de tension 
ou de pression appliquées. 

Conformément à (76.1) les tensions Tes Ty T, sont linéaires en 
Ex Eyr &,- Par suite la densité de l'énergie élastique est une fonction 
quadratique homogène des déformations 84, &,, &.. Dans le cas par- 
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ticulier où &, — &, e&, — €, — 0 elle est proportionnelle au carré 
de la déformation. Si les déformations e,, &,, e, sont données, la 
densité de l’énergie élastique x est proportionnelle au module d’élas- 
ticité E. Plus la rigidité du ressort est grande, plus son énergie 
élastique est grande (pour la même déformation). 


PROBLÈME 


Calculer la variation relative du volume d’une sphère creuse en laiton, de 
rayon R — 5 cm, contenant de l’air sous une pression de 11 atm (pression exté- 
rieure de 1 atm). Epaisseur de l’enveloppe sphérique d = 4 mm. Module de 
Young du laiton £ — 101? dynes/cm?, coefficient de Poisson u — 0,3. 

Solution. Par raison de symétrie la contrainte tangentielle t agis- 
sant dans l’enveloppe est la même suivant toutes les directions. Considérons 
un petit élément rectangulaire de l’enveloppe. Dans le calcul de la variation 
relative de l'aire de cet élément sous l’action des contraintes tangentielles t 
on peut négliger sa courbure et l’assimiler à une plaquette rectangulaire. On 
obtient alors 

AS T 


(on a négligé la variation d’aire due à la pression normale). Comme l'aire S 
est proportionnelle à V2/5, la variation relative du volume sera Tr 2 . 
Comme la surface est courbe, la tension + fait apparaître une différence des 
pressions normales qui est égale à 2rd/R (voir dans le tome II la formule de 
Laplace pour la tension superficielle). Cette différence de pression doit être 
équilibrée par la différence AP des pressions du gaz se trouvant de part et d'autre 
de l'enveloppe. On trouve finalement 


AP & 5-1074. 


$ 77. Traction et compression uni- et triaxiales 


4. Considérons d’abord le cas particulier où toutes les tensions T,, 
T,, T, sont égales et négatives. Le parallélépipède est alors soumis 
de tous les côtés à une pression constante P = —T, — —T, — —T,. 
D'après la formule (76.1) les trois déformations relatives e,, &,, €, 
sont égales à 


P = 
Ex Ey= = —-#ÿ (1 —2h). (77.1) 


On les exprime aisément en fonction de la variation relative du volu- 
me du parallélépipède résultant de la déformation. En effet en pre- 
nant les dérivées logarithmiques des deux membres de l’égalité V— 
— xyz on obtient 
AV Az Ay , Az 
mg Fat 
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soit 
_ L 
= Ex + Ey + Eze (77.2) 
On peut mettre la formule (77.1) sous la forme 
AV P 
Re, (77.3) 
où la constante X est donnée par 
E 
K = F0 (77.4) 


Cette constante est dite module de compression triaxiale. La formule 
(77.3) est applicable aux corps de n ‘importe quelle forme. Pour le 
démontrer il suffit de remarquer qu’un corps de forme arbitraire peut 
être subdivisé en petites parties, chacune ayant la forme d’un paral- 
lélépipède rectangle. Chacune de ces petites parties est soumise à 
une pression extérieure constante. Les variations relatives de leurs 
volumes et par suite celle du corps tout entier sont données par la 
formule (77.18). 

Pour une déformation due à la compression triaxiale l'expression 
(76.3) de la densité de l’énergie élastique prend la forme 

u=$6 2 pr, (77.5) 

Comme la quantité u est essentiellement positive, on doit avoir 
1 — 2u => 0, c’est-à-dire 


UT. (77.6) 


2. Un autre cas particulier important est celui d’une déformation 
due à la traction ou à la compression uniariale. Considérons une tige 
homogène pouvant être librement étirée ou comprimée le long de son 
axe (que nous choisirons pour axe de coordonnées X) sans que ses 
dimensions transversales varient. Ce cas présente une grande impor- 
tance dans la théorie de la propagation des ondes longitudinales 
dans un milieu élastique illimité (cf. $ 83). Dans le milieu considéré 
on peut délimiter en pensée une « tige » dont la direction axiale coïn- 
cide avec celle de la propagation de l’onde.. Une telle « tige » peut 
s’allonger et se comprimer suivant son axe longitudinal; mais le 
milieu ambiant s’opposera à toute variation de ses dimensions trans- 
versales. Comme la forme de la section droite de la tige importe peu, 
nous prendrons une tige de section droite rectangulaire afin de pou- 
voir utiliser les formules (76.1). Supposons que le long de la tige s’exer- 
ce une tension constante T.. On calculera les tensions transversales T, 
et T, à partir de la condition d'invariabilité des dimensions de la 
tige le long des axes Y et Z. En posant dans les formules (76.1) Ay — 
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= Az = 0, nous obtenons 
Ty—u(Tz + Tx) = 0, T,-p(T;+7T,) = 0. 


D'où 
Ty=T,= EE Te, (77.7) 
4 T 2u? 
(1). (77.8) 
Introduisons la notation 
PRE E God (27 
ou 
pis 2 nl 
E = CESNRET ET ]£. (77.10) 
Nous obtenons alors 
Az T 
ar LS (77.11) 


Cette relation est analogue aux relations (75.7). La constante £° 
est le module de traction uniaxiale. 


PROBLÈME 


Une plaquette rectangulaire est bloquée entre deux plans verticaux perpen- 

diculaires à l'axe X, de sorte qu'aucun déplacement de matière ne peut avoir 

lieu le long de cet axe (fig. 202). Le long de 

P l'axe Z la plaquette est soumise à une pres- 

sion uniaxtale uniforme P. Calculer la pres- 

sion P, qu’exercent les plans verticaux sur 

la plaquette. Trouver l'expression de la den- 

sité de l’énergie élastique z, la compression 

relative de la plaquette le long de l'axe Z et 
l'allongement relatif le long de l'axe Y. 


= up. M LH 
Ro P,= puP, res : X 
Z 
X (+p, = —5 (4 — nm), u—= 
EL — n° 
5 R 
$ 78. Le glissement 
Fig. 202 4. Prenons un cube d’une substance 


homogène et isotrope et appliquons à 
deux faces opposées AD et BC des forces tangentielles égales mais 
orientées en sens inverses (fig. 203, a). Ces deux forces forment 
un couple sous l’action duquel le cube se mettra en rotation. Pour 
bloquer la rotation on appliquera des forces tangentielles iden- 
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tiques à ses faces AB et CD. Dans ces conditions le cube ne tournera 
plus mais subira des déformations. La symétrie du tenseur des con- 
traintes élastiques (cf. $ 74) implique d’ailleurs qu’il est nécessaire: 
d'appliquer aux faces AB et CD des contraintes tangentielles. 
L'expérience montre que sous l’action des contraintes appliquées 
le carré ABCD se transforme en losange A’B'C'D' ; la diagonale AC 
s’allonge et la diagonale BD se raccourcit. Comme nous le démontre- 
rons plus loin, le volume du corps déformé ne varie pratiquement pas. 


8 8’ € —c 
/ | 
j 1 
7 / 


SE 


é) 


Fig. 203 


Les variations relatives de volume résultant de ces déformations se- 
ront des quantités de plus grand ordre de petitesse que les variations 
relatives des longueurs des diagonales AC et BD. En théorie des 
petites déformations on néglige les quantités d'ordre de petitesse 
supérieur ; aussi pourra-t-on négliger les variations des longueurs des 
côtés du carré ABCD. Il s'ensuit qu'après déformation on pourra 
retourner le cube de manière que la nouvelle base 4’D' coïncide avec: 
la base initiale AD (fig. 208, b). On en conclut que ce type de défor- 
mation est tel que toutes les couches du cube parallèles à la base AD 
glissent parallèlement à la direction AD. C’est pour cela que cette 
déformation s'appelle glissement. Le glissement est proportionnel à 
la distance entre la couche concernée et la base AD. On appelle 
angle de glissement l’angle y formé par la face AB du cube non dé- 
formé avec cette même face AB” après déformation. [l est évident. 
que la même déformation du cube peut résulter d’un glissement pa- 
rallèlement à la face AB ou à la face CD, l'angle de glissement y 
étant le même. Nous supposons bien entendu que l’angle y est petit 
(y € 1) afin de pouvoir utiliser la loi de Hooke. Pour une déforma- 
tion de glissement cette loi peut s'écrire sous la forme 


rt = Gy, (78.1) 


où t est la contrainte tangentielle s’exerçant sur les faces du cube. 
La constante G est le module de glissement ; sa valeur dépend de la 
nature du matériau du cube. 
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2. Calculons la densité de l’énergie élastique accumulée dans le 
matériau lors d’une déformation de glissement. Ayant fixé la base 
AD (fig. 203, b), nous produirons un glissement quasi statique afin 
que tout le travail dépensé serve à accroître l'énergie élastique du 
corps. Le travail produit est À — 1/,TSAx, où Az est le déplacement 
de la face BC résultant du glissement et S l’aire de cette face. En dé- 
signant par a la longueur de l’arête du cube, on a Ax = ay et par 
suite À — 1/,1Say = 1/,Vry, V étant le volume du cube. Aussi la 

densité spatiale de l'énergie élastique est don- 
née par la formule 


T 
8 RSR 
_ 4 - x? 
- UT TG + (78.2) 
3. Les contraintestangentielles qui s’exer- 
P R cent parallèlement aux faces du cube se lais- 
sent ramener à un ensemble de contraintes 
| et de pressions égales en valeur absolue mais 
7 
4 x 2 


appliquées suivant des directions orthogona- 

les. Effectuons une coupe diagonale du cube 

suivant la trace AC (par un plan normal au 

Fige 204 plan de la figure 203, a). La force F agissant 

sur la partie ACD du cube dans le plan 4C 

sera normale à ce plan et orientée vers l’intérieur de la partie ACD 

du cube. C’est donc une force de pression normale. Caleulons cette 

pression. Si a est la longueur de l’arête du cube, la force F est évi- 
demment égale à 


F = @& (x sin 45° + + cos 45°) — VDaïa. 


L'aire de la section diagonale AC vaut. «V2. En divisant F par 
cette aire nous trouvons la pression cherchée P — +. Donc dans la 
section diagonale AC, ainsi que dans tout plan qui lui est parallèle, 
la contrainte se réduit à une pression normale de valeur rt. On dé- 
montre par un raisonnement analogue que dans la section diagonale 
BD et dans tout plan parallèle s'exerce une tension normale 7 numé- 
riquement égale à T. 

4. D'après ce qui vient d’être dit il apparaît clairement que le 
glissement est équivalent à une extension du corps suivant une certaine 
direction et à une compression suivant une direction orthogonale à la 
précédente. Délimitons en pensée, dans notre cube, un parallélépipède 
rectangle de section droite PQRS (fig. 204). Le long de la diagonale 
AC du cube, ce parallélépipède sera allongé par une tension T = + 
et le long de la direction orthogonale BD il sera comprimé par une 
pression P — 7. Suivant la direction perpendiculaire au plan de la 
figure, les dimensions du parallélépipède restent inchangées. Orien- 
tons l’axe X parallèlement aux arêtes PQ et SR et l’axe Y parallè- 
lement'aux arêtes @R et PS. En portant dans les formules (76.1) 


$ 78] LA TORSION 417 


T; à Ty, = —7et 7, = 0, nous obtiendrons €, — 0, e, + e, — 
= 0. D! après (77.2) AV — 0, ce qui signifie que la déformation du 
corps ne modifie pas son volume. 

5. En utilisant le même raisonnement nous tirons- de la formu- 
le (76.3) l'expression suivante pour la densité de l’énergie élastique 
accumulée lors du glissement : 


u= Th re, (78.3) 


Cette quantité doit coïncider avec (78.2) puisque la valeur de w 
ne peut dépendre du mode de calcul. En identifiant les deux formu- 
les, nous trouvons 
. E 

ETES 
Cette formule établit une corrélation entre le module de Young £, 
le coefficient de Poisson et le module de glissement G. En utili- 
sant (78.4) on tire des formules (77.10), (77.4) 


=K++6. (78.5) 


(78.4) 


$.79. La torsion 


1. Toutes les déformations dont il a été question plus haut étaient 
des déformations homogènes, c’est-à-dire telles que tous les éléments 
infinitésimaux du corps étaient déformés également. Les déformations 
de torsion et de flexion que nous allons étudier maintenant ne sont 
pas homogènes, ce qui signifie qu’à l’intérieur du corps les défor- 
mations ‘sont différentes d’un point à l’autre. 

Prenons un fil homogène, fixons son extrémité supérieure et ap- 
pliquons à son autre extrémité des forces de torsion créant un couple 
de torsion M relativement à l'axe longitudinal du fil. Le fil sera 
tordu, ce qui signifie que chaque rayon de sa base inférieure aura 
tourné d’un angle @ autour de l'axe longitudinal du fil. Cette dé- 
formation est dite torsion. Pour une déformation de torsion, la loi de 
Hooke s'écrit 

M = fo, (79.1) 


où f est une quantité constante pour un fil donné, portant le nom de 
module de torsion. À la différence des modules Æ, K, £”, G et du coef- 
ficient u, le module de torsion dépend non seulement de la nature du 
matériau, mais aussi des dimensions géométriques du fil. 

2. Etablissons la formule du module de torsion f. Commençons 
par un tube cylindrique de rayon r et de longueur ! en supposant que 
l'épaisseur ôr de la paroi du tube est très petite devant le rayon r. 
L’aire de la base du tube est 2rrôr. Le moment des forces appliquées 


> 


à cette base est M — 2xrôr.1r, t étant la contrainte tangentielle 
27—01433 
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s’exerçant dans cette base. Lors de la torsion quasi statique du fil 
2 
d'un angle +, on effectue un travail À — !/,Mœ — De En divisant 


ce travail par le volume du tube V — 2xrlôr, nous obtenons la den- 
sité de l’énergie élastique accumulée pendant 
la déformation de torsion: 


3 
un, (79.2) 
On peut calculer cette densité en procédant 
comme suit. Dans le tube découpons en pen- 
sée un élément infiniment court (fig. 205). 
À la suite d’une déformation de torsion, l’élé- 
ment infinitésimal ABDC du tube occupera la 
position A'B‘DC. Or c'est un glissement. On 
peut donc considérer les déformations de tor- 
sion comme des glissements non homogènes. 
La densité de l'énergie élastique lors du 
glissement est donnée par (78.2). En identifiant (78.2) à (79.2) nous 
trouvons la relation cherchée 


__21Gr$ôr 
= — 


Î & 
Si l'épaisseur de la paroi du tube est finie, le module jf se calcule en 
intégrant (79.3) par rapport à r: 
G 
= ti—rf), (79.4) 


où r, est le rayon interne du tube et r, son rayon externe. Pour un fil 
massif de rayon r, on aura 


frs, (79.5) 


: (79.3) 


8. On peut déterminer expérimentalement le module de torsion 
en étudiant les oscillations de torsion d’un corps massif suspendu à 
l'extrémité inférieure du fil étudié. Ces oscillations seront harmo- 
niques de période (cf. $ 42) 


T — 9x +. (79.6) 


Si on connaît le moment d’inertie 7 du corps, la mesure de la période 
T permet de calculer le module de torsion f. 


PROBLÈMES 


1. Soient deux fils d’un même matériau, de même longueur, le diamètre 
de l’un étant double de l’autre. Dans une première expérience on a tordu d'un 
même angle les bases inférieures des deux fils (par rapport aux bases supérieures). 
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Dans une seconde expérience on a soudé les bases des deux fils, de manière qu’ils 
aient un axe longitudinal commun; puis on a tordu la base inférieure du fil 
composé d’un certain angle par rapport à la base supérieure. Déterminer le rap- 
port des énergies élastiques dans les deux expériences. 


Réponse. 1) 1 —. 2) 1 16. 
U: 16 U; 
2. Une boule suspendue à un fil exécute autour d’un axe vertical des oscil- 


lations de torsion de période T. Calculer la période 7’ des oscillations de cette 
même boule lorsqu'on aura remplacé son fil de suspension par un tube cylindri- 


Fig. 206 


que de même masse et de même longueur, de rayon extérieur À et de rayon 
intérieur r; le matériau du fil et du tube est le même. 
272 

Réponse. T'=T ge 

3. Calculer l'allongement d'un ressort à boudin soumis à des forces de 
traction dirigées suivant son axe. Considérer que le pas de l’hélice est très petit 
par rapport au rayon À des spires et que le module de torsion du fil utilisé 
pour fabriquer le ressort est connu. 

Solution. Imaginons que l'on ait coupé le fil du ressort en un point 
quelconque À par un plan contenant l’axe du ressort (fig. 206, a). Soit F, la 
force qu'exerce au point À la partie inférieure du ressort sur sa partie supérieure. 
Pour qu'il y ait équilibre, il faut que F, — —F, où F est la force de traction 
agissant sur la partie supérieure du ressort. Comme les forces F et F, forment 
un couplé, le moment de ce couple ne dépend pas du point auquel on le rapporte. 
Ce moment est perpendiculaire au plan de coupe et vaut M — FR. Le pas de 
l’hélice étant petit, on peut admettre qu’au point À ce moment est dirigé suivant 
l'axe du fil. Pour que cette partie du ressort soit en état d'équilibre, il faut qu'ap- 
paraisse une torsion du fil autour de son axe afin de compenser le moment M. 
Lorsque les forces de traction F sont dirigées suivant l'axe du ressort.!le module du 
moment M ne change pas le long du fil et la torsion de celui-ci sera donc uniforme. 
Soit di un élément de longueur du fil. Sous l’action du moment M, cet élément 
se tordra d’un angle dp — M{f1, f1 étant le module de torsion de l'élément 
considéré. Désignons par f le module de torsion du fil AU on l’a redres- 
sé). Comme le module de torsion est inversement proportionnel à la longueur 


+ 
27e 
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l du fl,onaf— à et dp — Ê de, Par torsion de l'élément d! d'un angle 
ô 0 
é 2 
dç l'extrémité inférieure du fil s'abaissera de dx — R dy — ue = TS . 
0 


0 
En intégrant sur toute la longueur du fil, nous trouverons l’allongement du res- 
sort 


3 

= T : (79.7) 

Introduisons le coefficient d'élasticité du ressort par la formule F = xx. Alors 
Î - 

k= (79.8) 


4. Traiter le problème précédent pour le cas où les forces de traction, au 
lieu d'être dirigées suivant l’axe du ressort, sont dirigées suivant l’une des géné- 
ratrices de la surface cylindrique sur laquelle le ressort est enroulé. 

Solution. Considérons un segment arbitraire AB du fil (fig. 206, b). 
Les forces qui agissent sur ses extrémités sont normales au plan de la figure (done 

. parallèles à l’axe longitudinal du ressort). Chacune de ces forces est égale à la 
force extérieure F appliquée au ressort. La force qui pointe vers le lecteur sera 
indiquée par un point et celle de sens contraire par une croix. Le moment # 
des forces appliquées au segment considéré est perpendiculaire à la corde AB 
et vaut M — 2FR sin (æœ/2). Décomposons ce moment en une composante M, 
dirigée le long du fil et en une composante MA perpendiculaire au fil. Si le 
ressort comporte un grand nombre de spires, on peut négliger la composante 
Mr, Car elle détermine la torsion du fil autour d’un axe parallèle au rayon O0B. 
Or ce moment tord la partie AC dans un sens et la partie CA’ dans le sens opposé; 
si le nombre de spires est grand, cette torsion n’exerce pratiquement aucune 
influence sur l’allongement du ressort. Le moment M, est égal à X4 sin (&/2) — 


= 2FR sin? (æ/2). Il tord un élément dt du fil d'un angle dp — Ji =Mree 
et déplace l'extrémité libre du ressort d’une distance : 
_ _ _ MARS APR œ 

dz= AD-dq = AB sin : dq= Fa oe HO R :PaR sin 7 da. 


À la différence du cas précédent la torsion du fil n’est pas homogène. En inté- 
grant sur toute la longueur du ressort et en supposant un nombre entier de spires 
on obtient ; 


3 FRA 
L=— 


k  f 


$ 80. La flexion 


À. Considérons la flexion d’une poutre homogène, de section droite arbitraire 
qui reste la même sur toute la longueur de la poutre. Supposons qu'avant défor- 
mation la poutre était rectiligne. Soient AB et A’B’ deux sections normales 
à l'axe de la poutre; ns que l’on découpe dans la poutre un élément 
AA'B'B infiniment petit (fig. 207, a) de longueur 4. Get élément étant infini- 
ment petit, on peut admettre qu’à la suite de la flexion Les droites AA’, NN", 
BB! et toutes les droites qui leur sont parallèles deviendront des cercles dont les 
centres se trouvent sur l'axe © normal au plan de la figure (fig. 207, b). Cet 
axe est l’axe de flexion. Les fibres extérieures se trouvant au-dessus de la ligne 
NN" s’allongent à la flexion et celles qui se trouvent au-dessous de cette ligne 
raccourcissent. La longueur de la ligne NN’ reste constante. C'est la ligne neutre. 
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La section par un plan normal au plan de la figure 207, « et contenant la ligne 
neutre s'appelle section neutre. Ainsi toutes les fibres extérieures sont en exten- 
sion et toutes les fibres intérieures en compression. Soit À le rayon de courbure 
de la ligne neutre NN'. Alors 4, — Ra, « étant l'angle au centre s'appuyant 
sur l’arc NN’. Considérons une fibre se trouvant à une distance £ de la section 
neutre. (Ë est positif si la fibre se trouve au-dessus de WW’ (fig. 207, b) et négatif 
si elle se trouve au-dessous.) Si la poutre n’est pas trop grosse, c’est-à-dire 
1EË1 & AR, la longueur de la fibre considérée sera égale à ! — (R + Ë) « et son 


& 8! 
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Fig. 207 


allongement sera égal à A1 — 1 — J, = Ec. Il s'ensuit que la tension qui agit 
le long de la fibre considérée est t = E T= EË _ soit 
0 (1) 
Ë 
tT—E£E KR: (80.1) 


On voit que la tension varie linéairement avec la distance £. Au-dessous de la 
section neutre elle est négative et correspond donc à une pression. La somme des 
forces de traction et de pression s’exerçant dans la section 4B peut être différente 
de zéro, mais dans ce cas à la flexion de la poutre se superpose une extension 
ou une compression qui est la même pour toutes les fibres. On peut en tenir 
compte et l'exclure des calculs dans l'étude de la flexion pure. Nous admettrons 
donc que la somme de toutes les forces de traction s'exerçant dans toutes les 


rections droites de la poutre est nulle, i.e. fras=o, soit en vertu de (80.1) 


ë dS — 0, dS est l'élément de surface de la section droite considérée. L'inté- 


gration est étendue à toute la surface de la section droite considérée. Il en découle 
que la ligne neutre et la section neutre passent par le centre de gravité de la 


section droite de la poutre. Comme |+taS — 0, le moment des forces de trac- 


tion M; s'exerçant dans la section À B ne dépend pas de l'axe auquel on le rap- 
orte. Pour le calcul de M, il est commode de choisir l’axe normal au plan de 
a figure et passant par le point N: Il est évident que 


Ms [éras= + | as, 
R 
soit 


E 
M:=- I (80.2) 
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où 
= Î Eds. (80.3) 


La quantité J porte le nom de moment d'inertie de la section droite de la poutre, 
ceci par analogie avec la quantité correspondante introduite lors de l’étude de la 
rotation d’un corps autour d'un axe fixe. A la différence de cette dernière quan- 


Fig. 208 


tité ayant la dimension du produit de la masse par le carré de la longueur, le 
moment (80.3) est une quantité géométrique dont la dimension est une longueur 
élevée à la puissance quatre. 

On peut utiliser ici les formules des moments d'inertie du $ 36 à condi- 
tion d’y remplacer la masse m par l’aire S de }a section droite. Si la section 
droite est rectangulaire, de largeur a et de hauteur b, on a 


ab5 
=. (80.4) 
Pour une section droite circulaire, de rayon r 
& 
1= (80.5) 
Pour un tube cylindrique de rayon intérieur r, et de rayon extérieur r; 
x 
= (r#—rf). (80.6) 


Faisons coïncider l’axe X avec la ligne neutre de la poutre non déformée. 
Dirigeons l'axe Ÿ suivant la normale à la poutre dans le plan de la flexion. 
L'équation de la ligne neutre de la poutre fléchie sera y = y (x). Selon la formule 
connue 
LA 


ass 
RO (+738 


Si la flexion est petite (y’ < 1), on peut négliger le carré de la dérivée et dans 
cette approximation 


Mr = Ely”. (80.7) 
2. Imaginons qu'on découpe une partie arbitraire de la poutre (finie ou 
infiniment petite) en y pratiquant deux sections droites. A l'équilibre le moment 
des forces élastiques de traction s’exerçant sur les deux bouts de la partie décou- 
pée doit être équilibré par les moments de sens opposé de toutes les autres forces 
extérieures appliquées à cette partie de la pouire. Cette proposition suggère une 
méthode de résolution des problèmes sur la flexion que nous illustrons par les 
See ci-dessous, ainsi que par les problèmes proposés à la fin de ce para- 
graphe. 
. PR xemple 1. Une tige homogène AB repose sur deux supports C et D 
symétriques (fig. 208). On applique aux extrémités À et B de la tige des forces F 


$ 80] LA FLEXION 423 


égales et de même sens. Calculons la forme que prend la tige à l’état d'équilibre 
en négligeant son poids propre. Par raison de symétrie, les supports C et D 
exercent sur la tige des forces identiques F, et F.; toutes deux égales à F. Consi- 
dérons une section droite passant par un point arbitraire © de la tige. Il nous 
suffit de connaître les conditions d'équilibre de l'une des parties de la tige, 
la partie OB par exemple. Les tensions élastiques créent dans la section O un 
moment de rotation M, donné par la formule (80.2), Le couple des forces F, et F 
<rée un moment M = Fa dirigé en sens inverse ; a est la distance entre les points 
d'application des forces F, et F. Aucun des moments 
M. et M ne dépend de la position de l’axe par rapport 
auquel on les définit. En outre le moment M ne dé- 
pend pas de la position du point O et conserve sa valeur 
tout le long de la tige. L'équation d'équilibre M:= M 
prend la forme ZÆE/R — Fa qui montre que le rayon 
de courbure R est le même en tout point de la ligne 
neutre de la tige. Il en résulte qu’à l'état d'équilibre 
la tige sera incurvée en forme d’arc de cercle, comme 
indiqué en pointillé sur la figure 208. Fir. 209 

À titre d'expérience prenons une planche de bois 18. 
et enfonçons des clous aux points 4’, B’, €, D.Sion 
dispose entre ces clous une règle d’acier.flexible, elle pente dans les conditions 
décrites la forme d’un arc de cercle. C'est un procédé pratique pour tracer des 
cercles lorsque le compas ne convient pas (cercle de très grand rayon). 

Exemple 2. Calculer la flèche d’une poutre encastrée à un bout dans 
un mur (fig. 209). L'autre extrémité de la poutre est soumise à l’action d’une force 
concentrée F. On négligera le poids propre de la poutre. On appelle flèche le 
déplacement de l'extrémité libre de la poutre déterminé par l’action d’une force 
appliquée F. 

Plaçons l’origine des coordonnées au point O où la ligne neutre de la poutre 
est coupée par le plan du mur. Faisons passer une section droite par un point 
arbitraire B (x) “ie coordonnée x — OB). Pour qu'il y ait équilibre il faut que la 
force F;, qu'applique la partie OB sur la partie BA de la poutre soit dirigée 
vers le haut et égale à F. Les forces F. et F forment un couple de moment # — 
= F (1 — x), où ! est la longueur de la poutre. Le moment des forces de traction 
peut s'exprimer par la formule approchée (80.7) si la flèche est petite. On arrive 
ainsi à l'équation 


Ely"=F(l— 2). 


{L'axe y pointe vers la concavité, c’est-à-dire vers le bas. La dérivée seconde y” 
est alors positive et les deux membres de cette relation sont de même signe.) 
Une première intégration donne 


n— “E Zz 
La constante d'intégration C est nulle puisque pour z = 0, c'est-à-dire au point 


0, la tangente à la ligne neutre est horizontale. En intégrant encore une fois et 
en remarquant qu'au point © (x = 0) y = 0, on obtient 


Fx? z 
ver (1-5). (80.8) 
En posant z — ! nous trouvons la flèche 
FI 
ET (80.9) 


Exemple 3. Calculons la flèche au centre d’une poutre reposant sur 
deux supports et chargée en son centre © par une force concentrée F dirigée 
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vers le bas (fig. 210). On néglige le poids propre de la poutre. Par raison de symé- 
trie la force F se répartira également entre les deux supports. Plaçons l’origine 
des coordonnées au point À sur la'ligne neutre situé au-dessus du support de 
gauche. Tranchons en pensée la partie gauche de la poutre le long d'une section 
droite passant par un point C (x) (de coordonnée x) situé à gauche du centre O 
(x << H2, où l'est la longueur de la poutre). Sur cette partie de la poutre l'autre 


Fig. 210 Fig. 211 


partie exercera une force F/2 pointant. vers le bas. Le moment des forces exté- 
rieures agissant sur la partie tranchée est M — (F/2) x. L'équation de l'équilibre 
est 


Eye Ps (1e). (80.10) 


L'axe Y pointe vers le bas dans le sens de la convexité de la poutre. La dérivée 
y” étant négative, le deuxième membre de l'équation est affecté du signe moins. 
Intégrons l'équation (80.10) ; en remarquant que y’ — 0 pour x — i/2, y—=0 
pour x — 0, nous obtenons 


Fz ? 
ve (Bat) (:<+) : (80.41) 
En posant x — {/2 nous trouvons la flèche 
Le (80.12) 


AE * 


Ce résultat peut également être obtenu à partir de la formule (80.9) puisqu’au 
point O’ la tangente à la ligne neutre de la poutre infléchie est horizontale 
(fig. 210). Si on fait passer la section de coupe par le point O’, la poutre sera 
sectionnée en deux parties égales et chacune de ces parties sera équivalente à une 
poutre encastrée à une extrémité au point 0’ ; les extrémités libres de ces parties. 
sont soumises à l’action de la force concentrée F/2 dirigée vers le haut. Il s'ensuit. 
que la flèche du centre de la poutre peut être calculée à l’aide de la formule (80.9} 
en y effectuant les substitutions: F — F/2, 1 1/2. On obtient alors 

à = A Fr (+) FI 
_ BEI 2 2 }  48EI ? 
donc le résultat (80.12). 

Exemple 4. Calculons la flèche au centre d'une poutre homogène 
encastrée aux deux bouts, cette flèche étant déterminée par l’action d'une force F 
concentrée en son centre {fig. 211). On néglige de nouveau le poids propre de la 
poutre. Dans l'exemple précédent, lorsque la poutre reposait librement sur 
deux supports (fig. 210) chacun de ceux-ci opposait à la poutre une force de pres- 
sion F/2. Dans le cas d’une poutre encastrée aux deux bouts la résultante des. 
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forces de réaction du support agissant sur chaque extrémité de la poutre est 
toujours égale à F/2. Maïs les forces de réaction créent encore un moment de 
rotation M auquel est soumise la poutre. A la place de l'équation (80.10) on 
aura maintenant 


2 
On suppose que le moment M est inconnu et doit être calculé. L’équation (80.13) 


doit être résolue en respectant les conditions suivantes: 4) y’ = 0 pour x =0; 
2) y = 0 pour x — W/2, 3) y — 0 pour z — 0. Nous obtenons alors 


EIÿ = 54 M (+ <+). (80.13) 


FI 
Foret 
Fz? 4 
gts), (80.14) 
F3 
DE 


Exemple 5. Considérons maintenant la flexion d’une poutre sous 
l’action de son propre poids P dans le cas où elle est encastrée à un bout, l’autre 
étant libre (fig. 212). Pour que la poutre tout 
entière soit en équilibre, il faut que le mur ap- 
plique à l'extrémité O de la poutre une force 
égale au poids P et dirigée de bas en haut. Con- 
sidérons une section droite passant par un point 
B (x) de la ligne neutre (de coordonnée OB=x). 
Dans l’exemple 2 où on avait traité un problème 
analogue, nous avons adopté la condition d'équi- 
libre de la partie BA de la-poutre. On pourrait 
fort bien utiliser ici ce procédé, mais nous pré- 
férons utiliser la condition d'équilibre de l’au- 
tre partie (0B) de la poutre pour bien montrer 
la marche à suivre. Soit F la force qu'applique 
la partie BA sur l'extrémité droite de la partie 
OB ‘de la poutre. Le poids de la partie OB 
est Pzr/l. Pour que la partie OB soit en équilibre il faut que soit vérifiée l'égalité 
P=F+ Pz/liou F = P (14 — z/i). Un élément dE de la poutre est soumis à la 
force de pesanteur P TT Le moment #, de toutes les forces verticales agissant. 
sur la partie OB ne dépend pas de la position de l’axe auquel on le rapporte. 
On peut donc le rapporter à un axe passant par le point O. Nous obtenons 


La 
4 2 
MF Pepe PE. 


Ou doit ajouter encore le moment des forces horizontales des contraintes élasti- 
ques qui sont appliquées à l'extrémité encastrée ©. En désignant ce moment. 
par M2, nous trouvons le moment total des forces apyliquées sur la partie 0B 
de la poutre: 


3 L 
M=Pa—P St Mi. (80.15) 
Le moment constant 4, se laisse déterminer à partir de la condition d'équilibre 


de la poutre tout entière OA. Comme sur l'extrémité libre de la poutre n'agit 
aucune force et aucune contrainte élastique, en posant x — ! dans (80.15) nous 
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“rouvons le moment total des forces actives. A l'équilibre il doit être nul, c'est-à- 
dire PI— PR+ My=0. D'où M, = —PI/2. Ainsi 


M=Pa—p Hp. (80.16) 


L'équation caractérisant l'équilibre de la partie OB de la poutre est donc 
na x? I 


Avec les conditions : 1) y’ — 0 pour x = 0, 2) y = 0 pour x — 0, nous obtenons 


P P P xt 
V=ET GET THE (80.17) 
En y posant z = ! nous trouvons la flèche à l'extrémité libre de la poutre 
s P 
Ar À. (80.18) 


Si on fait agir sur l'extrémité libre de la poutre une force extérieure F dirigée 


de haut en bas, à la place des formules (80.16) et (80.18) on ob- 
Y tiendra aisément 


2 
Mr DL re-pe Pl 


Te, (80.19) 


dr (++). (80.20) 


La flèche qui en résulte est donc égale à la somme des flèches 
calculées pour une action indépendante des forces F et P. Ce résul- 
tat est vérifié pour n'importe quelles petites déformations et non 
seulement pour les déformations de flexion, ce qui est immé- 

y  diat d’après le principe de superposition. 
— Exemple 6. Une tige élastique AB de longueur ! est 
comprimée par application à ses deux bouts de deux forces F 
Fig. 213 égales et opposées portées par la même droite, (fig. 213). Les extré- 
mités de la tige sont fixées à des articulations, ce qui leur per- 
met de se déplacer librement suivant la direction d'application 
des forces. À partir d’une certaine charge F la tige commence à s'infléchir de 
côté. Ce fait indique qu'outre l'état comprimé il existe d’autres états d'équilibre 
de la tige. La figure 213 illustre l'état de la tige infléchie. Orientons l'axe X 
le long de l’axe longitudinal de la tige non déformée et l'axe Y le long d’une direc- 
tion rectangulaire dans le sens de l'incurvation. L'équation d'équilibre de la 

tige incurvée est de la forme 


s 


À 


y" + ky = 0, (80.21) 
où 
me, (80.22) 


La solution générale de cette équation est 
y = C cos kr + D sin kr, 


“où Cet D sont les constantes d'intégration. Si on place l’origine des coordonnées 
à l’une des extrémités de la tige, on doit avoir € — 0, puisque pour r = 0 
d'ordonnée doit s’annuler. A l’autre extrémité de la tige où x — {, l’ordonnée 
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y doit également être nulle. Par suite D sin kt = 0 *). Si sin ki -£ 0, alors 
D = O.et par suite y — 0. Dans ce cas la tige ne peut être que comprimée sans 
aucune incurvation. Mais lorsque sin ki = 0, ie. kl = n, 2n, 31, ..., la 
forme d'équilibre rectiligne de la tige bien qu’étant encore possible en théorie, 
ne saurait être stable ; la tige s’incurve alors en forme d'arc de sinusoïde confor- 
mément à l'équation y — D sin kx, où la constante D dépend de la flèche, donc 
en fin de compte de la charge imposée. Les valeurs de ! et de F 


correspondant à la plus petite racine (xl — n) TM 
n ET mEI E 


portent respectivement le nom de Zongueur critique et de charge 
limite d'une flexion longitudinale. Ces quantités peuvent être 
considérées comme les valeurs limites de la longueur ou de la 
charge à partir desquelles la tige commence à s'incurver, à 
moins qu'elle ne soit détruite avant par les forces appliquées. 

Dans le cas où les deux bouts de la tige sont encastrés 
(fig. 214), on devra encore tenir compte des moments complé- 
mentaires des forces qui agissent aux deux bouts de la tige, com- 
me dans l’exemple 4. A la place de l'équation (80.21) on devra 
alors résoudre l'équation 


y" + ky = EC, 
où Cest une constante qu'il faut calculer. La solution générale 
de cette équation est: . 
y = À cos kr + B sin kr +C. Fig. 214 
La condition y = 0 pour x = 0 conduit à À + € — 0. La deuxième condition 
* = 0 pour z = 0 impose B — 0, de sorte que 
y = À (cos kx — 1). 


On doit encore exiger que y et y’ s’annulent également à l’autre extrémité de la 
tige. Ceci donne deux nouvelles conditions: 1) cos 4! = 1, 2) sin ki — 0. On 
en tire 4! = 2x, 4n, ... Dans ce cas la longueur critique est deux fois plus 
grande et la charge limite quatre fois plus grande que dans le cas précédent: 


2n "ÊT 4rx2EI 
un À, pe El (80.24) 


Dans le cas où une extrémité de la tige est encastrée et l’autre fixée à une 
charnière, on obtient pour les mêmes quantités 


Sr M 


=+ AL LE ER (80.25) 


PROBLÈMES 


1. Calculer la flèche formée au centre d’une poutre homogène sous l’action 
de son propre poids P lorsque ses deux extrémités reposent sur des supports. 


*) En toute rigueur on doit entendre par { non pas la longueur de la 
tige elle-même, maïs la distance linéaire entre les extrémités de la tige in- 
curvée. Cette distance doit évidemment varier avec la charge et est une 
grandeur à calculer. Cependant, les déformations étant petites, cette correc- 


tion est petite, c’est pourquoi on identifie 2 à la longueur de la tige elle- 
même. 
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5 pr 
384 EI” 

2. Même question dans le cas d'une poutre encastrée aux deux bouts dans 
les murs. 


Réponse. À— 


14 PB 
384 EI ° 
3. Calculer la répartition du poids P d’une poutre reposant sur trois sup- 
ports À, B, C ie: 215). Le support moyen € se trouve au milieu de la distance 
AB et est décalé de à vers le bas par rapport au plan horizontal contenant les 
points d'appui des supports À et B. . 
Solution. A l'équilibre F, + F,+ F3= P; pour des raisons de 
symétrie F, — F,. Imaginons qu’on enlève les supports et qu'on les remplace 


fi 
# 2 


Réponse. À— 


À € 8 
Fig. 215 


par les forces F;, FA, Fa égales aux forces de réaction que les supports appli- 
quaient à la poutre. De plus nous fixerons la poutre par son milieu. En procé- 
dant ainsi nous ne modifierons pas les déformations À la poutre. Utilisons les 
formules (80.9) et (80.18). Sous l’action de la force F, l'extrémité gauche de la 
poutre se relèvera, par rapport au niveau du support du milieu, d'une longueur 


Yi = SET (3) . Sous l’action de son propre poids cette même extrémité de la. 


3 
poutre s'affaissera d'une longueur = ET (5) . La longueur de relèvement 
résultante est donc y; — ys. D'après l'énoncé du problème elle doit être égale 
à À. On obtient finalement 


3 : 24ETX 5 48ETX 
Pie Fi RP — Ps P——5—. 


Si les trois supports se trouvent tous au même niveau, on a 


Be Rep 


Fi= Pr & 


3 
16 
Dans ce cas la répartition du poids de la poutre entre les trois supports ne dépend 
pas de ses propriètés élastiques, bien que si on n'en tenait pas compte le problème 
serait indéterminé (cf. & 44). Ce résultat est dû à ce que nous n'avons pas tenu 
compte des déformations des supports eux-mêmes. 

4. Même problème que ci-dessus, à cette différence près que le support C 
(fig. 215) ne se trouve pas au milieu de la distance AB (AC = a, CB = b). 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées dans la section neutre 
au-dessus du support À en orientant l’axe X à droite et l’axe Y suivant la verti- 
cale descendante. En écrivant les équations d'équilibre pour les parties AC 
{x <a)et CB (x > a) et en les intégrant sous les conditions : y = 0 pour x = 0 
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etz= a+ b= l,ety — À pour x = a, on obtient 


À Pix S-- P+ 3 
BR er Sin À Fe LR) 


EE TT) 


On doit aussi exiger qu’il n’y ait pas de cassure de la poutre au point €’, ce qui 
impose que les dérivées premières de ces deux expressions coïncident pour x = 4. 
On doit encore prendre en considération qu’à l’équilibre la somme de toutes les 
forces extérieures et de leurs moments agissant dans la‘ poutre tout entière soit 
nulle. Le résultat est le suivant: 


__ 3£ET P 3a—ab—b? 
TO LNE NE a+) ? 
; __ SET P 3b2-L ab—a 
Pre Li Dr b(a+b) ? 


___ 3£ET(a+b) _P. 3ab+ a?+b2 
FRS ae MUR pe 


5. Une tige cylindrique et un tube fabriqués en un même matériau, ayant 
même masse et même longueur, reposent par leurs extrémités sur deux supports 
et s'incurvent sous l’action de leurs propres poids. Calculer le rapport A/4, 
de leurs flèches si le rayon de la tige est r et le rayon du tube est À. 
Réponse. — Rs T 

2 7 

6. Lorsqu'on place sur deux supports une feuille de papier plat, elle s’in- 
curve et tombe sous l'action de son propre poids. Mais si on la roule pour en 
faire un cylindre compact ou un tube et que l’on colle le bord de la feuille, ces 
corps se comportent comme des solides. On peut même les charger sans qu'ils 
s'incurvent notablement. Expliquer ce comportement après avoir calculé les 
moments d'inertie Z,, 1., 14 des sections droites correspondantes. La longueur 
de la feuille (la distance entre les supports) est !, sa largeur est a et son épais- 
seur À, 

; 1 1 
é ( = — à = — 3 2 = a 8 # 

Réponse. 17, ouh, Le an (ch), La ge | 

7. Disposant d’un rondin de diamètre D, on doit en faire une poutre de 
section droite rectangulaire dont la flexion soit aussi petite que possible. Cal- 
culer la largeur a et l'épaisseur b de cette poutre. L 
: 5 b — a. Le problème consiste à étudier les 
extrémums de l'expression ab% avec la condition supplémentaire a? + b? — const. 


Réponse. a 


$ 81. Vitesse de propagation des perturbations élastiques 
longitudinales dans les tiges 


1. Lorsqu'une déformation apparaît en un point quelconque d’un 
Milieu élastique et qu'aussitôt après on supprime la contrainte, cette 
déformation ne reste pas sur place mais se propage dans le milieu 
en toutes directions. On dit alors qu’il se produit dans le milieu une 
propagation des perturbations ou ondes élastiques. Comme exemple 
nous citerons les ondes sonores générées dans les corps solides, liqui- 
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des ou gazeux. Fixons par exemple une longue tige de fer en position 
horizontale. Si on donne un coup de marteau sur une extrémité 
de la tige, on y voit apparaître une déformation de compression qui 
se propagera à grande vitesse le long de la tige. Pour déceler la pro- 
pagation de cette déformation, enfilons sur la tige une bobine dont 
les extrémités sont connectées aux bornes d’un oscillographe (fig. 216). 
La tige en fer est toujours aimantée ne serait-ce que sous l’action du 
champ magnétique terrestre. Tant qu'il n’y à pas de perturbation, 
le flux magnétique à travers la bobine est constant et aucun courant 


Vers l'oscillographe 


Fig. 210 


électrique n’y circule. Mais si la perturbation parvient jusqu’à la 
partie de la tige où est enfilée la bobine, le flux magnétique qui la 
traverse varie et un courant induit est détecté par l’oscillographe. 

Il est généralement difficile d'étudier la propagation d’une per- 
turbation élastique le long d’une tige étant donné sa grande vitesse 
et la petitesse de la perturbation. Mais on y parvient très bien en 
utilisant un modèle constitué par un ressort à boudin de grande lon- 
gueur fabriqué avec un fil métallique doux et suspendu horizontale- 
ment par des fils de suspension. Si on applique une légère percussion 
à l’un de ses bouts, on voit la déformation de compression se propa- 
ger le long du ressort. Si le bout du ressort était étiré, on verrait ap- 
paraître une déformation de traction qui se propagerait elle aussi à 
une vitesse déterminée le long du ressort. 

2. Une question importante est celle de la vitesse de propagation 
des perturbations élastiques. Etudions-la d’abord pour les perturba- 
tions élastiques se propageant le long d’une tige. Commençons par 
un modèle. Soit une rangée rectiligne de billes solides identiques et 
parfaitement élastiques en contact les unes avec les autres. Suppo- 
sons que cette rangée se prolonge indéfiniment vers la droite (fig. 217). 
Ce modèle n’a pas été spécialement conçu pour l'étude de la propa- 
gation des perturbations élastiques dans les tiges, mais permet de 
se faire très simplement une idée sur la répartition de la vitesse du 
mouvement de la substance dans une tige où se propage une pertur- 
bation créée par l'action d’une force déterminée. En frappant la 
première bille on lui communique une vitesse v (fig. 217 a). Cette 
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bille ira percuter la bille adjacente. On sait (cf. $ 28) que si le choc 
est élastique, il se produit un simple échange de vitesse, de sorte. 
que la première bille s’arrêtera et la deuxième sera mise en mouve- 
ment à la même vitesse v. Ensuite la deuxième bille transmettra par 
choc son mouvement à la troisième, puis s'arrêtera, et ainsi de suite, 
le mouvement se transmettant 
d'une bille à la suivante. C’est 
ainsi qu'apparaît une perturba- 
tion se propageant de proche 
en proche le long de la rangée 
de billes. Désignons par c la 
vitesse de propagation de cette 
perturbation en remarquant 
bien qu'elle n'a rien à voir avec 
la vitesse v du mouvement 
qu'effectue une des billes à 
l'instant considéré. Modifions 
maintenant les conditions de 
l'expérience. À l'instant où la 
première bille percute la deu- 
xième et s'arrête, frappons-la 
de nouveau de manière à lui 
communiquer la même vites- 
se v. À l'instant considéré les 
deux premières billes de la 
rangée posséderont la même 
vitesse v. Lorsqu'ensuite la 
deuxième bille percutera la 
troisième et s'arrêtera en lui 
communiquant sa vitesse v, la 
première percutera la deuxième 
et s'arrêtera. ‘Ainsi le mouve- 
ment sera transmis des deux 
premières billes aux deuxième 
et troisième billes; ensuite le 
mouvement sera transmis à 
la troisième et à la quatrième 
bille et ainsi de suite. Autre- 
ment dit, la rangée de billes sera parcourue par une perturbation telle: 
qu'à tout instant deux billes en contact mutuel seront en mouvement, 
toutes les autres étant au repos (fig. 217,b). Supposons maintenant. 
qu’à chaque fois que la première bille transmet son mouvement à la: 
deuxième, elle reçoit une nouvelle percussion qui rétablit sa vitesse v.. 
L'état de ce mouvement est représenté par les schémas de la figure 
217,c. Toutes les billes se trouvant à un instant donné à gauche d’une 
certaine frontière se meuvent à la vitesse vet les billes qui se trouvent: 


‘Fig. 217 
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à droite de cette frontière sont au repos. La frontière elle-même se 
déplace à droite à la vitesse c entraînant dans son mouvement de 
nouvelles billes. 

Il est évident que l’on ne change rien à l'affaire si on remplace 
les billes par de petits cylindres élastiques en contact les uns avec 
les autres par leurs bases (fig. 218). II ne reste plus qu'un pas à faire 
pour passer à un milieu continu. À mesure que les dimensions des 
cylindres diminuent et que leur nombre croît, la fréquence des chocs 
auxquels est soumis le premier cylindre ne cesse de croître ét la force 


A B 
PE LD AA: ns 
4! | 8 
EEE + AIN 


Fig. 218 Fig. 219 


de percussion qui leur est appliquée diminue en proportion. À la 
limite on aboutit à une tige massive sur l’extrémité libre de laquelle 
est appliquée une force constante F (fig. 219). Notre modèle ne dif- 
fère d’une tige réelle qu’en ce qu’il ne présente aucune résistance à 
la rupture. Ce fait n’a aucune importance tant qu'il s’agit de la pro- 
pagation d’une perturbation de compression, puisque notre modèle 
présente une résistance à la compression. On pourrait perfectionner 
notre modèle en disposant entre les cylindres des petits ressorts de 
masse négligeable qui relieraient les cylindres les uns aux autres. 
Mais c’est inutile pour une étude des perturbations de compression. 
L'état de mouvement instantané produit par l'application d’une 
force constante F à la tige peut être caractérisé comme suit. La subs- 
tance de la tige se trouvant à gauche d’une certaine frontière B 
se meut à une vitesse constante v et la substance se trouvant à droite 
de cette frontière est au repos. La frontière B se déplace, elle, de 
gauche à droite à la vitesse constante c. En acoustique on a géné- 
ralement affaire à de petites perturbations et dans ce cas la vitesse v 
de La substance est très petite par rapport à la vitesse de propagation 
de la perturbation c. Cette règle n’est en défaut que si les perturba- 
tions sont très fortes (elles sont dites ondes de choc et nous ne les 
examinerons pas ici}. Nous nous limiterons au seul cas des petites 
perturbations. 

3. Calculons la vitesse de propagation dans la tige des petites 
perturbations longitudinales produites à un instant donné par ap- 
plication d’une force de pression constante F à son extrémité libre 
(fig. 219). Cet instant sera pris pour instant initial. Dans la partie 
perturbée de la tige la substance se meut à tout instant { à une vites- 
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se constante v, la déformation de cette partie étant partout la même. 
En désignant par m la masse de la partie déformée de la tige à l’ins- 
tant ?, sa quantité de mouvement à cet instant sera mv. L'accrois- 
sement d (mv) de la quantité de mouvement de la tige dans le temps 
dt est égal à l'impulsion F dt de la force pendant ce même intervalle 
de temps. Par suite 

OT DS (81.1) 
Au cours du temps # la perturbation parcourt un chemin ? = ct; 
la masse de la partie perturbée de la tige devient alors égale à m — 
= pSct, où S est l’aire de la section droite de la tige et p sa densité. 
En toute rigueur les valeurs de S et de p figurant dans cette expression 
devraient correspondre à la éige non perturbée. Néanmoins la pré- 
cision de nos calculs est telle que la différence de valeurs de ces quan- 
tités pour la tige perturbée et non perturbée peut être négligée. Ce 
n’est que dans le cas de perturbations fortes que cette différence de- 
vient importante. En portant dans (81.1) m = pSct, F = PS, P 
étant la pression dans la région perturbée de la tige, nous obtenons 


P = pcy (81.2) 


La pression P est liée à la compression relative de la tige par la rela- 
tion P = Ee. Pour calculer # on remarquera qu'à l'instant ? l’extré- 
mité droite B de la partie comprimée de la tige n’a pas encore eu 
le temps de se déplacer tandis que son extrémité Libre 4’ était en mou- 
vement pendant tout ce temps et s’est déplacée de vt. [1 en résulte 
que par rapport à sa longueur initiale la partie perturbée de la tige 
s’est raccourcie de A — vi. On écrira donc 


==? (81.3) 
P=E=. (81.4) 


En éliminant P entre les formules (81.2) et (81.4) on trouve 
A 
= ZE, (81.5) 


*) Si on calcule la dérivée, on obtient 


d d 
ner — D, (81.12) 


Cette relation est un cas particulier de l'équation (21.2). On peut considérer 
en effet la partie perturbée de la tige comme un corps de masse variable, avec 
el = —v. On peut déduire de (84.1a) la formule (81.2) en remarquant que 
dans le cas considéré | : 
dv . dm. 
a 


28—05:59 
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Cette formule définit la vitesse de propagation des perturbations 
élastiques dans le cas considéré. 

4. La force F produit dans le temps { un travail A = Fvt = 
= PSect — PeV, V étant le volume de la partie perturbée de la 
tige. L'énergie potentielle emmagasinée pendant la compression est 
U = 1/,PeV. Ainsi U — 1/,A. La moitié seulement du travail pro- 
duit est utilisée à accroître l'énergie potentielle de la tige, l’autre 
moitié étant dépensée pour augmenter son énergie cinétique. À tout 
instant l'énergie cinétique est égale à l'énergie potentielle. Nous dé- 
montrerons dans le paragraphe suivant que toute perturbation si 
elle est petite et se propage dans un seul sens jouit de cette propriété. 

5. Si la force F cesse d'agir à un certain instant, la tige comportera 
une région perturbée limitée des deux côtés. Pour s'en rendre compte 
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L 


1 
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il suffit de reprendre le modèle de la rangée rectiligne de billes élas- 
tiques contiguës (fig. 217) et de passer à la limite d’une tige con- 
tinue. A l’aide de ce même modèle on se rendra compte que les deux 
frontières de la région perturbée doivent se propager dans le même 
sens et à la même vitesse donnée par (81.5). Pour le démontrer con- 
sidérons dans la partie perturbée une section droite (fig. 220) cons- 
tituée par les mêmes particules pendant tout le temps de l'étude. 
Il est évident que cette section se déplacera de gauche à droite à 
la vitesse v et qu’elle joue le rôle de l'extrémité libre de la tige. 
La partie restante de la région déformée, située à gauche de la section 
considérée, exerce sur cette section une force de pression F = PS. 
Nous pouvons donc appliquer à la partie de la tige se trouvant à 
droite de cette section le raisonnement que nous avons mis en œuvre 
ci-dessus. On en conclut que la frontière B de la région perturbée 
se déplace de gauche à droite à la vitesse c définie par (81.5). 

6. Nos raisonnements ne seront pas sensiblement modifiés si à 
un instant donné on applique à l'extrémité de la tige une force de 
traction constante. Par rapport au cas d’une force de pression, la 
seule différence est que la tige sera parcourue non pas par une per- 
turbation de compression, mais par une perturbation de dilatation. 
La vitesse de propagation est donnée par la même formule (81.5). 
Il est évident que dans ce cas le modèle de la rangée de billes élastiques. 
est inutilisable, mais on peut fort bien utiliser un modèle où les 
billes sont reliées entre elles par des ressorts infiniment courts et 
de masses négligeables. | 
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7. Dans nos raisonnements nous avons admis que la perturbation 
qui se propage dans la tige était produite par une force constante 
appliquée à un certain instant à son extrémité. Il est facile de géné- 
raliser au cas d’une force variable. Reprenons notre modèle d’une 
rangée de billes élastiques mais reliées les unes aux autres par de 
petits ressorts de masse négligeable. Si à des instants déterminés 
on applique à la première bille des chocs de forces différentes, on 
lui communique des vitesses différentes. La répartition des vitesses 
peut être illustrée par les schémas de la figure 217, à cette différence 
près que la vitesse v varie d’une bille à l’autre. En passant à la limite: 
d’une tige continue nous arrivons à une perturbation se propageant 
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dans un sens déterminé mais où la vitesse de la substance varie d'un 
point à l’autre. Même le sens de la vitesse v peut s’inverser si lesens 
d'application de la force vient à varier. La région perturbée sera 
délimitée des deux côtés si la durée d’application de la forceest 
limitée. Nous allons démontrer que les. formules (81.2), (81.8), et 
donc (81.5) restent valables pour la perturbation. considérée. Sur la 
figure 221 la région perturbée est hachurée et représentée à deux. 
instants infiniment proches 2 et { + di. Au cours du temps dt la. 
région perturbée se déplace de c dt. Considérons dans la région per- 
turbée un plan normal À constitué par les mêmes particules de la 
substance. Ce plan se déplace de gauche à droite à Ia vitesse v qui 
est celle des particules du plan À à l'instant t. Au bout du temps df 
les particules se déplaceront dans la position À’ après avoir parcouru. 
un chemin très court v di que nous pouvons négliger. La perturbation: 
elle-même se déplace d’une distance beaucoup plus grande égale à 
c dt. Calculons l'accroissement de la quantité de mouvement de la. 
substance se trouvant. à droite du plan À. La perturbation se déplace 
du point À au point D en parcourant un chemin c dt. Le mouvement. 
de la substancese trouvant à droite du plan D sera à l'instant t + dt. 
exactement le même que celui qu'avait à l'instant # la substance se 
trouvant à droite du plan À. Il est évident que l'accroissement cher- 
ché de la quantité de mouvement doit être égal à la quantité de mou- 
vement comprise entre les plans 4’ et D, donc égal à Sc dt pv. Il est. 
égal à l'impulsion des forces de pression PS di s’exerçant dans le 
plan À pendant le temps di. En égalant les deux expressions on ob-. 
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tient la formule (81.2). Il est tout aussi facile d’arriver à la formu- 
le (81.3). Considérons une tranche infiniment petite comprise entre 
les plans 4’ et D (fig. 221). Sa longueur initiale était égale à { = 
= cdt. Mais comme la perturbation arrive au plan A’ plus tôt 
(de dt) qu’au plan D, le chemin parcouru par la substance liée au 
plan 4’ sera de v dt plus long que celui de la substance liée au plan D. 
1 en résulte que la contraction de la tranche A'D due à sa défor- 


mation est Al —v dt. En formant le rapport & on obtient la for- 


mule (81.3). 
La densité de l'énergie cinétique dans la région perturbée est 
Won = ‘400. La densité de l'énergie potentielle y est w,% — 


2 
= 1/,Ee? +. En portant dans cette dernière équation la va- 


leur de c tirée de (81.5) on trouve wo = t/3pv°. Ainsi Wen — Wpot- 
Dans toute perturbation élastique progressive, c'est-à-dire dans toute 
perturbation se propageant dans une direction et un sens déterminés, 
l'énergie totale se répartit également entre l'énergie potentielle et l'éner- 
gie cinétique. 


$ 82. Application du principe de superposition 


4. Nous avons déjà utilisé le principe de superposition en statique. 
La propagation des petites perturbations obéit également à ce prin- 
cipe. Soit une perturbation se propageant dans un milieu donné. 
Nous désignerons par s, (ro, t) l’élongation d’une particule du milieu 
perturbé par rapport à sa position d'équilibre. Le vecteur r, est le 
rayon vecteur du point considéré à l’état de repos, donc à un instant 
précédant l’apparition de la perturbation. Soit s, (rs, t) le déplace- 
ment de cette particule provoqué dans le même milieu par une se- 
conde perturbation. Quelle sera la perturbation du milieu en pré- 
sence de ces deux ébranlements? Le principe de superposition af- 
firme que le déplacement résultant sera 


8 (ros À) = 81 (ro t) + Sa (ras te 


Cela signifie que foute perturbation préexistant dans un milieu n'af- 
fecte pas la propagation d'une autre perturbation. Chacune des pertur- 
bations se propage comme si elle était seule. Comme exemple on peut 
citer les ondes à la surface de l’eau. Si on jette deux pierres dans l’eau 
calme d’un étang on verra se propager à partir de leurs points d’im- 
pact des ondes circulaires. Là où elles se superposent on voit appa- 
raître un mouvement résultant compliqué. Mais après avoir franchi 
la région où elles se superposent, chacune des ondes est exactement 
de la même forme que si elle était seule. Le principe de superposi- 
tion est naturellement vérifié pour un nombre quelconque de per- 
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turbations se superposant les unes aux autres. Il faudrait appeler ce 
principe, tel qu’énoncé ci-dessus, principe de superposition des petits 
mouvements (ou des petits déplacements). Mais il est tout aussi bien 
vérifié pour les vitesses des particules puisque les vitesses s'obtiennent 
par dérivation des déplacements par rapport au temps. Il est éga- 
lement vérifié pour les contraintes élastiques puisque celles-ci sont 
des fonctions linéaires des déformations, donc des déplacements. 
On peut considérer le principe de superposition comme un fait expé- 
rimental. 11 est aussi la conséquence du caractère linéaire (par rap- 
port aux déplacements) des équations décrivant les petites pertur- 
bations. Z1 est en défaut si les perturbations sont fortes. 

2. Nous avons montré au paragraphe précédent que l'énergie 
totale d'une perturbation mobile se répartissait également entre 
l'énergie potentielle et l'énergie cinétique. L'application du prin- 
cipe de superposition démontre que ce résultat est inéluctable. 
Pour fixer les idées considérons des perturbations se propageant dans 
une tige, cet exemple n'étant nullement limitatif, car nos considé- 
rations ont une portée générale. Supposons qu’à l’instant initial 
une tranche de la tige subit une déformation, la substance comprise 
dans cette tranche étant encore au repos. Toute l'énergie initiale Æ 
de la tige est alors de l'énergie potentielle. Si on supprime les forces 
extérieures qui ont créé la déformation initiale, deux perturbations 
issues de la région déformée se propageront en sens opposés. Si la 
perturbation initiale était symétrique, l'énergie totale Æ se parta- 
gera également entre les deux perturbations générées. Il nous faut 
démontrer que dans chacune de ces perturbations mobiles l'énergie 
cinétique est égale à l'énergie potentielle. Considérons les deux per- 
turbations à l’instant initial où elles se recouvrent complètement. 
En désignant par P, et P, les pressions et par v, et v, les vitesses de 
la substance dans les deux perturbations, en vertu du principe de 
superposition on a à l'instant initial P, + P, = P, u + w = 0, 
étant la pression dans la région perturbée au même instant. Par rai- 
son de symétrie P, = P, = P/2. Cette même corrélation des pres- 
sions existera à tout instant ultérieur en des points correspondants. 
Elle subsistera notamment lorsque les deux perturbations se sépa- 
reront et il sera alors opportun de parler d’une subdivision de l’éner- 
gie totale entre les deux perturbations générées dans la région de la 
perturbation initiale. Comme l'énergie potentielle est proportion- 
nelle au carré de la pression, sa valeur sera égale à E/4 dans chacune 
des perturbations mobiles; l'énergie potentielle des deux pertur- 
bations sera donc égale à E/2. En vertu de la conservation de l’éner- 
gie, l’autre moitié de l'énergie totale doit être convertie en énergie 
cinétique. 11 est évident que l'énergie cinétique se répartira elle 
aussi également entre les deux perturbations mobiles. Ainsi dans 
chaque perturbation mobile les énergies cinétique et potentielle 
seront identiques et égales à Æ/4. 
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3. Ce raisonnement fondé sur des considérations de symétrie 
n’est correct que si la répartition initiale de la déformation présente 
la symétrie requise. Mais même si cette dernière condition n’est 
pas remplie, le raisonnement reste valable. Pour s’en rendre compte 
il suffit de subdiviser en pensée la région perturbée initiale en des 
régions infiniment petites. A l'intérieur de ces régions infinité- 
simales la pression pourra être considérée comme constante et sa 
répartition pourra être représentée par un rectangle infiniment étroit. 
C’est dire que dans chacune de ces régions infinitésimales pertur- 
bées la répartition initiale de la pression aura une symétrie conve- 
nable. Selon le principe de superposition les perturbations issues de 
chaque région infinitésimale ne dépendent pas de l'état de toutes les 


Fig. 222 


autres. On peut donc appliquer le raisonnement ci-dessus. Au cours 
du temps {les perturbations issues de la région inifinitésimale con- 
sidérée se propagent à une distance cf. Si les perturbations générées 
dans toute la région perturbée ne se recouvrent plus ‘à l'instant £, 
celles qui sont'issues des'différentes petites régions perturbées ne se 
recouvriront:pas non plus (fig. 222). On a pour elles P, — P, = t/,P. 
U en découle que dans chacune des perturbations mobiles issues de la 
région perturbée les énergies potentielles et cinétiques totales sont égales 
et, de plus, sont égales les densités .de ces énergies. 

4.11 à été supposé dans ce qui précède que les deux perturbations 
mobiles avaient été générées dans une région déformée initiale qui 
était immobile. On peut fort bien utiliser le raisonnement ci-dessus 
pour les perturbations issues des régions non déformées dont les 
particules sont animées à l'instant initial de vitesses arbitrairement 
réparties dans ces régions. 

5. On en conclut que pour qu’une perturbation soit mobile il faut 
que les densités de ses énergies cinétique et potentielle soient égales. 
Pour décider du sens de propagation d’une perturbation on aura 
recours à des considérations énergétiques. Soit le cas où la région 
perturbée AB se propage de gauche à droite (fig. 221). Choisissons 
une section droite S. Pour que la perturbation sé déplace à droite 
il faut que la partie AS de la tige effectue un travail positif sur la 
partie SB, i.e. on doit avoir Pv >> 0 si on convient de considérer 
comme positives les vitesses dirigées de gauche à droite. Si v => 0 
on doit avoir P >> O0, ce qui suppose que la contrainte s'exerçant dans 
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la section S est une pression. Si v << 0 on doit avoir P << 0, ce qui 
implique que la section S est le siège d’une tension T = —P. Pour 
assurer la propagation de la perturbation de droite à gauche il faut 
que Pv 0. 

Si l'égalité des énergies potentielle et cinétique n'est pas réalisée 
dans une perturbation, elle se divisera en deux perturbations se pro- 
pageant en sens inverses. Dans le cas général ces perturbations empor- 
teront des énergies différentes. Si, par exemple, en tout point de la 
région perturbée initiale Pv >> 0, l'énergie emportée vers la droite 
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sera plus grande que celle qui part vers la gauche de la région pertur- 
bée. L'inverse sera vrai si Pv << 0 et si Pv — 0 les deux perturba- 
tions emporteront des énergies égales. 

6. 11 résulte des considérations ci-dessus que dans une onde de 
compression mobile les particules de la tige se meuvent dans le sens 
même du déplacement de la perturbation. Si la perturbation est de 
dilatation, les mouvements des particules de la substance et de la 
perturbation s'effectuent en sens opposés. Supposons que la pertur- 
bation est une compression qui se propage de gauche à droite dans 
la tige. Voyons ce qui se produira lorsqu'elle aura atteint l'extrémité 
droite de la tige. Si nous supposons que cette extrémité est libre, 
l’arrivée de la perturbation communiquera aux particules de la tige 
des vitesses dirigées dans le même sens, c’est-à-dire à droite. Comme 
l'extrémité de la tige n’est pas fixe, les particules mises en mouve- 
ment ne pourront s'arrêter que lorsqu'elles seront soumises de la 
part de la tige à des forces dirigées à gauche. Or cela n’est possible 
que si l'extrémité droite de la tige est dilatée. Cela signifie qu'à l’ex- 
trémité de la tige la compression se transforme en une dilatation. 
Cette dilatation fera apparaître dans la tige une perturbation de 
dilatation qui s'y propagera vers la gauche (fig. 223). Tout se passe 
comme si à un certain instant l'extrémité libre de la tige avait été 
soumise à une traction, y créant une déformation de dilatation. Dans 
la perturbation de dilatation qui se propage de droite à gauche, les 
vitesses des particules du milieu doivent être dirigées dans le sens 
opposé à celui de la perturbation. Ce sont les forces de tension qu’ap- 
pliquent aux particules du milieu les régions dilatées de la tige se 
trouvant à droite des particules, qui leur communiquent les vites- 
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ses ainsi orientées. Nous voyons ainsi qu’une perturbation de com- 
pression se réfléchit sur l'extrémité libre de la tige et se transforme en une 
perturbation de dilatation. Les perturbations de dilatation se comportent 
de même: elles subissent une réflexion sur l'extrémité libre de la tige 
en se transformant en perturbation de compression (fig. 224). Dans les 
deux cas le signe de la déformation change à la réflexion, tandis que 
le signe de la vitesse v des particules de la substance se conserve. 

Si l'extrémité de la tige est fixe, la réflexion conduit générale- 
ment à un partage de la perturbation incidente en deux perturbations 
dont l’une est réfléchie et se propage en sens inverse, tandis que l’au- 
tre passe dans le milieu qui est en contact avec l’extrémité fixe de la 
tige. Dans le cas limite où ce milieu est infiniment rigide, la per- 
turbation est réfléchie en totalité. Considérons ce cas limite. Lorsque 
la perturbation atteint la frontière avec ce milieu infiniment rigide, 
la compression (ou la dilatation) ne se transforme pas puisque l’extré- 
mité de la tige, étant fixe, ne peut se déplacer. Mais les forces qu’ap- 
plique le milieu contigu déterminent l’inversion du sens des vitesses 
des particules. Les signes des déformations se conservent tandis que 
le sens des vitesses s’inverse. Ainsi, par réflexion d’une perturbation 
de compression (de dilatation), on obtient également une perturbation 
de compression (de dilatation). 


PROBLÈMES 


1. On crée dans une tige élastique une déformation de compression initiale 
telle que les vitesses des particules de la région déformée sont toutes de même 
sens (par exemple de la gauche vers la droite) et qu’en tout point de cette région 
la densité de l'énergie potentielle est « fois plus grande que la densité de l’éner- 
gie cinétique. Calculer les parts de l'énergie initiale qui sont emportées respec- 
tivement par la perturbation allant à droite de la région perturbée et par la 
perturbation allant à gauche de cette région. 

Solution. Pour simplitier utilisons des unités telles que les densités 
des énergies potentielle et cinétique s'expriment par les formules wcin = v?, 
wpot = P?. Ecrivons les valeurs initiales de P et de v sous la forme 


P= Pi+ Ps v= + ve 


Supposons que chacune des perturbations initiales P;, v, et P,, v, engendre 
uve perturbation allant dans un seul sens. On aura alors P? = v?, P$ = vi. Si 
la première perturbation se propage à droite et la seconde à gauche, on aura 
Pi > 0 et Pau << 0. On obtient alors 


Pi= tn Ps= —ù 


et 
TE 2e pie ne | 
Le rapport des énergies transportées par les perturbations est 
see 
RC EE 
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soit 
ÆE, _ 1+2Va+a = Va+1 1 


Es  1—-2Va+ta V'a—1 


2. Un cylindre d'acier d’une longueur ! — 40 cm, en mouvement parallèle- 
à son axe de révolution, à la vitesse v, vient heurter un deuxième cylindre iden- 
tique au premier mais immobile et dont l'axe est dans le prolongement de l’axe- 
du cylindre mobile. Par étude des perturbations élastiques engendrées par le- 
choc, déterminer la durée du choc. Pour quelles valeurs de la vitesse v les défor- 
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mations des cylindres seront-elles plastiques et pour quelles autres les cylindres: 
seront-ils écrasés? Pour l'acier Ë — 2.102 dynes/cm®, p — 7,8 g/cm*, limite- 
d'élasticité P, — 2-109 dynes/cm?. 

Solution. A l'instant où les cylindres viennent en contact, la vitesse- 
du cylindre À est égale à v, le cylindre B est au repos et aucun d'eux n'est défor- 
mé (fig. 225, position 1). Aussitôt après collision, à partir de la zone de choc 
commencent à se propager des ondes de compression dont la vitesse par rapport: 
aux cylindres est égale à c (position 2). Dans la région de compression les particu- 
Jes des deux cylindres se meuvent dans le même sens avec la vitesse w/2. Ce- 
résultat découle de la loi de conservation de l'impulsion. Lorsque les pertur- 
bations arriveront aux extrémités des cylindres, toute la substance sera en mou- 
vement avec la même vitesse v/2 (position 8}. La masse de la substance en mouve— 
ment a doublé, tandis que sa vitesse a diminué de deux fois, de sorte que la loi: 
de conservation de l'impulsion est respectée. Par rapport à sa valeur initiale,. 
l'énergie cinétique a diminué de deux fois. La moitié de l'énergie s’est transformée 
en énergie potentielle — les deux cylindres sont uniformément comprimés et appli- 
qués l’un contre l'autre. Dès lors commence la réflexion des perturbations par- 
les extrémités libres des cylindres (position 4). Les perturbations de compres- 
sion se transforment en perturbations de dilatation. Sur l'extrémité gauche, 
la pression exercée par les régions adjacentes annule la vitesse des particules 
et sur l'extrémité droite elle les accélère. A l'extrémité gauche de la tige apparaît. 
une région non déformée où la substance est au repos, tandis qu'à l'extrémité: 
droite, dans la région non déformée, la substance se déblice à droite à la vitesse v.. 
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Pour s'en rendre pop adoptons un référentiel se déplaçant à droite à la vitesse 
v/2. A l'instant initial (position 3) les deux cylindres sont uniformément compri- 
més et au repos dans ce référentiel. Par réflexion sur les deux extrémités apparais- 
sent des perturbations de dilatation: celle qui apparaît sur l'extrémité gauche 
se déplace à droite à la vitesse c et celle qui apparaît sur l'extrémité droite se 
déplace à gauche à la même vitesse. À proximité des extrémités libres des cylin- 
dres apparaissent des régions non déformées où les vitesses de la substance par 
rapport au référentiel mobile doivent pointer vers l'extérieur des cylindres 
puisque le mouvement correspondant résulte de l’action des forces de compres- 
sion dirigées dans ce sens. Par raison de symétrie ces vitesses sont égales en 
valeur absolue, maïs de sens contraires. Désignons par v’ la vitesse de la subs- 
tance dans la région non déformées située à droite (il est évident qu'elle est posi- 
tive). La vitesse de la substance dans la région non déformée se trouvant à gauche 
sera —v’. Pour calculer v’, revenons à notre référentiel fixe. Par ra non au 
référentiel fixe les vitesses de la substance dans les deux régions non Le formées 
seront égales à w/2 —v" et à w/2 + v’. Lorsque les perturbations se rencontrent 
au point de contact des cylindres, les déformations s'évanouissent et les deux 
<ylindres se déplaceront ensemble à la vitesse w/2 — v’ et u/2 + v'. L'énergie 
cinétique de ce mouvement est 


Fr) (eo) re, 


Or cette quantité doit être égale à mv?/2. Il s'ensuit que v’? = v°/4, et v’ — v/2. 
Aussi lorsque les deux ondes de dilatation se rencontrent au milieu, le premier 
cylindre s'immobilise et ne sera pas déformé, tandis que le second se met en 
mouvement de gauche à droite à la vitesse v et ne sera pas déformé lui non plus 
{position 5). Comme on pouvait s’y attendre, les cylindres ont échangé leurs 
vitesses. À partir de cet instant il n’y aura plus de contact entre les cylindres. 
La durée du choc est donc définie comme l'intervalle de temps requis pour un 
ue + retour de la perturbation le long de l'axe des cylindres (peu importe 
lequel) : 


Sie — V4 + 4410 


Calculons maintenant la compression relative des cylindres pendant la 
déformation. Après mise en contact, l'extrémité gauche du cylindre B a acquis 
une vitesse v/2, tandis que l’extrémité droite est restée au repos pendant un 
temps égal à !/;tehoc. Durant cet intervalle de temps son extrémité gauche se 
déplice de x — Morse La compression relative du cylindre sera donc 


LA v 


7 2e ? 


et la pression correspondante P = E" D Pour ne pas avoir de déformations 
plastiques ou d'écrasements, il faut que P << P,, soit 
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$ 83. Vitesses de propagation des perturbations longitudinales 
et transversales dans un milieu illimité 


1. Nous avons appelé les perturbations considérées au $ 81 dé 
formations longitudinales. Or ce n’est pas tout à fait exact puisqu- 
toute déformation de compression d’une tige s'accompagne d'une 
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augmentation de ses dimensions transversales. Lors d’une déforma- 
tion de traction d’une tige, ses dimensions transversales diminuent. 
Pour caractériser quantitativement ces effets, on introduisit le coef- 
ficient de Poisson. Il s'ensuit que dans la tige les particules ne se 
déplacent pas de façon rigoureusement parallèle à son axe: à côté 
de la composante longitudinale de leurs vitesses elles possèdent une 
composante transversale. Pour rendre une perturbation purement 
longitudinale il faut empêcher les particules de la tige de se déplacer 
dans des directions perpendiculaires, ce qui revient à «fixer» la 
surface latérale de la tige. C’est ce qui se réalise lorsqu'une pertur- 
bation longitudinale se propage dans un milieu illimité. Si dans 
un tel milieu on découpe en pensée une « tige » dont l'axe est paral- 
lèle à la direction de propagation de la perturbation (qui dans le 
cas d’une perturbation longitudinale est parallèle au déplacement 
des particules), les particules situées sur la surface latérale de cette 
tige et bloquées par les particules voisines-du milieu ne pourront 
plus se déplacer dans une direction transversale. Tous les déplace- 
ments seront alors parallèles à l’axe de la « tige ». On peut appliquer 
les raisonnements développés aux paragraphes précédents à ce nou- 
veau Cas. On doit cependant remplacer le module de Young E par 
le module de traction ‘uniaxiale E". La vitesse de propagation des 
perturbations longitudinales dans un milieu illimité s’ exprime par 


a=V + : (83.1) 


et en utilisant (77.9) et (78.5) 
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2. Dans un milieu illimité solide à côté des ee longitu- 
dinales, peuvent se propager des perturbations transversales. On appel- 
le ainsi les perturbations où les particules du milieu se déplacent dans 
des directions normales à la direction de la propagation de la pertur- 
bation. On calcule la vitesse de propagation des perturbations trans- 
versales exactement comme on l’avait fait pour les perturbations 
longitudinales. Pour cela nous délimiterons par la pensée dans le 
milieu considéré une «tige » quelconque dont l’axe est parallèle 
à la direction de la propagation de la perturbation, .i.e. normal aux 
déplacements des particules (fig. 226). Si à l’instant initial on 
applique à la base de cette « tige » une contrainte tangentielle cons- 
tante +, la tige sera le siège d'une déformation de cisaillement qui se 
propagera à une vitesse c;. En raisonnant de même qu’au $ 81, 
nous trouverous que la contrainte tangentielle + est liée à la vitesse 
ci et à la vitesse v des Fe de la tige par la relation 


= pejv. : (83.3) 
lei rt — Gy, yest l'angle de ns que l’on calcule comme suit, 
Au cours du temps # l'extrémité libre de la tige se déplace de vt. 
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tandis que la perturbation parcourt un chemin c,t. Comme v « 
< c1, il en découle 


Ÿ=—. (83.4) 


a=y£. (83.5) 


3. Si les perturbations transversales sont petites, on peut leur ap- 
pliquer le principe de superposition. Il s'ensuit que dans toute per- 


«4 me. 
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D'où 


Fig. 226 


turbation transversale se propageant dans une direction déterminée, 
les densités des énergies cinétique et potentielle sont égales. Pour 
déterminer la direction de la propagation des perturbations trans- 
versales on fait appel aux considérations énergétiques exactement 
comme dans le cas des perturbations longitudinales. 

&. Puisque K = 0, il résulte des formules (83.2) et (83.5) que 


cy > Cie (83.6) 


11 s'ensuit que toute perturbation apparaissant dans un milieu illi- 
mité se scinde en une perturbation transversale et une perturbation 
longitudinale, cette dernière parvenant au point d'observation plus 
rapidement que la perturbation transversale. La nécessité de cette 
subdivision résulte directement du principe de superposition des pe- 
tites perturbations, selon lequel les perturbations longitudinales et 
transversales doivent se propager indépendamment les unés des autres. 


Calculons, pas exemp le, les vitesses de propagation des ‘perturbations 
eue dans le fer ou F: acier. L'expérience fournit les données ME 
E = 21,240 N/mi, G = 8,2.1019 N/m°, p = 0,29, p = 7,810 kg/m°. 
utilisant ces données on obtient 


c= V + 5,210 m/s, 


1—p 
(+) a 2p) 


re du = 84108 m/s, 


eye -=6.18% m/s, 
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PROBLÈMES 


1. Montrer que la vitesse de propagation des oscillations de torsion le 
long] d'une tige coïncide avec la vitesse de propagation c, des perturbations 
transversales, . 

Solution. Pour généraliser nous supposerons que la tige se présente 
sous la forme d’un tube cylindrique de rayon interne r, et de rayon externe rs. 
Appliquons à la base du tube des contraintes tangentielles constantes produisant 
un moment de rotation M par rapport à l'axe géométrique du tube. Le tube 
est alors le siège de déformations de torsion dont la vitesse de propagation est c. 
Dans la région perturbée la substance tournera à une vitesse angulaire constan- 
te w. Si la durée d'action du moment M est t, on a évidemment 

Mt= lo, 
ou J est le moment d'inertie de la région perturbée. D'autre part, M = fp= 
= fat. D'où ff — J. En y portant J = 1/,xpi (r4 — r#), t — Uc (l est la lon- 
gueur de la région perturbée) et en utilisant La relation (79.4) on obtient 

pt = G. 

2. Etablir l'expression de la vitesse des perturbations sonores longitu- 
dinales se propageant dans une plaque illimitée bidimensionnelle mince. Mon- 
trer que cette vitesse est plus petite que celle des perturbations longitudinales 
dans un milieu illimité (voir problème au $ 77), 

E 


p(i— np) 


$ 84. Vitesse de propagation des perturbations transversales 
dans une corde tendue 


Réponse. ce — 


1. Les perturbations transversales se propagent dans les corps 
solides parce qu'ils présentent une élasticité transversale qui est la 
capaci'é de s’opposer à tout changement de forme sans modification 


T 


h ? 


T 4 
Fig. 227 


de volume. L'élasticité transversale peut être créée artificiellement 
dans des corps qui n’en possèdent pas. Un exemple en est fourni par 
une corde flexible. Tant que la corde n’est pas tendue, elle ne peut 
transmettre des perturbations transversales. Si on fixe l’une des 
extrémités de la corde et si on suspend un poids à l’autre en faisant 
passer la corde par une poulie, la corde sera soumise à une tension 
constante T. La corde présente alors une élasticité de forme et elle 
peut transmettre des perturbations transversales dont la vitesse de 
propagation sera donnée par la formule (83.5). Il faut cependant dé- 
terminer quelle grandeur joue le rôle du module de cisaillement G 
dans la corde tendue. Considérons un petit segment AB d’une corde 
tendue et incurvée (fig. 227). Nous admettrons que les déformations 
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de la corde sous tension dues aux déplacements transversaux de ses 
particules sont petites. On peut alors négliger les variations de la 
tension T résultant des incurvations de la corde déterminées par de 
petites déformations. Dans cette approximation les tensions T ap- 
pliquées aux extrémités du segment AB suivant son axe sont les mê- 
mes. Leurs composantes tangentielles aux bases du segment AB 
sont égales à T sin y Æ Ty. Cela signifie que les bases de AB sont 
soumises à des contraintes tangentielles x = (T/S) y, S étant l'aire 
de la section droite de la corde. On peut considérer que la déformation 
du segment AB est un cisaillement produit par ces contraintes tan- 
gentielles. Comparant la formule précédente avec la formule + — 
— GY, on peut conclure que le rôle de module de cisaillement est 
assumé par la quantité G — T/S. En portant cette expression dans 
la formule (83.5) et en introduisant la notation 8 = pS, on trouvera. 
pour la vitesse de propagation des perturbations transversales dans 


la corde 
eV (84.1) 


La quantité Ô qui est égale à la masse par unité de longueur de la 
corde est dite densité linéaire de la corde. 


2. Si dans une corde la perturbation se propage dans une seule direction 
les densités des énergies cinétique et potentielle y seront égales. La direction 
et le sens de la propagation d’une perturbation se laissent alors déterminer par 


Fig. 228 


des considérations énergétiques. Pour cela il faut connaître, en plus de la con- 
figuration de la corde, la vitesse de tous ses points à un instant donné. Ainsi 
la perturbation représentée sur la figure 228 se propage de gauche à droite. Les 
flèches verticales y représentent les vitesses des particules de la corde à l'instant 
considéré. Si on considère une section droite de la corde, l'angle que forme la- 
force de tension s'exerçant sur la partie droite de la corde avec sa vitesse dans 
la section considérée sera aigu. Par contre la force de tension agissant sur la 
partie de la corde se trouvant à gauche du plan considéré forme avec la vitesse 
de cette partie de la corde un angle obtus. Cela signifie que le travail effectué 
par la force de tension dans la partie droite de la corde est positif et que celui” 
effectué dans la partie gauche est négatif. C’est pour cette raison que la pertur-. 
bation se déplace de gauche à droite. Si on inverse le sens des vitesses de toutes 
les particules de la corde, la perturbation se propagera de droite à gauche. 


8. On peut établir la formule (84.1) par un procédé très révéla 
teur. Soit: une corde où on aura excité une perturbation transversale: 
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se propageant de gauche à droite à la vitesse c (fig. 228). Etudions le 
phénomène dans un référentiel se déplaçant uniformément de gauche 
à droite à la même vitesse c. Dans ce référentiel la perturbation 
sera immobile et la corde se déplacera tout entière vers la gauche à 
la vitesse c. Dans la région perturbée, à ce mouvement viendront se 
superposer de petites oscillations transversales de la corde. L’axe 
de la corde est la trajectoire des particules mobiles se trouvant sur 
cet axe. Si on enfilait sur la corde un tube convenablement recourbé 
pour épouser la forme de la corde et qui serait immobile dans le réfé- 
rentiel mobile utilisé, la présence de ce tube n'’affecterait en rien le 
mouvement de la corde. La corde glisserait à 

l’intérieur du tube sans frôler ses parois, àcon- - ê 8 
dition qu'on la tire à une vitesse bien déter- 

minée c. Si les perturbations sont petites, les 7 
vitesses v des mouvements transversaux des 
particules de la corde seront petites par rap- 

port à la vitesse c. Dans la formule de la vitesse 
résultante V c?+v? des particules on pourra a 
négliger alors le carré de la petite quantité v. D 

Dans cette approximation la vitesse totale des 

particules de la corde devient égale à c sur Fig. 229 
toute la longueur de la corde. Cependant, dans 

les parties du tube où la corde est incurvée, ses particules ont un 
mouvement accéléré. Leurs accélérations sont normales à la trajec- 
toire et sont définies par l'expression a = c?/R. Pour créer ces accé- 
lérations il faut qu’il existe une force normale à la trajectoire. Cette 
force apparaît lorsque la corde s’incurve. Pour calculer le module de 
cette force, considérons un élément infiniment petit AB de la corde 
incurvée et désignons sa longueur par s (fig. 229). On peut l’assimiler 
à un arc infinitésimal d’un cercle de rayon R aux extrémités duquel 
sont appliquées les tensions longitudinales T,; et 7,. A la précision 
de nos calculs on peut poser que leurs valeurs absolues sont égales: 
Ti = T, = T. Mais comme leurs directions ne sont pas exactement 
les mêmes, il apparaît une force résultante normale à l'élément 4B : 


inv Ta=T 
F=2Tsin-&Ta=T R° 


En égalant cette force au produit de la masse de l’élément AB par: 
son accélération, on obtient 


d'où on tire la formule (84.1). 
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$ 85. Vitesse de propagation du son dans les liquides 
et les gaz 


1. Les liquides et les gaz présentent une élasticité volumique sans 
posséder l’élasticité de forme. Îl en résulte qu’ils ne peuvent trans- 
mettre que des perturbations longitudinales, les perturbations trans- 
versales ne pouvant s’y manifester. On peut calculer la vitesse de 
propagation des perturbations longitudinales dans un milieu liquide 
et gazeux à l’aide de la formule (81.5), à condition de préciser ce 
qu’il faut entendre ici par module de Young Æ. Imaginons que le 
milieu liquide ou gazeux est enfermé dans un tube rectiligne à pa- 
rois lisses de section constante. Négligeons le frottement entre les 
parois et le milieu. Les parois du tube s’opposeront à tout mouve- 
ment transversal du milieu sans nuire à son mouvement longitudi- 
nal. Un gaz ou un liquide contenu dans un tel tube peut être assimilé 
à une tige le long de laquelle se propagent des perturbations longitu- 
dinales. À la différence des solides un gaz ne peut exister que sous 
pression, car s’il n’en était pas ainsi, il se dilaterait indéfiniment. On 
est donc conduit à supposer qu’en l'absence de toute perturbation la 
pression à l’intérieur du gaz est différente de zéro. Désignons cette 
pression par P,. Nous admettrons la même chose pour les liquides. 
Si la pression dans le gaz s'accroît et devient égale à P = P, + 
+ AP, le volume de la masse gazeuse considérée devra varier. 

Déterminons la variation de volume AV du gaz accompagnant 
un accroissement AP de sa pression. Nous supposerons que AP est 
petit par rapport à P,: AP € P,. Si le gaz est contenu dans un tube 
dont l’une des extrémités est fermée par un piston mobile, une va- 
riation de sa pression de AP donnera lieu à une variation de la lon- 


) est la compres- 


sion relative de la colonne gazeuse. Si les compressions sont petites 


AI 
AP=—AiT 


A étant une constante. D'autre part, on peut mettre la formule 


(75.7) pour la tige sous la forme AP = —E #@2, où A (AD est 


l'accroissement de la longueur de la tige correspondant à une varia- 
tion AP de la pression. Cet accroissement de longueur a la même 
signification que la quantité que nous avons désignée dans le cas 
présent par AZ. On peut donc définir le module de Young par la for- 
mule 


gueur de la colonne gazeuse de Af. La quantité —( 


AP = LE, (85.1) 


On voit que dans le cas d’une colonne de gaz À = Æ. Comme la lon- 
gueur ! de la colonne de gaz est proportionnelle à son volume V, on 


6851 VITESSE DE PROPAGATION DU SON 449 


peut récrire la formule (85.1) sous la forme 
AP= ET. (85.2) 


La formule (85.2) reste valable quelle que soit la forme du récipient 
renfermant Îe gaz, tandis que la formule (85.1) ne s'applique qu'aux 
gaz contenus dans des récipients cylindriques. 

Admettons que la pression du gaz ne dépend que de son volume 
V. Pour de petites variations de volume on aura 


äP 
AP=r AV 


ou 


dP AV 
a=(-v 2). (2). 
En comparant cette formule avec la précédente, on voit que dans les 
gaz (ainsi que dans les liquides) le rôle du module de Young est as- 
sumé par la quantité 


ra (85.3) 


Il est commode de remplacer le volume V du corps par sa densité 
p puisque la quantité Vo est la masse du corps qui reste invariable 
dans tous les cas. En dérivant on tireide la relation Vp — const 


dv dp 
TT: 
et par suite 
dP 
E = p “a * (85.4) 


Eu portant cette expression dans (81.5) on obtient pour la vitesse 
du son dans les gaz et les liquides 


y LM (85.5) 


2: Appliquons la formule (85.5) au calcul de la vitesse du son 
dans les gaz, comme l'avait fait Newton. Il avait admis que dans une 
onde sonore les variations de pression. et LE densité des ge, Ron 


à la loi de Boyle-Marioite: P = Ap, À — const, d’ où À D—-Â= 


=T: On arrive ainsi à la formule de Newton 


= À. (85.6) 


La vitesse du son est désignée ici par le symbole cy pour souligner 
qu’il s’agit de la vitesse du son calculée par la formule de Newton. 


29—01433 
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Nous allons maintenant transformer la formule (85.6) pour la 
rendre plus commode pour des calculs numériques. On sait que pour 
les gaz parfaits, le volume, la pression et la température absolue sont. 
reliés par la relation 

PV = RAT, (85.7) 


où À est une constante. Si on prend une mole d'un gaz, la constante 
R a même valeur numérique quelle que soit la nature des gaz. On 
l'appelle constante universelle des gaz: R — 8,81.107 erg. K-T.mole”t, 
Rappelons qu’on appelle mole la quantité de substance dont la masse 
en grammes est numériquement égale au poids moléculaire de cette 
substance u. Il s’ensuit que la densité p est liée au volume V d'une 
mole de gaz parfait par la relation u = pŸ. On arrive ainsi aux for- 
mulrs 


2 Ep, (85.8} 
ny 2. (85.9) 


Utilisons cette formule pour calculer la vitesse du son dans l’air 
à 0 °C (273 K). L'air est constitué par un mélange de gaz dont les 
principaux constituants sont l'azote (u — 28) et l'oxygène (u — 
= 32). Le poids moléculaire moyen de ce mélange est u — 28,8. 
En substituant dans la formule (85.9) les valeurs numériques, nous 
trouvons cn — 280 m/s. Or l’expérience donne c — 330 m/s. Il y a 
donc un écart considérable entre théorie et expérience. Pendant 
longtemps l’origine de cette divergence demeura inexpliquée. Ce 
n’est qu'au début du XIX® siècle que Laplace (1749-1827) résolut le 
problème. La loi de Boyle-Mariotte ne concerne que les variations 
de volume et de pression s’effectuant à température constante. Or une 
onde sonore est constituée par une succession de compressions et de 
détentes de gaz. Les régions comprimées sont soumises à un travail 
effectué par des forces extérieures qui donne lieu à une élévation de 
température. Les régions dilatées effectuent elles-mêmes un travail 
et leur température s’abaisse. Comme la succession des compressions. 
et des détentes est très rapide, les températures n’arrivent pas à 
s'égaliser et les régions comprimées sont toujours plus chaudes que 
les régions dilatées. L’existence de ces différences de température: 
augmente encore les différences de pression entre les régions compri- 
mées et les régions dilatées, ce qui accroît la vitesse du son dans les 
gaz. La formule de Newton n'en tient pas compte puisque dans la 
formule (81.5) figure le module d’élasticité Æ isothermigue, tandis. 
qu'il fallait utiliser le module d’élasticité abiabatique (cf. $ 79). 
Une étude quantitative de cette question sera donnée dans le tome 
IT de notre. cours. 


CHAPITRE XI 


RAPPORTS DE SIMILITUDE ET DIMENSIONS 


$ 86. Formules de dimensions et unités de mesure 


1. Jusqu'ici nous n'avons rien dit au sujet des dimensions des 
grandeurs physiques. Nous avons utilisé ce concept en supposant que 
le lecteur possède quelques connaissances relatives à ces questions. 
Dans les problèmes qui avaient été donnés jusqu'ici ces quelques 
notions pouvaient suîfire. Pour l'étude de problèmes plus compli- 
qués, en hydrodynamique par exemple, où une interprétation théori- 
que complète est trop ardue, on fait appel à la méthode d'étude dimen- 
sionnelle. A l’aide de considérations générales ou de données expéri- 
mentales, cette méthode permet d’obtenir, simplement et rapide- 
ment,'des résultats préliminaires suffisants pour bien situer le pro- 
blème étudié. Il est donc nécessaire de bien connaître cette méthode. 

Le concept de dimensions apparaît dès qu’il s’agit de construire 
un système d'unités. En principe on pourrait fort bien choisir pour 
chaque grandeur physique son unité propre aucunement liée aux 
unités des autres grandeurs, ce que l'on faisait jadis. Dans ce cas on 
verrait apparaître dans les équations exprimant les lois de la Physi- 
que de nombreux coefficients numériques dont les valeurs ne consti- 
tueraient aucun système et ne dépendraient que du choix arbitraire 
des unités de mesure. Cette multitude de coefficients numériques. 
aurait bien compliqué les formules et exigé un effort de mémoire 
bien inutile. En Physique on a renoncé depuis longtemps à l'arbitrai- 
re dans le choix des unités de mesure des grandeurs physiques et on à 
mis en vigueur des systèmes d'unités construits selon un principé- 
bien défini. 

2. Ce principe est Le suivant. Certaines grandeurs physiques sont 
adoptées par convention comme grandeurs fondamentales; leurs: 
unités de mesure sont alors choisies tout arbitrairement. Ainsi, par 
exemple, on utilise en mécanique le système LMT dans lequel les: 
grandeurs fondamentales sont la longueur (L), la masse (M) et le. 
temps (T). Le choix des grandeurs de base et leur nombre sont arbitrai- 
res, ce n’est qu'une question de convention. En mécanique appliquée 
on utilisait il n’y à pas longtemps encore le système LFT dont les 


29% 


452 RAPPORTS DE SIMILITUDE ET DIMENSIONS ICH. XI 


grandeurs de base étaient la longueur (L), la force (F) et le temps (7). 
Pour le système international des unités de mesure (SI) on a choisi six 
grandeurs fondamentales: longueur, masse, temps, température, 
intensité du courant électrique et intensité lumineuse. Les grandeurs 
qui ne font pas partie du groupe des grandeurs de base sont dites 
grandeurs dérivées. Les unités de mesure des grandeurs dérivées sont 
établies en se fixant d'avance les valeurs numériques des coefficients 
figurant dans les formules ou dans l’expression des lois physiques 
définissant ces grandeurs dérivées. Pour illustrer cette proposition 
prenons le cas de la vitesse d’un point matériel en mouvement uni- 
forme; cette grandeur est proportionnelle au chemin parcouru s 
et inversement proportionnelle au temps f mis pour parcourir ce 
chemin. Si les unités de mesure de s, { et v avaient été choisies in- 
dépendamment les unes des autres, on aurait dû écrire v — C s/£, 
€ étant un coefficient numérique dont la valeur dépend des unités 
choisies pour mesurer ces grandeurs. Si on se fixe la valeur de ce 
coefficient, les unités de mesure de s, é et v cessent d’être indépendan- 
tes. En posant pour simplifier € — 1, on écrira v — s/t. Si on choisit 
comme grandeurs fondamentales la longueur s et le teinps #, la vites- 
se v devient une grandeur dérivée. On est alors obligé d'adopter pour 
unité de vitesse la vitesse d'un mouvement uniforme où le mobile 
parcourt l'unité de chemin par unité de temps. On dit alors que la 
dimension de la vitesse est une longueur divisée par le temps. ce que 
l’on écrit: [v] — LT-1, De même tant que l’on choisit les unités 
de mesure indépendamment les unes des autres, on écrira pour l’ac- 


célération: a — CE. En posant € — 1, l'accélération a devient 


une unité dérivée ayant la dimension de la vitesse divisée par le 
temps ou la dimension de la longueur divisée par le carré du temps. 
L'unité d'accélération est donc l'accélération d’un mouvement uni- 
formément accéléré où la vitesse augmente d’une unité par unité 
de temps. En unités arbitraires la deuxième loi de Newton 
s'écrit F = Cma. En fixant la valeur du coefficient C la force devient 
une grandeur dérivée et nous lui assignons une unité de mesure. Si 
on fait par exemple C = 1, on à F — ma et la formule de dimensions 
de la force s'exprime par le produit de ln masse par l’accélération : 
{F1 = {ma] = MLT-?, La formule F — ma impose que l’unité de 
force soit égale à la force communiquant à l'unité de masse une accé- 
lération égale à l’unité. 

8. Les dimensions d’une grandeur physique ne déterminent nulle- 
ment la grandeur de son unité de mesure. Elles ne servent qu’à éta- 
blir une corrélation entre les unités de mesure des différentes grandeurs 
physiques qui y figurent. La connaissance des dimensions permet d'éta- 
blir une règle permettant de déterminer la variation de l'unité de mesure 
d'une grandeur physique dérivée lorsqu'on fait varier l'échelle des unités 
fondamentales. Les formules de dimensions des grandeurs physiques 
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sont l'expression mathématique de cette règle. Supposons, par exem- 
ple, que l’on ait adopté pour unité de longueur le kilomètre et pour 
unité de temps la minute. Dans ce système l’unité d'accélération sera 
le km/mn?. Quelle sera l’unité d'accélération si on adopte pourunité 
de longueur le centimètre et pour unité de temps la seconde. La for- 
mule de dimension permet de résoudre-facilement ce problème. Nous 
écrivons d’abord les égalités 1 km — 10% cm, 1 mn — 60 s et nous 
vbtenons 


405 cm __ 1000 L 
Boss — 36  CM/S”. 


1 km/mn? — 
On voit ainsi que l'unité d'accélération 1 km/mn? est 1000/36 fois 
plus grande que l'unité 1 em/s°, et par suite la valeur numérique de 
l'accélération mesurée en km/mn? sera 1000/36 fois plus petite que 
la même accélération mesurée en cm/s°. 


$ 87. Formule de dimensions 


1. Le terme « système d'unités » est utilisé dans deux sens diffé- 
rents. Dans son sens général, un système d'unités se caractérise par 
le choix des grandeurs fondamentales et par les formules définissant 
les grandeurs dérivées en fonction des grandeurs fondamentales, 
l'échelle des unités de ces dernières grandeurs n'étant pas fixée. Citons 
comme exemple le système LMT où les grandeurs fondamentales 
sont la longueur, la masse et le temps. Un autre exemple nous est 
fourni par le système électrotechnique LMTI où les grandeurs fonda- 
mentales sont la longueur, la masse, le temps et l'intensité 7 du cou- 
rant électrique. Dans son sens restreint, un système d’unités de me- 
sure est encore caractérisé par le choix d'une échelle de grandeur des 
unités de mesure fondamentales. Prenons pour exemple les systèmes 
CGS et MKSA. Le système CGS est un cas particulier du système 
LMT où les unités de longueur, de masse et de temps sont le centi- 
mètre, le gramme et la seconde. Le système MKSA appartient au 
système électrotechnique LMTI où on a choisi pour unités de mesu- 
re des grandeurs fondamentales le mètre, le kilogramme, la seconde 
et l’ampère. Dans la théorie des dimensions des grandeurs physiques 
le terme « système d'unités » est pris dans son acceptation la plus 
large. 

La notion de dimension est apparue parce qu'on exige impérati- 
vement que dans un même système d'unités les rapports quantitatifs 
entre différentes grandeurs physiques s'expriment toujours par 
les mêmes formules quelles que soient les échelles des unités 
des grandeurs physiques fondamentales. C’est cette condition qui 
détermine la forme générale des « formules de dimensions » des 
grandeurs physiques. Soient plusieurs grandeurs physiques liées les 
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unes aux autres. Pour simplifier, considérons deux grandeurs physi- 
ques, l’une étant prise pour grandeur fondamentale et l’autre étant 
une grandeur dérivée. Leurs valeurs numériques x et y sont liées 
l'une à l’autre par l’équation y = f (x). Il s’agit de trouver la forme 
générale de la fonction jf (x). Si on diminue l'unité de mesure x de la 
grandeur fondamentale de & fois, sa valeur numérique augmente 
d'autant de fois et devient À — «x. L'unité de mesure y de la gran- 
deur dérivée diminuera et la valeur numérique de cette grandeur aug- 
mentera de f fois, devenant égale à Ÿ — fy. Nous exigeons que les 
nouvelles valeurs numériques À et Y soient reliées par la même équa- 
tion que celle qui reliait x et y, soit Y — f (X) ou fy = f (ax). 
Cette condition peut être satisfaite pour n'importe quelle valeur de 
a si on arrive à choisir convenablement la valeur de f$. Le problème 
consiste à calculer $ en fonction de la variable «. Les formules de 
dimensions fournissent la solution de ce problème. 

Avant de présenter la solution correspondante, nous voulons 
modifier l'énoncé du problème. Soient deux grandeurs phy- 
siques reliées par une relation telle que y = f(x). Conser- 
vant les mêmes unités de mesure, faisons varier les valeurs des gran- 
deurs physiques, qui s'étant accrues l’une de « fois et l’autre 
de B fois, sont devenues égales à X = ax et à Y — fy. Il 
convient de répondre à la question: à quelles conditions doivent sa- 
tisfaire les nombres & et f pour que la relation entre les nou- 
velles valeurs X et Ÿ des grandeurs physiques soit la même qu'entre 
les anciennes valeurs x et y, soit Ÿ = f (X). La réponse nous est 
fournie par la fhéorie de la similitude. Il s’agit encore une fois d'étu- 
dier l’équation fy — f (œx). Cela montre que la théorie dimension- 
nelle ne se distingue de la théorie de la similitude que par la forme 
de l'énoncé du problème et non par le fond. La théorie de la simili- 
tude permet d'étudier les corrélations quantitatives entre les para- 
mètres des systèmes physiques réels représentés par des modèles con- 
venables. C’est ce que fait la technique aéronautique en disposant 
dans une soufflerie des modèles réduits d'avions réels. Après étude 
sur modèles réduits, l'application de la théorie de la similitude ou 
de la théorie dimensionnelle permet de tirer des conclusions relati- 
ves au comportement des systèmes dans des conditions réelles. La 
théorie des dimensions ramène la question de la similitude des phéno- 
mènes physiques dans le sens indiqué ci-dessus à une analyse des 
dimensions des grandeurs physiques. 

2. Après ces quelques remarques préliminaires nous allons établir 
la forme générale des formules de dimensions. Comme nous l’avons 
dit, connaissant l'équation y — f (x) nous voulons en déduire l’équa- 
tion Ÿ = f (X) avec X — ax, Ÿ — fy. La variable x et le paramètre 
æ peuvent prendre indépendamment n'importe quelles valeurs. 
Le problème consiste à calculer la valeur de B connaissant celle de 
a. En différentiant pour des valeurs données de « et de fi, nous obte- 
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nons 
Le; =. 


Ecrivons la seconde formule sous la forme 


A 


et divisons-la membre à membre par la première formule; dansle 
ç 
résultat obtenu remplaçons « et f par les expressions « — Ge ,B — 
=Y_1&), Nous obtenons alors 
y  Ï@) 
FG@) _ y FA) 
f (x) Î(X) © 


À gauche on trouve une fonction de x et à droite la même fonction de 
X. En désignant cette fonction par le symbole F nous avons F (x) — 
=F(X). Mais comme le paramètre & est arbitraire, les variables x et 
X — ax peuvent prendre indépendamment l'une de l’autre des valeurs 
quelconques. Par suite l'égalité F (x) = F (X) doit être identique- 
ment vérifiée pour toutes les valeurs de x et de X. Cela signifie que 
F (x) est une constante. En la désignant par m, nous obtenons l’équa- 
tion différentielle suivante: 


l'G) 
Fra 
O1] 
df(x) _,, dx 
Pa) Fe 
On en tire 


Î (x) = 02", 
où f, est la constante d’intégration. Ainsi y = fx". De même Y — 
= f9X" ou By = fotar)". En divisant membre à membre on éli- 
mine + et y et on obtient 
B = a”. (87.1) 


C'est la formule de dimension. Nous voyons bien que la condition de 
l'indépendance de la relation fonctionnelle entre y et x de l'échelle 
de l’unité de mesure de la grandeur fondamentale x ne peut être sa- 
tisfaite que si la dimension est exprimée par une puissance. 

Ces considérations se laissent généraliser au cas où la grandeur 
physique concernée dépend de plusieurs grandeurs fondamentales. 
Ii suffit alors de fixer les unités de toutes les grandeurs physiques 
fondamentales sauf une. En reprenant les démonstrations on démon- 
tre que la formule de dimension de la grandeur concernée renfermera 
toutes les grandeurs physiques fondamentales élevées à différentes puis- 
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sances. Supposons, par exemple, qu’il y ait trois grandeurs fonda- 
mentales : la longueur (Z), la masse (M).et le temps (7). La dimen- 
sion de n’importe quelle grandeur physique y sera alors donnée par 
la formule 

[y] = ZPMAITT, (87.2) 


P; 9, r étant des nombres constants. [l résulte de la formule (87.2) 
que si on diminue les unités de longueur, de masse et de temps res- 
pectivement de «&, de f et de y fois, l’unité de la grandeur dérivée 
y diminuera de æ?f9%" fois et sa valeur numérique augmentera donc 
d'autant de fois. 

3. En examinant les dimensions des grandeurs physiques que l’on 
rencontre effectivement en Physique, on constate que dans tous les 
cas les nombres p, q, r sont rationnels. Ce résultat n’est pas imposé par 
la théorie dimensionnelle, mais découle des définitions des grandeurs 
physiques. Ainsi, par exemple, la vitesse étant introduite par la for- 
mule vw = s/t, a pour dimension le quotient d’une longueur par le 
temps; ici p = 4,g—0,r = —1. La théorie dimensionnelle admet 
en principe l’ patio de grandeurs pour lesquelles p, g et r sont des 


nombres irrationnels, par exemple (1/6) sV2. Pour une telle grandeur 


P= V2. On n’introduit pas ces grandeurs en Physique non pour des 
raisons de principe, mais tout simplement parce qu’on n’en éprouve 
pas le besoin. 

4. Bien souvent on identifie la dimension d’une grandeur physi- 
que avec son unité de mesure dans un système d'unités approprié. 
On dit par exemple que la vitesse a pour dimension em/s, que la di- 
mension de la force est g-cm/s°. C’est illogique, mais ne tire pas 
à grande conséquence. L'emploi de telles unités permet toujours de 
passer en cas de besoin aux formules de dimensions dans lesquel- 
les les échelles des unités fondamentales ne sont pas fixées. 

5. Suivant le choix des grandeurs fondamentales et suivant la 
forme des formules reliant ces grandeurs fondamentales aux grandeurs 
dérivées, une seule et même grandeur physique prend dans diffé- 
rents systèmes d'unités non seulement des valeurs différentes, mais 
encore des dimensions différentes. Par exemple, dans le système 
LMT, la dimension de la force se déduit de la deuxième loi de New- 
ton f — Cma où le coefficient C sans dimension est posé égal à l’uni- 
té. La force aurait alors pour dimension LMT-?, Mais il n'est nulle- 
ment obligatoire de procéder ainsi puisqu'on peut attribuer au coef- 
ficient C une dimension et une valeur quelconques. On disposera 
alors d’un nouveau système d'unités où la force aura une autre di- 


mension. Par exemple, partant de l’équation f — (te exprimant 


la loi de la gravitation universelle de Newton, on peut “éalerà l’uni- 
té la constante gravitationnelle G et la considérer comme dénuée 
‘de dimension. La force j aura alors pour dimension M?L-?, tandis 
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que dans la deuxième loi de Newton f — Cma le coefficient C aura 
pour dimension ML'3T?, 

Plusieurs grandeurs physiques peuvent avoir les mêmes dimen- 
sions, même dans un seul et même système d'unités. En mécanique 
on peut citer, par exemple, le travail et l'énergie cinétique ou encore 
le travail et le moment des forces (système MLT') et en électromagné- 
tisme la capacité et l'inductivité qui dans le système gaussien ont la 
dimension d’une longueur. Dans ce cas les unités de ces grandeurs 
physiques ont souvent les mêmes dénominations, bien qu'il s'agisse 
de choses différentes. Le fait que deux grandeurs physiques diffé- 
rentes ont même dimension témoigne non pas de leur identité mais 
uniquement de ce que dans le système d'unités adopté les échelles 
des unités de mesure de ces grandeurs varient de la même façon lors- 
qu'on fait varier l'échelle des unités des grandeurs physiques fonda- 
mentales. Dans d’autres systèmes d'unités les dimensions de ces 
mêmes grandeurs physiques peuvent fort bien ne pas coïncider. 

On interprète parfois la non-coïncidence des dimensions d’une 
seule et même grandeur physique dans différents systèmes d’unités 
comme une contradiction logique qui doit être levée. Ce point de vue 
fut à l'origine de la question des « vraies » dimensions des grandeurs 
physiques. D’après ce que nous venons de dire, on voit fort bien qu'il 
v'est nul besoin de démontrer qu'une grandeur physique ne peut pos- 
séder de dimension qui lui soit inhérente. Sa dimension n'apparaîtra 
qu'une fois fixé un système d'unités de mesure ; quant à la question 
des « vraies » dimensions des grandeurs physiques, on peut rappeler 
que Max Planck avait dit que cette question est aussi dénuée de sens 
que la question du « vrai » nom d’un objet quelconque. 

6. On appelle combinaisons sans dimension des grandeurs physi- 
ques les combinaisons qui, dans un système donné d'unités de mesu- 
re, n’ont pas de dimensions. Leurs valeurs numériques ne changent 
donc pas lorsqu'on modifie l'échelle des unités des grandeurs fonda- 
mentales. Donnons quelques exemples de telles combinaisons. Si 
la grandeur y a la dimension d’une autre grandeur x élevée à la puis- 
sance @&, il est évident que le rapport y/1% sera une combinaison 
sans dimension des deux grandeurs x et y. 

On peut illustrer la méthode générale de construction des combi- 
naisons sans dimension en prenant pour exemple un système d’uni- 
tés basé sur trois grandeurs fondamentales — la longueur (L), la 
masse (M) et le temps (T). Soient r grandeurs physiques x, 2, 
Lg, «+. Xn ayant dans ce système les dimensions suivante:: 


PNA TT Pan Pnyginp'n 
LOM°TT, LMST®, ss  L'IMPTT, 
H s’agit de réaliser avec ces grandeurs une combinaison sans di- 


mension. D'après le théorème que nous avons démontré au point 
2, la combinaison cherchée doit être de la forme 2%119:... 1@n, Elle 
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aura pour dimension 
(LMD LME). (LPEMRT)"E, 
soit LPMITT avec 
D = Pi + Pate + . + PnAns 
g = Qi + IR + ee + QnOn: (87.3) 
FT Pis + Too + ce + TnŒn. 


Afin que cette combinaison n'ait pas de dimension, il est nécessaire 


et suffisant que p — g — r = 0. On obtient alors un système de 
trois équations homogènes 


Pi%: + Pa + + PrnAn — 0, 
Qi + ae À + Qnan = 0, (87.4) 
TG + Toto + + Ton = À 

avec les inconnues &@;, @o, : .., Gn. 

On peut toujours fixer arbitrairement la valeur de l'une de ces 
inconnues puisqu'une combinaison sans dimension restera dénuée 
de dimension si on l'élève à une puissance quelconque. Fixons, par 
exemple, la valeur de &,. Nous disposerons alors de trois équations 


pour calculer nr — 1 inconnues: il est commode de prendre pour 
inconnues les rapports ©, a. Re _. Si ces équations sont in- 
dépendantes, on pourra eos arbitrairement les valeurs de (7 — 
— 1) — 3 = n — 4 rapports. Les trois autres rapports seront dé- 
terminés à l'aide des équations (87.4). En définitive on détermine 
n — 4 combinaisons sans dimension indépendantes. Toute fonction 
de ces combinaisons sera elle aussi une combinaison sans dimen- 
sion. Dans le cas où les trois équations (87.4) ne seraient pas indé- 
pendantes, le nombre des combinaisons indépendantes dénuées de 
dimension augmentera. Si deux seulement des trois équations (87.4) 


sont indépendantes, il y aura r» — 3 combinaisons indépendantes, 
etc. 


$ 88. Règle des dimensions 


1. Toutes les applications de la théorie dimensionnelle sont 
fondées sur deux théorèmes. L'un de ces théorèmes s'exprime par 
la formule (87.2) établissant la forme générale des dimensions des 
grandeurs physiques. Le deuxième théorème affirme que toute cor- 
rélation quantitative entre des grandeurs physiques se laisse expri- 
mer par une relation fonctionnelle entre les combinaisons sans dimen- 
sion de ces grandeurs. 

Pour démontrer ce théorème nous supposerons qu'il existe entre 
les grandeurs a, b, c, 1, Z4, æs, . . . une relation fonctionnelle j (a, 
db, c, Ti, To, ta, . .) 0. Adoptons comme grandeurs fondamentales 
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les grandeurs a, b, c, les autres grandeurs 21, %,, xs étant des gran- 
deurs dérivées. (Nous avons pris trois grandeurs fondamentales 
mais le nombre importe peu.) Posons que les grandeurs dérivées 
présentent les dimensions: [x,] — [amibacri], [x,] — [aPsbteril, . .. 
Diminuons de &, fi, y fois les unités des grandeurs fondamentales 
correspondantes. Les valeurs des grandeurs fondamentales divien- 
nent alors œa, fb, ve et celles des grandeurs dérivées s'écriront 
aPifäynir,, oPofiiyir,, .… Notre relation fonctionnelle s'écrit 
maintenant 


f(œa, Bb, Yc, aPpTyrirs, aPifyrer,, .… .)=0, 


les valeurs &, fi, y sont quelconques. Choisissons-les de façon que 
aa = Pb = ye = 1. Un tel choix de valeurs revient à passer d’un 
système d'unités bien déterminé à un système d'unités changeant 
dans lequel les valeurs numériques des grandeurs fondamentales 
sont posées égales à l'unité pour le cas étudié. On a alors 
T1 T2 
FLLA = 0. 
Les variables de cette équation sont toutes des combinaisons sans 
dimension des grandeurs physiques. On peut mettre cette équation 
sous la forme 
&: Lo 

F Gr ir: = 0: (88.1) 
où F est une nouvelle fonction. Le théorème est démontré. 

2. Ce même théorème peut s'exprimer autrement. Résolvons 
l'équation (88.1) par rapport à l’une des variables, la première par 
exemple ; multiplions le résultat obtenu par le dénominateur de cette 
variable: 

= ab cri Ce ss) (88.2) 
où œ est une certaine fonction des variables sans dimension. Ce ré- 
sultat signifie que dans toute loi physique telle que À = B les di- 
mensions des deux membres de cette égalité doivent être les mêmes. 
Sous cette forme le théorème démontré est connu sous le nom de 
règle des dimensions. Une égalité telle que À — B peut comporter 
comme facteurs soit des coefficients constants, soit des combinaisons 
sans dimension des grandeurs physiques. Selon cette règle, les gran- 
deurs physiques dimensionnelles ne peuvent être soumises qu’à des 
opérations mathématiques impliquant des élévations à des puissances, 
toutes les autres opérations mathématiques (sin x, e*, In x, etc.) 
n'étant applicables qu'aux grandeurs sans dimension. La règle des 
dimensions rend de grands services lorsqu'il s’agit de vérifier les 
formules. Si les calculs sont faits dans un seul et même système 


460 RAPPORTS DE SIMILITUDE ET DIMENSIONS {CH. XI 


d'unités, les dimensions des deux membres de toutes les égalités. 
doivent être les mêmes. S'il n’en est pas ainsi, on doit conclure que 
les calculs sont faux. 

On ne doit cependant pas en conclure qu'il ne peut y avoir de 
lois physiques s'exprimant par des égalités entre des grandeurs phy- 
siques ayant des dimensions différentes. En Physique ce cas est 
assez fréquent. Par exemple, la vitesse d'un corps en chute libre 
peut s'exprimer par la loi approchée v — 104 (à condition que la 
vitesse initiale du corps soit nulle) et la pression hydrostatique 
d'une couche d’eau par la formule P = 1/10h. De telles formules 
ne sont valables que si les unités des grandeurs physiques qui y 
figurent sont bien précisées. Dans nos exemples on a suppusé que le 
temps t est mesuré en secondes, la vitesse v en mètres par seconde, 
l'épaisseur À de la couche d’eau en mètres et la pression P en atmo- 
sphères. Ces formules n'admettent donc aucun changement d'unités. 
Il est par conséquent dénué de sens de parler des dimensions des 
grandeurs qui figurent dans ces formules. 

8. La théorie dimensionnelle seule, sans utilisation de données. 
supplémentaires, ne permet de tirer aucune conclusion concrète 
puisqu'elle ne se fonde sur aucune loi physique. Pour pouvoir en 
tirer des conclusions concrètes, il faut déterminer entre quelles gran- 
deurs physiques il existe des relations quantitatives et là, la théorie 
dimensionnelle n'est d'aucun secours. On utilisera alors des données 
expérimentales ou des lois physiques adéquates. Les quelques exem- 
ples qui suivent illustrent nos considérations. 


PROBLÈMES 


1. Etablir toutes les combinaisons sans dimension possibles entre les gran- 
deurs !, m,t, va, p., E, q (i — longueur, m— masse, ? — temps, v — vitesse, 
a — accélération, p — densité d'une substance, E — module de Young, 
o — angle en radians). Fs, 

Solution. Le procédé le plus simple est le suivant. Parmi les gran- 
deurs citées l'angle est une grandeur sans dimension. Par ailleurs on remat- 
quera que le produit vi a la dimension d'une longueur, le produit at la dimension 
d’une vitesse, le produit pf# la dimension d’une masse, pr? la dimension d’une 
pression et: donc celle du module de Young. On peut donc écrire aussitôt plu- 
sieurs combinaisons sans dimension: 


vi at pis vè 
crues es) 


On ne peut cependant affirmer que la série (88.3) épuise toutes les combi- 
naisons sans dimension indépendantes pouvant être formées avec les grandeurs 
physiques données. Comme la méthode générale exposée au $ 87, point 6, ne 
présente pas cet inconvénient, nous l’appliquerons aussi à la résolution de notre 
problème. L’angle @ étant une grandeur sans dimension, nous n’en tiendrons 
pas compte. Avec les sept grandeurs restantes formons une combinaison de la 
orme 


18 Lodah ph, 
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En exprimant les dimensions de », a, p, E en fonction des dimensions des 
grandeurs fondamentales !, m, t, la combinaison ci-dessus s'écrit 
nb Ve Oh ho bn VE, 


> 


et se ramène donc à une combinaison de la forme 
je +Ô+A—3u-v, B+u+vev-5-2À-2v 


Afin que cette combinaison soit dénuée de dimension, il faut que 

a+ ô+ À — Bu —v—=0, 

B+u+wv = 0, 

y — Ô — 21 — 2v = 0, 
A l'aide de ces trois équations on peut exprimer trois paramètres inconnus 
en termes des quatre autres paramètres. Le plus simple est de prendre pour 


paramètres indépendants 6, À, u, v puisque les équations sont pratiquement 
résolues par rapport aux autres paramètres &, fi, y: 


a = —5 — À + 3u + v, 
B= —p—v, 
— Ô + 2 + 2v. 


Les paramètres 6, À, , v peuvent prendre n'importe quelles valeurs indé- 
pendantes. En posant successivement 


1 8=1, ÀA=u—=v—=0, 21, Ê=p—v—=0, 
Jui, Ôô=h=v—0, 4)jv—i,, Ê—=i=p—0, 
on obtient 
{)a= —1, f=0, y=i, 2)a=—1, B—=0, y = 2, 
3) à = 3, = —1, y—=0, 4) a = 1, = —1, y— 


A ces valeurs correspondent les combinaisons sans dimension: 
vt at? pis EU? 
DT 2 3 7.4 —— 


En y adjoignant l'angle o nous obtenons en tout cinq combinaisons sans dimen- 
sion indépendantes qui sont toutes des fonctions des combinaisons sans dimen- 
sion (88.3). On en conclut que la série (88.3) renferme toutes les combinaisons 
possibles entre les grandeurs données. 

2. Comment varie avec l'altitude k la vitesse de chute libre d'un corps 
dont la vitesse initiale était nulle? | 

Solution. L'accélération g de la chute libre est une constante dont 
la valeur ne dépend ni de la masse, ni de la densité, ni des propriétés élastiques, 
ni d'aucune autre/propriété, Par suite la vitesse de chute libre v ne peut dépendre 
que de g et de h. À partir des combinaisons sans dimension (88.3) on ne peut 
former qu’une seule combinaison sans dimension es) ou w%/(gh), qui est indé- 
pendante et ne contient que longueur, vitesse et accélération. Cette combinai- 


son s'obtient en divisant le premier terme de la série (88.3) pur le second terme 


8 
de cette série. Par suite on doit avoir f (+) — 0, d’où w/(gh) — C — const, 


ou &? — Cgh. La théorie dimensionnelle ne permet pas de déterminer la valeur 
du coefficient C. 

3. A l’aide des considérations sur les dimensions, trouver la dépendance 
de la re T des oscillations d’un pendule pesant avec sa longueur réduite 4, 


l'accélération de la pesanteur g et l'amplitude angulaire «. 
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Réponse. T = œp(«) V'Ue. La théorie dimensionnelle ne suffit pas 
à expliciter la forme de la fonction @ («). Si on développe cette fonction en série 
de Taylor et qu'on n’y conserve que le terme de puissance zéro (ce qui est admis- 


sible si les oscillations sont petites), on trouve 7? = C V Ug, C étant un coef- 
ficient numérique constant dont on ne peut calculer la valeur par la théorie 
dimensionnelle. Le fait que C 0 ne découle pas non plus de cette théorie et 
doit être établi autrement (par l'expérience notamment). 

4. À l’aide de considérations dimensionnelles déterminer la dépendance 
de la vitesse v de propagation des perturbations élastiques longitudinales dans 
une tige avec le module de Young Æ et la densité p du matériau de la tige. 


Réponse. v— C Y Elp. La théorie dimensionnelle ne permet pas de 
calculer la valeur numérique de C. 

5. Deux points matériels indépendants se trouvant dans un champ de 
forces centrales décrivent des trajectoires géométriquement semblables. La 
force F agissant sur chacun des points matériels est proportionnelle à sa masse 
et varie avec la distance r jusqu'au centre de force comme r°, » étant une cons- 
tante. Trouver la relation entre les longueurs L, et Z, des arcs géométriquement 
semblables des trajectoires et les temps 7, et T, que mettent les points à par- 
courir ces arcs de trajectoires. 

Solution. Il doit exister une relation entre la longueur ! de l'arc 
de la trajectoire, le temps 7 mis à le parcourir et l’accélération « dirigée vers 
le centre de force. Les accélérations peuvent être définies en des points quelcon- 
ques à condition que soit respectée la similitude des positions de ces points sur 
les arcs. Avec ces trois grandeurs on ne peut former qu'une seule combinaison 
sans dimension et indépendante: aT2/1. On doit donc avoir aT2/1 — const. 
L'’accélération peut être de la forme a — Ar”, où À est une constante, la même 
pour les deux pointsmatériels. Du fait de la similitude des trajectoires des points 
matériels on peut écrire aussi: «a — BIA, où B est une autre constante qui est. 
la même pour les deux points matériels. On obtient ainsi T#7-1 — const et 
par suite T#19-1 = T2 Dans les cas particuliers où n — 1 et nr = —2 on 
trouve 7 — const et 72/13 — const. La première relation signifie que dans le 
cas d’un oscillateur harmonique la période d'oscillation ou la période de révolu- 
tion autour du centre de force ne dépend pas de l’amplitude ou des dimensions 
de l'orbite, La seconde égalité exprime la troisième loi de Kepler. Dans le cas 
PréenE cette loi n'est valable que pour des particules parcourant des trajectoires 
similaires. 


CHAPITRE XII 


MÉCANIQUE DES FLUIDES 


$ 89. Propriétés générales des fluides 


1. A la différence des corps solides, Les liquides et les gaz ne jouis- 
sent pas à l'état d'équilibre d'une élasticité de forme *), mais présentent 
une élasticité spatiale. Dans les fluides à l'état d'équilibre les contrain- 
tes sont toujours normales à la surface sur laquelle elles sont appliquées. 
Les contraintes tangentielles ne sauraient provoquer qu’un change- 
ment de forme des volumes élémentaires des corps (glissements) sans. 
en modifier les volumes. Pour provoquer de telles déformations dans 
les fluides il ne faut exercer aucun effort; aussi à l’état d'équilibre 
des contraintes tangentielles n’apparaissent-elles pas dans ces mi- 
lieux. Du point de vue de la mécanique les fluides pourraient être: 
définis comme des milieux où, à l’état d'équilibre, il n'existe pas de con- 
traintes tangentielles. 

Il résulte de cette définition que dans un fluide à l’état d'équi- 
libre la grandeur de la contrainte normale est indépendante de l'orien- 
tation de la surface sur laquelle elle s'exerce. Démontrons cette pro- 
position. Prenons une surface élémentaire arbitrairement orientée: 
dont la normale extérieure est définie par le vecteur unitaire #. Com- 
me la contrainte est normale.à la surface on peut la représenter par 


6, — —Pn. Les contraintes s'exerçant sur des surfaces orthogonales. 
aux axes de coordonnées s’écriront alors 6, — —P,i, 6, = —P,j, 
0, — —P,k, i, j, k étant les vecteurs unitaires des axes de coordon- 


nées. En portant ces valeurs dans la formule (74.1) on obtient 
Pn = Pinsi + Pyn,j + P,n,k. 


En multipliant scalairement cette relation successivement par ài, 
jet k, on arrive au résultat suivant: 


P=P,=P,=P, (89.1) 


II s'ensuit qu'à l’état d'équilibre la tension normale (la pression P) 
ne dépend pas de l'orientation de la surface sur laquelle elle s'exerce. 
C'est la loi de Pascal (1623-1662). 


*) On doit excepter les pellicules liquides et les couches superficielles des 
liquides. Les phénomènes qui en résultent ne seront étudiés que dans le tome I} 
de notre cours. 
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2. Dans les gaz une contrainte normale est toujours dirigée vers 
l'intérieur du gaz et se comporte donc comme une pression. Dans les 
liquides peut se produire, exceptionnellement, une contrainte norma- 
le, ou une fension (pression négative), ce qui témoigne que les liquides 
présentent une résistance à la rupture. En général cette résistance à 
la rupture est assez importante et atteint pour des liquides homo- 
gènes plusieurs dizaines de newtons par millimètre carré. Les liqui- 
des usuels ne sont pas homogènes car ils contiennent de très petites 
bulles de gaz qui y jouent le même rôle que les entailles dans une cor- 
de et réduisent considérablement la résistance à la rupture des liqui- 
des. Aussi les contraintes qui s'exercent dans les liquides se compor- 
tent surtout comme des pressions. En conséquence nous désignerons 
les contraintes normales par le symbole—Pn (pression) et non par 
le symhole +Tn (tension). Si la pression se transforme en tension, 
i.e. devient négative, la continuité du liquide est généralement com- 
promise, Ce sont ces particularités qui déterminent la propriété 
qu'ont les gaz de se dilater indéfiniment : tout gaz occupe la totalité 
du volume du récipient qui est mis à sa disposition. Les liquides, 
eux, possèdent un volume propre qui ne varie que faiblement sous 
l'action des variations de la pression extérieure. Les liquides pré- 
sentent une surface libre et peuvent se rassembler en gouttes. Lors- 
qu'on étudie en mécanique les mouvements des fluides aqueux et des 
gaz on considère le gaz comme un cas particulier de l’état liquide. 
Par suite on désigne par le terme général de fluide soit un fluide 
aqueux, soit un gaz. La partie de la mécanique consacrée à l'étude du 
mouvement et de l'équilibre des liquides s'appelle l'hydrodynamique. 

3. La pression qui existe dans ün fluide résulte de sa compression. 
Puisqu’il ne peut y avoir de contraintes tangentielles, les propriétés 
élastiques des fluides correspondant à de petites déformations ne se 
caractérisent que par une seule constante élastique: le coefficient de 
compressibilité 


1 
Var ps (89.2) 
ou la grandeur inverse appelée module de compression triaxiale 
aP 
K=—V-S. (89.3) 


On suppose que durant la compression la température du fluide reste 
constante. Lorsqu'on étudie les déformations s'accompagnant d’un 
changement de température du fluide, il est préférable d'écrire les 
formules (89.2) et (89.3) de la manière suivante: 


4 f dv 
Rs à Ce ) T=const ‘ E.22) 


; dP ; 
 é (r } T=const ” GERS 
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et d'appeler Yr et Xr coefficient de compressibilité et module de com- 
pression triaxiale isothermiques. Dans le cas de processus rapides s’ef- 
fectuant sans échange de chaleur, un rôle important revient aux 
coefficients et aux modules d'élasticité adiabatiques (cf. $ 75, point 8). 

Lorsque nous avons étudié les déformations des solides, nous 
avons défini le module de compression triaxiale par la formule (77.3) 
qui renferme la quantité P et non pas dP comme dans la formule 
(89.3). Nous avons pu donner une telle définition parce que tout so- 
lide possède un volume bien déterminé lorsque la pression extérieure 
P devient nulle et que ce volume varie peu pour des variations fi- 
nies de la pression P qui lui est appliquée. Si on pose dP — P — 
— P, avec P, = 0 la formule (89.3) se ramène à (77.3). On pourrait 
appliquer ce raisonnement aux fluides aqueux mais la formule (77.3) 
ne peut s'appliquer aux gaz. On doit utiliser la formule (89.3) puis- 
qu’en l'absence de pression extérieure le volume.du gaz devient infi- 
niment grand. C’est ce que nous avons fait au $ 85 lors de l'étude 
de la vitesse du son dans les gaz. 

On choisit généralement un certain état du corps caractérisé par 
une pression ?, (et une température 7) pour en faire un état de réfé- 
rence, dit état normal auquel on rapporte ensuite les variations du 
volume du corps. Pour les corps solides et les fluides aqueux le modu= 
le d’élasticité (89.3) étant largement indépendant de la valeur de 
P,, on peut poser P,.= 0. Dans le cas des gaz on doit préciser la va- 
leur de P, et-on ne peut poser P, — 0. En appliquant la loi de Boyle- 
Mariotte P — 1/V (à T = const) on tire de (89.3) X°  — P. Cela mon- 
tre. bien qu'on ne peut parler du module d’élasticité d'un gaz quesi 
on indique sa pression (à témpérature constante). 

4. La faible compressibilité des fluides aqueux peut être illustrée 
par l’expérience spectaculaire suivante. On remplit à moitié d’eau 
un récipient en matière plastique. Si on tire un coup de fusil {de pe- 
tit calibre) au-dessus du niveau d'eau, la balle perfore les parois du 
récipient sans le briser. Mais’si on tire la balle au-dessous du niveau 
d’eau, le récipient vole en morceaux car la balle ne peut pénétrer 
dans l’eau que si elle la comprime d’un volume égal au sien ou si 
elle la repousse vers le haut. Comme elle n’a pas le temps de repous- 
ser le liquide, sa pénétration dans l’eau y développe de fortes pres- 
sions qui font éclater le récipient. Pour cette expérience on-peut éga- 
lément utiliser une caisse en bois ou une boîte en papier remplies 
d’eau. Dans ce dernier cas il suffit de disposer d'une carabine à air 
comprimé. Des phénomènes analogues se produisent dans le cas d'é- 
clatement des mines anti-sous-marines. La compressibilité de l’eau 
étant petite, l'explosion de la mine sous l’eau y développe des pres- 
sions énormes, suffisantes pour endommager le sous-marin. 

Du fait de la faible compressibilité des liquides, on peut bien sou- 
vent négliger leurs variations de volume. On introduit alors:la notion 
de fluide parfaitement ineompressible. C’est une idéalisation courante. 
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Il est évident que la pression qui se développe dans un fluide incom- 
pressible dépend de son taux de compression. Mais même si la pres- 
sion appliquée est très grande, les variations de volume d’un fluide 
incompressible sont tellement petites qu’on peut les négliger. On 
peut dire qu’un fluide incompressible est le cas limite d’un liquide 
compressible où pour obtenir une pression infiniment grande il suf- 
fit d’un petit taux de compression. Un fluide incompressible est une 
abstraction au même titre que la notion de corps solide. La connais- 
sance des déformations d’un corps solide est essentielle pour mettre 
en évidence le processus de formation des contraïntes internes. Mais 
lorsque les déformations sont petites on peut substituer au corps réel 
un solide idéalisé. Le corps solide est le cas limite d'un corps réet 
où l’apparition de contraintes internes infiniment grandes est dé- 
terminée par des déformations infiniment petites. 

Pour savoir dans quels cas on peut remplacer un fluide réel par 
un fluide incompressible, il faut tenir compte non seulement de sa 
compressibilité, mais encore de la nature du problème à l'étude. Ain- 
si pour étudier des ondes sonores, on ne peut par principe négliger la 
compressibilité des fluides. Mais dans l’étude des déplacements d'air, 
où les différences de pression sont modérées, on peut souvent considé- 
rer l’air comme un fluide incompressible (cf. $ 94, point 5). 

5. À l’état d'équilibre la pression P d’un liquide (ou d’un gaz} 
varie avec les variations de sa densité p et de sa température T. La 
pression dépend univoquement de ces paramètres. La relation entre 
la pression, la densité et la température à l’état d'équilibre 


P=j{p, T) (89.4) 


porte le nom d’équation d'état. Suivant la nature de la substance, 
cette équation prend des formes différentes, mais devient particuliè- 
rement simple pour les gaz raréfiés. Nous étudierons dans le tome 
II les questions liées à l’équation d'état. Ici nous nous cententerons 
de noter que, connaissant l’équation d'état, on peut calculer le modu- 
le d’élasticité K} à température constante par une simple dériva- 
tion. Ce module est dans le cas général une fonction de la densité et. 
de la température (ou de la pression et de la température). 

6. Si le fluide est en mouvement il peut être le siège non seulement 
de contraintes normales mais aussi de forces tangentielles. Ces dernières 
sont définies non par les déformations des fluides (glissements) mais: 
par leurs vitesses, i.e. par les dérivées des déformations par rapport 
au temps. Ces forces tangentielles doivent donc être elassées parmi les 
forces de frottement ou de viscosité. On les appelle forces tangentielles ow 
forces de glissement de frottement interne. À côté de ces forces de glis- 
sement, il peut exister des forces normales ou volumiques de frotte- 
ment interne. Ces dernières se distinguent des forces de pression usu- 
elles par le fait qu’elles sont déterminées non par le taux de compres- 
sion du fluide, mais par la vitesse de variation de la compression er 
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fonction du temps. Ces forces jouent un rôle important dans les proces- 
sus rapides, par exemple dans la propagation d'ondes ultrasoniques 
ultracourtes (dont la longueur d'onde est peu différente des dimen- 
sions des molécules et des distances intermoléculaires). À la limite, 
lorsque la vitesse de variation des déformations d’un fluide tend vers 
zéro, toutes les forces de frottement interne (aussi bien celles de com- 
pression que les forces de glissement) disparaissent. Un fluide dans 
lequel n'apparaît aucune force de frottement interne (tangentielle 
et normale), quels que soient ses mouvements, est dit parfait. Autre- 
ment dit, dans un fluide parfait ne peuvent se manifester que les 
forces de pression normale P qui dépendent ünivoquement du taux 
de compression et de la température du fluide. On peut calculer ces 
forces à l'aide de l'équation d'état (89.4) pour un fluide au repos ou 
en mouvement. Il est évident qu'il n'existe pas de fluides parfaits. 
C'est une abstraction que l’on peut utiliser lorsque les vitesses de 
variation des déformations d’un fluide ne sont pas trop grandes. 

7. L'application de forces tangentielles à un fluide le met en 
mouvement. Ce mouvement cesse avec le temps laissant le fluide au 
repos et libre de toute contrainte tangentielle. Les vitesses de varia- 
tion des déformations d’un fluide peuvent varier dans de larges li- 
mites. Pour l’eau et l'alcool par exemple, ces variations sont très 
rapides, tandis que pour des liquides aussi visqueux que le miel ou 
les sirops, elles sont très lentes. Il existe aussi des substances qui, 
soumises à des contraintes rapides, se comportent comme des corps 
solides où comme des liquides très visqueux si on les soumet à des 
actions lentes. Ce sont notamment les substances solides amorphes. 
Par exemple, un morceau d’asphalte se brise sous l’action d’un coup 
de marteau, mais on peut marcher dessus sans le détruire. De même 
l’asphalte contenu dans un tonneau s’en écoule très lentement. La 
vitesse d'écoulement augmente fortement avec la température, Une 
tige de verre qui repose pendant longtemps (mois ou années) par 
ses extrémités sur deux supports s’incurve et cette incurvation ne 
disparaît pas quand on supprime l’action de la pesanteur. Ces quel- 
ques exemples montrent qu'on ne saurait faire une nette distinction 
entre les fluides et les corps solides amorphes. Seuls les cristaux 
sont de vrais corps solides. Notons que parlant de fluides nous aurons 
toujours en vue des fluides ne présentant pas une viscosité anormale- 
went grande, ce qui permettra de les distinguer nettement des solides 
amorphes. 


$ 90. Equations fondamentales d'équilibre 
et de mouvement des fluides 


1. Les forces qui s'exercent dans un fluide se subdivisent, comme 
dans tout autre milieu continu, en forces massigues (volumiques) 
et en forces superficielles. Une force massique est proportionnelle 
à la masse dm et donc au volume dV de l’élément du fluide sur le- 
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quel elle s'exerce. On peut désigner cette force par fdV en appelant 
f la densité spatiale des forces massiques. Les forces massiques les plus 
importantes sont les forces de pesanteur et les forces d'inertie (lors- 
que le mouvement est rapporté à des systèmes non inertiels). Pour 
la force de pesanteur f — pg, p étant la densité du liquide et g 
l'accélération de la force de pesanteur. Les forces superficielles sont 
des forces auxquelles se trouve soumis chaque volume élémentaire 
d'un fluide du fait des contraintes normales et tangentielles qu'ap- 
plique à sa surface le liquide sous-jacent. 

2. Considérons le cas où il n’y a pas de contraintes tangentielles 
et où un fluide n’est soumis qu’à des forces de pression normale. C'est 


Léa 
! 
À 
Fig. 230 


ce qui se produit toujours dans un fluide parfait, quels que soient 
ses mouvements. Pour les autres liquides cette situation se réalisera 
si le liquide est au repos, c’est-à-dire en hydrostatique. Calculons la 
résultante des forces de pression appliquées à un volume élémentaire 
dV infiniment petit du fluide. Déterminons d'abord la projection 
de cette résultante sur la direction de l’axe de coordonnées X. Choi- 
sissons pour volume élémentaire dV un cylindre infinitésimal de 
base dS et de longueur dx (fig. 230) orienté suivant l'axe X: Dési- 
gnons par x et x + dx les abscisses des bases de ce cylindre. La force 
de pression exercée sur la première base est P (x) dS et celle appli- 
quée sur l’autre base est —P (x + dx) dS. Le symbole x placé entre 
parenthèses auprès de P indique la valeur de la variable dont dépend 
P. Il est évident que P peut dépendre aussi des coordonnées y, z 
et du temps t. Mais comme aucune de ces autres variables ne change 
lorsqu'on passe d'une base du cylindre à l’autre, nous pouvons les 
considérer comme des constantes. On pourrait fort bien prendre les 
dimensions transversales du cylindre comme infiniment petites d'or- 
dre supérieur par rapport à la longueur dr. Dans ce cas y et z pour- 
raient être considérés comme des constantes non seulement pour des 
déplacements le long du cylindre, mais aussi pour des déplacements 
transversaux. Les forces de pression qui s’exercent sur les parois 
latérales du cylindre sont perpendiculaires à l'axe X et n’apportent 
aucune contribution au.calcul des composantes le long de cet axe. 
La projection sur.l'axe X des forces de pression appliquées à l'élé- 
ment de volume du fluide est donc 


[P'(x) — P (x + dr)l as. 
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La différence infinitésimale figurant entre crochets peut être rempla- 
cée par la différentielle de la fonction P: 


_ (4 
P(2+ d2)— P (2) = dPynconst = (Æ es 
t=const 7=const 


t=const 


Les conditions supplémentaires y — const, z — const, £ = const 
servent à indiquer que dans le calcul de la dérivée dP/dx et de la dif- 
férentielle dP on doit considérer y, z et t comme des constantes. La 
dérivée de la fonction P (x, y, z, t) prise dans ces conditions est la 


dérivée partielle dont le symbole est z . En utilisant cette notation 
on obtient pour la projection de la force calculée 


6P ; 6P 


puisque dS dx — dV. La projection est ainsi proportionnelle au vo- 
lume élémentaire dV et on peut la désigner par s,dV. La quantité 
s. est la composante x de la force s'exerçant sur l’unité de volume du 
fluide, qui apparaît du fait de la variation de la pression normale 
P dans l'espace. De par sa signification, cette quantité ne peut dé- 
pendre de la forme de l’élément dV. Nous avons choisi une forme Cy- 
lindrique pour simplifier le calcul. On peut calculer par le même 
procédé les projections s, et s, en orientant les cylindres élémentai- 
res dV parallèlement aux axes Ÿ et Z. On trouve que l'unité de volu- 
me du fluide est soumise à une force s provenant des forces de pres- 
sion superficielles ou plus exactement de leurs variations spatiales. 
Les projections de cette force sont 


0P 6P CES ; 
Br Gr e (90.1) 


Le vecteur s est égal à 


0P . êP . ôP 
ce qui s'écrit 
8 — —grad P. (90.3) 


Nous avons introduit la notalion 
gadP= it ” 1 +R. (90.4) 
Ce vecteur porte le nom de gradient du scalaire P (voir aussi $ 29), 


Ainsi la densité spatiale s de la résultante des forces de pression qui s’exer- 
cent sur les éléments de volume d'un fluide est égale au gradient 
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P changé de signe. Nous voyons que la force s est déterminée non 
par la valeur de la pression P, mais par ses variations spatiales. 
Néanmoins la valeur de P importe aussi puisqu'elle détermine le 
taux de compression du fluide au point considéré de l’espace. 

3. A l’état d'équilibre la force s doit être compensée par la force 
massique f, ce qui s'exprime par l'équation 


grad P = f, (90.5) 


qui est l'équation fondamentale de l'hydrostatique. Sa forme analyti- 
que est 


êP 9P ôP 
a = fx y “lv Taxe — Îz. (30.6) 


On peut écrire aussi l'équation fondamentale de l'hydrodynami- 
que d’un fluide parfait puisque la formule (90.3) reste valable: 


p . = f—grad P, (90.7) 


où v est la vitesse et du/dt l'accélération du fluide au point considé- 
ré. L’équation (90.7) porte le nom d'’équation d'Euler. 

4. Selon l'équation (90.5), à l’équilibre la force f (plus exacte- 
ment la densité de la force ou la force s’exerçant sur l'unité de vo- 
lume du liquide) doit être exprimée au 
moyen du gradient d’une fonction scalaire 
univoque. Or c’est une condition nécessaire 
et suffisante pour que la force f soit con- 
servative (cf. $ 29). Ainsi, pour qu'un fluide 
soit en équilibre, il faut que le champ de for- 
ces auquel il est soumis soit conservatif. Dans 
un champ de forces non conservatives, l’équi- 
libre ne peut être réalisé. 


Un exemple en est fourni par un liquide con- 
ducteur placé dans un champ magnétique et par- 
couru par un courant électrique. Le champ magné- 

B tique applique alors au Be une force f — 
— C 1jBT où B est l'intensité (l'induction) du cham 
magnétique, 7 la densité de courant et C.un coef- 
ficient numérique dont la valeur dépend du choix 
Fig. 231 des unités de mesure. Plaçons un récipient eylindri- 
8- que contenant une solution d'électrolyte {CuSO, 
par exemple) au-dessus de l’un des pôles d’un puis- 
sant électro-aimant (fig. 234). Faisons passer le long de l'axe du récipient un 
conducteur cylindrique et appliquons une tension électrique de quelques volts 
“entre ce conducteur et les parois du récipient. Un courant radial traversera alors 
l’électrolyte. La force f — C [jB] sera tangente aux cercles dont les centres se 
trouvent sur l’axe du récipient et provoquera une rotation du liquide autour de 
cet axe: Cette rotation s’accélérera jusqu'à ce que les forces créées par le champ 
magnétique soient compensées par les forces de frottement interne et externe. 
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$ 91. Hydrostatique des fluides incompressibles 


1. S'il n’y a pas de forces massiques (f — 0), les équations (90.6) 
se réduisent à == — 0. Il en résulte qu’à l'équilibre 


la pression P est la même en tout point du fluide. 

Si le fluide se trouve dans un champ de pesanteur, on a f — p£. 
Orientons l’axe Z suivant la verticale ascendante. Les équations 
fondamentales décrivant l'équilibre du fluide s’écrivent alors 


ôP 2P êP 
BP eo, pe. (91.1) 


Ces équations montrent que si l'équilibre mécanique est assuré, 
la pression ne peut dépendre ni de x ni de y. Elle doit être constante 
dans chaque plan horizontal z — const. Ces plans horizontaux sont 
des plans d’égale pression. En particulier, la surface libre d'un flui- 
de est horizontale puisqu'elle se trouve soumise à une pression at- 
mosphérique constante. Dans un état d'équilibre mécanique la pres- 
sion ne peut dépendre que de la coordonnée z. Il résulte de la troi- 
sième équation (91.1) que l’équilibre mécanique exige que le pro- 
duit pg ne dépende que de z. Or comme g ne dépend ni de x ni de y 
{nous négligeons ici la variation de g avec la longitude et la latitude 
géographiques du lieu), la densité p ne peut varier qu'avec la hau- 
teur. Selon l'équation d'état (89.4) la pression P et la densité p 
déterminent la température 7 du fluide. On en conclut qu'en équi- 
libre mécanique la pression, la température et la densité d'un fluide ne 
sont fonction que de z et ne dépendent pas de x et de y. 

2. Supposons maintenant que le fluide est homogène et qu’on 
peut le considérer comme incompressible (p — const). Nous admet- 
trons aussi que l'accélération de la pesanteur g est constante, ce qui 
revient à négliger sa variation avec la hauteur z. Dans ces condi- 
tions la dernière équation de (91.1) est facile à intégrer, ce qui con- 
duit à 


P = P, — pgz. (91.2) 


La constante d'intégration P, est la pression du fluide à la hauteur 
z = 0, ie. la pression atmosphérique si on place l’origine des coor- 
données sur la surface libre du fluide. La formule (94.2) détermine 
aussi la pression qu'’exerce le fluide sur le fond et les parois du réci- 
pient qui le renferme, ainsi que sur la surface de tout objet immergé 
Nat le e Cette formule résume toute l'hydrostatique enseignée 
à l’école. 

3. Examinons maintenant la loi d’Archimède (287-242 av. J.-C.) 
et les questions qui y sont liées. Délimitons par la pensée un volu- 
me quelconque du liquide entouré d'une surface fermée S (fig. 232). 
Si le fluide est en équilibre mécanique, ce volume sera lui aussi en 
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équilibre. Par suite doivent s’annuler la résultante et le moment 
de toutes Les forces extérieures appliquées au volume considéré. 
Les forces extérieures en présence sont le poids Q du volume délimité 
du fluide et la pression qu’exerce sur la surface S le fluide qui l'en- 
toure de tous les côtés. Il s'ensuit que la résultante F des forces de 
pression hydrostatique appliquées à la surface S doit être égale à 
Q — poids du fluide contenu dans le volume délimité par la surface 
S. Cette résultante doit pointer vers le haut et 
passer par le centre de masse À du volume dé- 
limité afin que le moment total des forces exté- 
rieures qui lui sont appliquées soit nul. Sup- 
posons maintenant qu'on ait remplacé tout le 
fluide contenu dans le volume considéré par 
un corps solide. Si ce corps solide arrive à se 
mainteniren équilibre, l’état du milieu ambiant 
ne sera pas modifié. La pression qu'’exerce le 
milieu ambiant sur la surface S restera donc la 
même. Nous arrivons ainsi à la loi d’Archimè- 
de. Lorsqu'un corps plongé dans un fluide est 
maintenu dans un état d'équilibre mécanique, 
il subit une poussée verticale égale au poids du fluide déplacé. Cette 
poussée verticale est dirigée de bas en haut et passe par le centre de mas- 
se À du fluide déplacé par le corps. Nous désignerons ce point sous 
le nom de centre de flottaison du corps. Nous montrerons plus loin 
que la position de ce point détermine l'équilibre et la stabilité des 
corps flottants. 

4. La loi d’Archimède permet d'étudier l'équilibre des corps flot- 
tant dans des fluides, Pour qu'un corps flottant soit en équilibre, il 
faut que son poids soit égal au poids du fluide déplacé et que son centre 
de flottaison À se trouve sur la verticale passant par le centre de masse 
du corps. En ce qui concerne la stabilité de l'équilibre réalisé, on 
doit distinguer deux cas différents. 

Cas {. Dans le premier cas le corps flottant est entièrement im- 
mergé dans le fluide. Quels que soient les déplacements et les rota- 
tions subis par le corps, les positions de son centre de masse C et de 
sen centre de flottaison À restent inchangées par rapport au corps: 
L'équilibre sera stable si le‘centre de masse C du corps se trouve au-des- 
sous de son centre de flottaison À et il sera instable si le centre de masse 
C du corps se trouve au-dessus du centre de flottaison 4. Dans les deux 
cas, si on fait tourner le corps d’un petit angle autour d’un axe hori- 
zontal pour l'écarter de sa position d'équilibre, le moment du couple 
des forces Q et F cherchera à abaisser le point € et à relever le point 
A (fig. 233). Le corps vient alors occuper une position d'équilibre 
stable telle que le point € se trouve au-dessous du point À. 

Gas 2. Dans le deuxième cas le corps flottant n’est que partielle- 
ment immergé dans le fluide et une partie émerge au-dessus de sa 


Fig. 232 
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surface libre. Ce cas est plus compliqué que le précédent car lorsqu'on 
fait sortir le corps de-sa position d'équilibre, la forme du volume de 
fluide déplacé change. Par suite la position du centre de flottaison par 
rapport au corps flottant se modifie, ce qui complique le problème. 
Nous touchons là aux fondements de l'étude de la stabilité des navi- 
res. La figure 234, a donne une représentation schématique de la co- 
que d’un navire dans le cas où le centre de masse C et le centre de 


fe l 


% 


Fig. 233 


Fig. 234 


flottaison À se trouvent sur une même verticale confondue avec l'axe 
de symétrie vertical du navire. Lorsque le navire penche de côté 
d’un petit angle œ (fig. 234, b), le centre de flottaison se déplace par 
rapport au navire vers le point À’ qui se trouve pratiquement à la 
même hauteur que le point À. La poussée est appliquée maintenant 
au point A’ et s'exerce suivant une droite qui coupe l’axe de symétrie 
vertical du navire en un point M appelé métacentre. Lorsque le méta- 
centre se trouve au-dessus du centre de masse du navire, le moment 
du couple des forces Q et F ramène le navire dans sa position initiale. 
L'équilibre du navire est alors stable. Mais si le métacentre M se 
trouve au-dessous du centre de masse du navire, l’action du couple 
des forces Q, F tendra à faire dévier le navire de sa position initiale 
et l'équilibre du navire sera donc instable. La distance À entre les 
points C et M porte le nom de hauteur métacentrique. Si la hauteur 


PALA MECANIQUE DES FLUIDES [CH. XIX 


métacentrique est positive, l'équilibre est stable, et si elle est négative, 
l'équilibre est instable. Plus h est grand, plus l’équilibre est stable. 
Le moment de deux forces Q, F qui ramène le navire dans sa position 
initiale est le couple de rappel. Il est évidemment égal à 


M = Qh sin q. (91.3) 


La valeur de k dépend elle-même de @ puisque toute variation 
de l’inclinaison entraîne une variation de la position du métacentre 
par rapport au navire. Nous allons déterminer la position du mé- 
tacentre et la hauteur métacentrique dans le cas limite d’angles 
& infiniment petits. 

Comme la poussée passe par le point À” suivant la verticale as- 
cendante, son moment par rapport au point À est N = Q.AM sin q 
et pour un angle q petit N = Q (h + a) q, a étant la distance entre 
le centre de masse € du navire et son centre de flottaison à l’équi- 
libre. La quantité a est positive si le point € se trouve au-dessus du 
point À et négative dans le cas contraire. La valeur du moment W 
ne dépend évidemment pas du choix du point d'application de la 
poussée F sur la ligne A'M. Décomposons la force F en une compo- 
sante Fr parallèle à l'axe AM du navire et en une composante F, 
normale à cet axe. Si le point d'application de la force F se trouvait 
en À’, le moment de la composante F, par rapport au centre de flot- 
taison A serait nul et le calcul en serait simplifié puisqu’alors le mo- 
ment total N ne serait dû qu’à la composante F}. Il est évident que ce 
moment doit être le même par rapport à tous les points appartenant 
à l’axe AM. On peut donc considérer la quantité N = Q (h + a) q 
comme le moment des forces de poussée rapporté à un point arbitrai- 
re de l’axe AM, à condition de retrancher des forces actives leurs 
composantes normales à cet axe. On | peut alors calculer autrement le 
moment N. Si le navire est incliné d’un angle , les forces de poussée 
s’exerçant sur la partie droite du navire s’accroissent et celles qui 
s’exercent sur sa partie gauche diminuent. Il est bien entendu qu’il 
s’agit ici non pas de forces totales, mais uniquement de leurs compo- 
santes parallèles à AM. Soit x la distance (la coordonnée) entre un 
point quelconque du plan HH et l’axe Ÿ passant par le point O per- 
pendiculairement au plan de la figure. L’accroissement de la pous- 
sée appliquée au point correspondant de la coque sera alors égal à 
pgz® et le moment N sera donné par 


N = pgp Î ds = pg I, 
où J est le moment d'inertie rapporté à l’axe Y de la section transver- 
sale du navire passant par la ligne de flottaison: 7 — [ 2° dS 
{voir $ 80, point 1). En identifiant les deux formules de W on obtient 


= +0, (91.4) 
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où V — (Q/pg) est le tonnage de déplacement du navire, c'est-à-dire 
le volume d’eau qu'il déplace. 

5. Considérons un liquide contenu dans un récipient en rotation 
uniforme autour d’un axe vertical avec une vitesse angulaire ©. 
On supposera que le liquide tourne avec le récipient et que celui-ci 
présente une symétrie axiale, de forme cylindrique par exemple. Ce 
problème se ramène au problème statique si on passe à un référentiel 
tournant dans lequel le liquide se trouverait au repos. La force 
f figurant dans l’équation (90.5) est alors la résultante de la force de 
pesanteur pg et de la force centrifuge pw?r, r étant le rayon vecteur 
issu de l’axe de rotation auquel il est perpendiculaire et aboutissant 
au point considéré. Si l'on place l’origine des coordonnées sur l’axe 
de rotation de façon que l’axe Z soit confondu avec l’axe de rotation, 
les équations (90.6) s’écriront 


P . ôP ôP 
Pan por, y = PUY, ET = — pe (91.5) 


En posant que p est constante, on obtient par intégration 


P— + pu? (22-+ y?) — PE2 + Pos (91.6) 


ou 
P=— _ por? — pgz + P,. (31.6a) 


L’équation de la surface libre P — const est alors de la forme 
1/26 (2? + y?) — gz — const. C’est un paraboloïde de révolution 
dont le sommet est tourné par sa convexité vers le bas. Si on place 
l'origine des coordonnées au sommet du paraboloïde, la constante 
P, aura la signification de la pression atmosphérique extérieure et 
l'équation de la surface libre du liquide s'écrira 1/2 w?(x? + ÿ?) — 
= gz. 


Il est évident qe ce problème peut être traité par la dynamique. Si le 
liquide tourne d'un bloc, ce mouvement ne fait pas apparaître de forces de frot- 
tement internes. Les seules forces superficielles s’exerçant dans le liquide sont 
les forces de pression normale. On peut alors utiliser l’équation d'Euler (90.7) 
que le liquide soit parfait ou visqueux. Si la rotation est uniforme, la dérivée 
te réduit à l'accélération centripète —@îr. En posant f — pg dans (90.7) 
on obtient 


—por = pg — grad P, 
équation vectorielle équivalente aux trois équations (91.5). 


Si le fond du récipient est plat, pour calculer la pression s'exer- 
çant sur le fond on doit poser dans (91.6a) z — —h, k étant la hauteur 
de la couche liquide sur l’axe de rotation (rappelons que l’axe Z est 
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dirigé suivant la verticale ascendante): 
P— Po= peh-+ = pu?re. (94.7) 


On voit que la pression est minimale au centre du récipient et croît 
de façon monotone lorsqu'on s'approche de ses parois. Ce résultat 
explique l'effet suivant. Si à l’aide d’une cuillère on tourne du thé 
contenu dans un verre et que l’on arrête ensuite ce brassage, on cons- 
tate que les brindilles de thé se rassemblent au centre du fond. Ces 
particules solides, plus denses que l’eau, tombent au fond où leur 
rotation se ralentit par frottement sur le fond du verre ; étant soumi- 
ses à une différence de pressions hydrostatiques, elles se rassemblent 
au centre. 

Calculons maintenant la force de pression totale appliquée au 
fond du récipient. On utilisera pour cela l'équation de la surface li- 
bre du liquide 4/2 w°r? = gz et on écrira la formule (91.7) sous la for- 
me P — P, = pg(h + z). En étendant l'intégration à la surface 
du fond on obtient 


F = pg | (à + 2) dS — peV, (91.8) 


où V est le volume du liquide contenu dans le récipient. Comme on 
pouvait s’y attendre, la pression totale est égale au poids de ce volu- 
me du liquide. 


PROBLÈMES 


1. On verse du liquide dans un récipient ayant la forme d’un parallélépi- 
pède droit. Calculer le moment des forces de pression hydrostatique s'exerçant 
sur ses parois latérales et rapporté à sa base inférieure. 


Réponse. M — geers, où k est la hauteur de la couche d'eau dans 
le récipient et S l'aire de la face latérale. 


Fig. 235 


2. Le paradoxe hydrostatique. La force de pression qu’un liquide exerce 
sur le fond d’un récipient ne dépend pas de la forme de celui-ci ; elle ne dépend 
que de l’aire du fond, de la différence de niveaux entre le fond et la surface libre 
du liquide et enfin de la densité du liquide. Cette force sera ainsi la même pour 
les trois récipients représentés sur la figure 235 si l'aire du fond et le niveau 
du liquide sont identiques dans tous les récipients. Lorsqu'on soumet ces réci- 
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pients remplis de liquide à la pesée, la balance devrait indiquer le même poids 
pour les trois récipients puisque les indications de la balance dépendent de la 
force qu'applique le fond du récipient sur le en de la balance. Expliquez 
l'erreur commise dans ce raisonnement. Quelles seront les indications réelles 
de la balance? 

3. Démontrer la loi d’Archimède par un calcul direct de la résultante des 
forces de pression qu'exerce le fluide sur la surface d’un corps immergé et des 
moments de ces forces. 

Solution. Décomposons en pensée le corps immergé en colonnes verti- 
cales infiniment ténues (fig. 236). Supposons pour simplifier que chacune de ces 
colonnes n’intercepte que deux fois la surface du corps 
immergé. {Le lecteur est invité à traiter lui-même le cas 
où il n’en serait pas ainsi.) Soient dS, et dS, les aires 
élémentaires que découpe une colonne sur la surface du E\7 
corps. Les forces s’exerçant sur ces éléments de surface 
sont normales à ces derniers et égales respectivement à ; 
P.dS,et PAdS,. Leurs composantes verticales sont P;dS, x ÿ 
Xcos a, et P,dS, cos &: ou P,do et P,do, où do = 4 
=4S, cos «a — dS, cos æ&, est l'aire de la section droite 
de la colonne. La résultante de ces deux forces dirigée ! 
vers le haut est dF, = (P3 — P;) do = pghdo = pgdV, | 
où » est la hauteur de la colonne et dV — kdo son vo- ., 
lume. En étendant l'intégration à tout le volume du il 4& 
corps, on obtient la poussée F, = pgV.Il reste à calculer “ 
le moment rapporté à un axe arbitraire des forces de pous- 
sée verticales s’exerçant sur les colonnes. Il est évident 

ue si l'axe est vertical, le moment sera nul. Par suite 
il suffit de calculer le moment par rapport à un axe hori- 
zontal quelconque, l'axe de coordonnées X par exemple. Fig. 236 


Le moment cherché est M, =— (y dF,= {ou av = 


= g | y dm, où dm est la masse du liquide déplacé par la colonne correspondante 
du corps. Le momentfpar rapport à l'axe Y est de même égal à M, — GE dm. 


Le moment devient nul pour fe dm = {, dm — 0, ce qui correspond au cas où 


l'origine des coordonnées se trouve sur l’axe vertical passant par le centre de 
flottaison. On a donc démontré que la ligne d'action de la force de poussée 
passe par le centre de flottaison du corps. Pour que notre démonstration soit 
exhaustive, il faudrait déterminer encore les forces de pression horizontales appli- 
quées au corps immergé. Cette question n'exige cependant aucun calcul parti- 
culier. S’il s’agit, par exemple, de forces parallèles à l'axe X, il suffit de subdi- 
viser le corps en colonnes infinitésimales orientées parallèlement à cet axe et de 
refaire les mêmes calculs que ci-dessus, à cette différence près que l'on posera 
g = 0. Il s'ensuit que la résultante des forces de pression horizontales s'exerçant 
sur un corps immergé, ainsi que le moment de ces forces sont nuls. | 

4. Trouver la condition de stabilité d'un parallélépipède rectangle homogène 
flottant à la surface d'un liquide dans une position telle que l’une de ses bases 
soit horizontale. Les côtés de cette base ont pour longueurs À et B (4 > B) 
et la hauteur du parallélépipède est égale à €. La densité du corps flottant rap- 
portée à celle du liquide est p < 1. 

Réponse. B?> 6p (1— p) C?. | 

5. Même problème que ci-dessus mais concernant un cylindre homogène 
de rayon r etfde hauteur 4, flottant ën position verticale, 

Réponse. r#> 2p(1—p}. : 
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6. Même problème que ci-dessus mais concernant un cylindre homogène 
de rayon r et de longueur 1, flottant en position horizontale. 

Réponse. Ur> (2 sin+) , où l'angle & est défini par l'équation 
transcendante @ — sin &« = 2xp. Par RU pour p— 1/2, «a = n et la 
condition de stabilité s'exprime par Z => 4r. Pour d’autres valeurs de p l'équi- 
libre peut être stable pour des longueurs £ plus petites. Ainsi pour & = n/2 
et « — 3n/2, on trouve respectivement p — 4/4 — 1/{2n) & 0,091 et p — 3/4 + 
+ 4/(27) & 0,841. Pour ces valeurs de p l'équilibre est stable lorsque L > 2r. 
Lorsque ? >> 4r, l’équilibre est stable pour toutes les densités p < 1. 

7. Déterminer la répartition des pressions à l’intérieur du globe terrestre 
en le supposant constitué par un fluide homogène incompressible et en négli- 
geant la rotation axiale de la Terre. Calculer dans la même approximation 
la valeur de la pression PÇç au centre de la Terre (voir problème 5 au $ 55). 

Réponse. = SE 
centre de la Terre, RÀ le rayon de la Terre. Si le globe terrestre était constitué 
par de l’eau incompressible, on aurait obtenu PQ — 1/20 R (P. en atmosphères, 
R en mètres). Compte tenu de la densité de la Terre (o = 5,5) on a 


Pe = 0,275R % 1,75 «106 atm. 


8. Evaluer l’aplatissement du globe terrestre déterminé par sa rotation 
axiale en supposant que c'est une sphère liquide, homogène et incompressible. 

Solution. Comme la configuration de la Terre est presque sphérique, 
on peut admettre qu’à l’intérieur du globe terrestre l’accélération de la pesan- 
teur est dirigée vers le centre de la Terre et qu’elle est proportionnelle à la dis- 
tance jusqu'au centre (voir problème 5 au $ 55). Avec les approximations adop- 
tées et compte tenu de la force centrifuge les équations (90.6) s'écrivent : 


(R? — r?), Poe == 1/2pgR, où r est la distance au 


ôP & 

RE ms ARE, 3 
ôx a pg Ro + po T; 
oP C4 L 
y = PER, PE 
LH ELU 
8 — PE Ro ? 


où R, est le rayon de la Terre, w sa vitesse angulaire de rotation. Plaçons l'ori- 
gine des coordonnées au centre de la Terre et faisons coïncider l'axe Z avec 
son axe de rotation. L'intégration des équations ci-dessus donne 


p=+ (or—-5) @t+u +0, 


uù C'est la constante d'intégration dont la valeur dépend de la valeur de la pres- 
sion P à la surface de la Terre (on peut la poser égale à zéro, vu que la pression 
atmosphérique est très petite). L'aplatissement du globe terrestre se laisse 
déterminer en imposant la condition de l'égalité de la pression sur toute la sur- 
face terrestre. En prenant d’abord un point situé à l'équateur, puis un autre 
point situé au pôle, on écrira P (Rég: 0, 0) = P (0, 0, Rp), Rég et Rp étant 
les rayons de la Terre à l'équateur et au pôle. Compte tenu de la forme explicite 
de P, on en tire 


_Æ_\p3 _ Ep? 
(e &) Rio + R5, 
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d'où 
HER La RäqRo LS ©2R3 
éq PT g Reg + AP 2g ° 


Par suite le taux d’aplatissement 8 du globe est égal à 


Rage _%Ro _ 1 


& = LA T2 © 5@ 


Le taux d’aplatissement réel de la Terre est égal à 1/297. L'écart entre ces valeurs 
tient à ce que notre modèle est trop grossier et le tte de calcul trop simplifié. 
Un calcul rigoureux tiendra compte de ce que le champ gravitationnel d'une 
sphère aplatie n'est pas central *). Mais dans ce dernier cas le problème devient 
beaucoup plus ardu puisqu'on ne connaît pas le champ gravitationnel qui dépend: 
alors de la forme de La Terre, qui est inconnue. Une étude détaillée montre que. 
le problème ainsi formulé n’admet pas de solution univoque et on aboutit à plu- 
sieurs formes de la surface d'équilibre, notamment à celle d’un ellipsoïde de 


révolution comprimé. 


$ 92. Formule barométrique 


1. Passons maintenant à l’hydrostatique d'un fluide compressible.. 
La question la plus importante est celle de l'équilibre de l’atmo- 
sphère terrestre. Comme les équations différentielles (90.5) et (91.1) 
avaient été établies sans imposer la condition de l'incompressibilité- 
du îluide, on peut les utiliser ici. On peut rejeter les deux premières 
équations du système (91.1) puisqu'elles ne font qu'affirmer que la 
pression P ne dépend que de z. La troisième équation peut s'écrire 


dP 
Tr = —P£s (92.1} 


puisque la dérivée partielle _a et la dérivée totale =. sont mainte- 
nant identiques. Mais comme cette équation renferme deux inconnues, 
la pression P et la densité o, elle ne peut seule suffire à résoudre le 
problème. Il faut donc établir une corrélation supplémentaire entre: 
P et p 

Supposons que la composition de l'atmosphère est la même sur 
toute son étendue. L’équation d’état établit une corrélation entre la 
pression P, la densité p et la température T du gaz à l’état d’équi- 
libre. Si Ja densité du gaz n’est pas trop grande, on peut utiliser l’é- 
quation de Clapeyron (1799-1864): 


CLIS (92.2) 


+) On trouve alors & — 522 À 535 
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où u est le poids moléculaire du gaz et R est la constante universelle 
desfgaz dont la valeur numérique approchée est 


R = 8,31:10° erg-K”=lemole-1 — 8,31 J.K-lemole”t. 


La relation (92.2) permet d'éliminer la densité p de l’équation (92.1). 
Il en résulte 


ship (92.3) 


Il est évident qu’en procédant ainsi nous n'avons fait que substituer 
à la densité inconnue p une autre inconnue — la température T7. 
Toutefois il est plus facile de mesurer cette dernière aux différentes 
altitudes. Si T est connue comme fonction de z, on peut procéder à 
l'intégration de l'équation (92.3). Ainsi le problème de calcul de la 
variation de la pression avec l'altitude devient réalisable si on con- 
naît la loi de variation de la température T avec l'altitude. 

2. S'il n’y a ni vents ni courants atmosphériques et que l’atmo- 
sphère soit immobile, on dit que l'atmosphère se trouve dans un état 
d'équilibre mécanique. Ce n’est cependant pas un état d'équilibre com- 
plet, car il faut encore que l'atmosphère soit en équilibre thermique. 
Ce dernier correspondrait au cas où sur toute l’étendue de l’atmosphè- 
re la température 7 serait la même. On dira alors que l’atmosphère 
est. isothermique. 

Il est évident que l’atmosphère isothermique est une idéalisation 
mais l'étude de ce cas présente un intérêt considérable. Avec T — 
— const l'équation (92.3) est facile à intégrer. Récrivons-la sous la for- 
me 


et intégrons: 


ou 


P=Pé FT (92.4) 
La densité de l'air varie selon la même loi: 
ugz 


p=pe AT. (92.5) 


Les relations (92.4) et?(92.5) s’appellent formules barométriques. Les 
constantes d'intégration P, et p, représentent la pression et la densi- 
té de l’air au niveau du sol. La pression et la densité de l’air 
décroissent avec l'altitude suivant une loi exponentielle. Lorsqu'on 
atteint l'altitude 

RT 


=. (92.6) 
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ces quantités diminuent de e fois. L’altitude À est dite altitude de 
l'atmosphère homogène. Cette dénomination résulte des considérations 
suivantes. Quelle épaisseur À devrait avoir une atmosphère imagi- 
naire de densité p, constante pour produire au sol la même pression 
P, que l’atmosphère réelle ? Il est évident que cette épaisseur H se 
définit à partir de la condition P, = p,gH. Or si on applique l’équa- 
tion d’état (92.2) à la couche d’air adjacente à la surface de la Terre, 


on trouve P, = LL On en tire H — du soit H — h. En posant 


que le poids moléculaire moyen de l'air u = 28,8, on trouve que l'é- 
paisseur de l'atmosphère homogène à 0 °C 273 K) est égale à 


= ge 8000 m—8 km. 


En portant l'expression de k dans la formule barométrique (92.4) 
on la met sous la forme: 


P = Pet, (22.7) 


Sous cette forme elle est d’un emploi commode pour déterminer les 
différences d'altitude au-dessus du sol à partir des valeurs de la pres- 
sion atmosphérique et de la température aux points considérés. Il 
est évident que la température doit être la même dans l'intervalle 
des altitudes considéré. 

3. Une remarque s’impose au sujet de la stabilité de l'équilibre 
mécanique de l’atmosphère. Nous levons ici la limitation concernant 
l'uniformité de la température à toutes les altitudes et nous admet- 
tons donc qu’elle peut varier arbitrairement avec l'altitude. Si l’état 
d'équilibre mécanique a été perturbé et si une certaine masse d’air 
s'est de ce fait déplacée à plus haute altitude, elle s'y trouvera sou- 
mise à une pression extérieure plus faible. Par suite cette masse d’air 
se dilatera et sa densité deviendra plus petite car, l’ air ayant une fai- 
ble conductibilité thermique, cette masse d'air n ‘absorbera ni ne 
dégagera de chaleur. Mais dans le cas où la masse d’air qui s’est éle- 
vée aura une densité plus grande que celle de l’air ambiant, cette 
masse d'air, étant plus lourde, s’abaissera et l'équilibre sera rétabli. 
Mais si la densité est plus petite que celle de l’air ambiant, elle mon- 
tera toujours plus haut et l’ équilibre mécanique deviendra instable. 
Des considérations analogues s'appliquent également lorsque la per- 
turbation de l'équilibre mécanique résulte d’un abaissement d'une 
masse d’air. Elle sera alors comprimée par la pression extérieure et 
si dans sa nouvelle position sa densité est plus petite que celle de 
l’air ambiant, elle remontera jusqu’à ce que l'équilibre soit rétabli. 
Si, par contre, sa densité est plus grande, elle continuera à s'abais- 
ser et l’équilibre deviendra instable. Ces considérations s'appliquent 
non seulement à l’air, mais à n'importe quel fluide compressible à 
température non uniforme se-trouvant en état d'équilibre mécanique 
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dans le champ de pesanteur. En ce qui concerne l’atmosphère terres- 
tre, les recherches ont montré que dans ces conditions l'atmosphère 
isothermique est stable. Une stabilité encore plus grande s’observe- 
rait si la température de l’air augmentait avec l'altitude. Mais si la 
température de l'air décroît lorsque l’altitude augmente, l'équilibre 
mécanique de l'atmosphère ne sera possible que si l’abaissement de 
température n’est pas trop rapide. Si l’abaissement de température: 
dépasse un degré par 100 mètres de gain d'altitude, la stabilité mé- 
canique de l'atmosphère devient impossible et on voit apparaître des 
courants ascendants et descendants (courants de convection). Ces 
questions seront étudiées plus en détail dans le tome IT. 


É PROBLÈME 
Quelle doit être l’altitude Æ,,, pour que la pression d’une atmosphère iso- 
He ue diminue de moitié ? i 


ponse. H,=hlm2# 5,53 km (à 0 °C). 


$ 93. Description cinématique de l’écoulement 
d’un fluide 


1. On peut utiliser deux procédés différents pour décrire l'écoule- 
ment d’un fluide. Tout d’abord on peut étudier les mouvements des 
différentes particules du fluide, ce qui revient à les caractériser à tout 
instant par leur position et leur vitesse: On définit ainsi les trajectoi- 
res de toutes les particules du fluide. Mais on peut aussi étudier ce 
qui se passe au cours du temps en différents points de l’espace, autre- 
ment dit déterminer les directions, les sens et les grandeurs des vites- 
ses des particules du fluide passant à des instants différents par un 
point donné de l’espace. En considérant alors à un même instant £ 
différents points de l’espace, ce deuxième procédé nous donnera une 
image instantanée de la répartition des vitesses du fluide, ce que l’on 
appelle champ des vitesses. On pourra indiquer en tout point de l’es- 
pace le vecteur vitesse de la particule qui passe à l’instant considéré 
par ce point. Les courbes tangentes en chaque point au vecteur vites- 
se des particules du fluide au même instant £ sont dénommées lignes 
de courant. Si le champ des vitesses et donc les lignes de courant cor- 
respondantes sont indépendants du temps, on dit que l'écoulement 
du fluide est stationnaire ou permanent. Dans le cas où ils varient au 
cours du temps, l'écoulement est dit non stationnaire; la vitesse du 
liquide dépend alors explicitement des coordonnées et du temps : 
v—v(r,t). Dans le cas d’un écoulement permanent la vitesse ne 
dépend explicitement que des coordonnées: v = 0 (r). 

‘” 2. Dans le cas d’un écoulement non stationnaire, les lignes de 
courant ne coïncident généralement plus avec les trajectoires des 
particules du fluide. En effet, la trajectoire ne caractérise que le 
mouvement d’une seule particule en fonction du temps, tandis qu’une 
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ligne de courant caractérise l'écoulement d’un nombre infini de parti- 
cules se trouvant sur cette ligne de courant à l'instant considéré. 
Les trajectoires et les lignes de courant ne sont confondues que lorsque 
l'écoulement est permanent. Poux le démontrer considérons la trajec- 
toire d’une particule À quelconque (fig. 237). Désignons par À (t;) 
sa position à l'instant #,. Prenons une autre particule B qui à l’ins- 
tant #, occupe la position qu'occupait la particule À à l'instant 
1. Comme l'écoulement est permanent, la particule À passera par 
le point À (f,) à la même vitesse que la particule B passant par le 
même point à l'instant f,. Il s’ensuit que la vitesse de la particule B 


4 


é 
Fig. 237 Fig. 238 


au point À (é.) est tangente à la trajectoire de la particule À et, com- 
me l'instant t{, peut être choisi arbitrairement, on en conclut que la 
trajectoire de la particule À se confond avec la ligne de courant. 

8. Prenons un contour fermé C et au même instant faisons passer 
par chacun de ses points les lignes de courant (fig. 238). Ces lignes 
de courant constitueront ainsi-une surface tubulaire dénommée tube 
de courant. Comme les vitesses des particules du fluide sont tangentes 
aux lignes de courant, pendant l'écoulement le fluide ne peut traver- 
ser la paroi latérale du tube de courant. Le tube de courant se compor- 
te comme la paroi latérale d’un tube rigide le long duquel s'écoule- 
rait le fluide. Tout l’espace occupé par le fluide peut être subdivisé 
en tubes de courant. Si la section droite d’un tube de courant est in- 
finiment petite, on peut admettre que la vitesse du fluide est la mê- 
me en tout point d'une section donnée et qu'elle est dirigée le long 
de l’axe du tube de courant: La masse de fluide s'écoulant pendant 
le temps dt à travers la section droite du tube est 


dm = pus dé, (93.1) 
où p est la densité du fluide et s l'aire de la section droite du tube 
de courant. 

Si l'écoulement est permanent, la masse dm sera la même dans 
toutes les sections du tube de courant. Si on prend deux sections d ai- 
rux $S, et S,, on peut écrire 

PaliS 1 = Par 2e (93.2) 
CYE 
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Si cette égalité n’était pas vérifiée, la masse de fluide comprise entre 
les sections $, et S, aurait varié dans le temps, ce qui est en contra- 
diction avec la loi de conservation de la masse et avec la condition 
du caractère permanent de l’écoulement. Si le liquide est incompres- 
sible, on à p; — p, et la relation (93.2) s'écrit 


v S 

es Sr. (93.3) 
La vitesse du fluide s’écoulant à travers un tube est d’autant plus 
grande que la section du tube est petite. Elle est inversement propor- 
tionnelle à l'aire de la section droite du tube de courant. 


$ 94. Ecoulement permanent d’un fluide parfait. 
Equation de Bernoulli 


1. L'étude de l’écoulement des fluides est un problème fort ardu. 
Pour le simplifier on commence par négliger les forces de frottement 
interne. On étudie un fluide parfait dans lequel n'apparaît aucune 
force de frottement interne (ni tangentielle, 
ni normale) quels que soient les mouvements 
(cf. $ 89, point 6). Les seules forces superfi- 
cielles pouvant s'exercer dans un fluide par- 
fait sont les forces de pression normale P. 
La pression P est univoquement déterminée 
par la densité et la température du fluide. 
Pour simplifier on supposera le fluide in- 
compressible. 

2. Considérons l’écoulement permanent 
d’un fluide parfait dans un champ de forces 
conservatives, tel le champ de la pesanteur. 
Appliquons à cet écoulement la loi de con- 
servation de l'énergie. On négligera complè- 

Fig. 239 tement les échanges de chaleur entre les dif- 

à férentes parties du fluide et le milieu en- 
vironnant. Isolons dans le fluide un tube 

occupant le volume MNDC (fig. 239). Supposons que cette mas- 
se se soit déplacée dans une position M,N,D,C; infiniment proche 
de la position initiale et calculons le travail À produit dans ce dé- 
placement par les forces de pression. La pression exercée sur la paroi 
latérale du tube de courant n'effectue aucun travail, étant normale 
au déplacement. Le travail produit lorsque la frontière MN passe 
en MN, est À, = P,S.l,, où L, — MM, est le déplacement. En intro- 
duisant le volume ur = oi .: on peut le mettre sous la forme À, — 


= P,AiV ou 4; = P;——, où Asm est la masse du fluide contenu 
dans le volume MNN. M Le travail produit contre la pression P, 
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lors du déplacement de la section CD;à la position CD, est de même 
À: = P; sn. où A,m est la masse du fluide contenu dans le volume 


2 
CDD;C; (on peut dire ainsi que la pression P, effectue sur le fluide 
un travail négatif). Comme l'écoulement est permanent, la masse 
du fluide contenu dans le volume M,N,DC reste invariable et l’appli- 
cation de la loi de conservation de la masse implique l'égalité A;ëm— 
= A,m. En supprimant les indices de Am le travail produit par la 
pression extérieure s’écrit : 
_ (Pi Poe 
A=A—A;= | PA Pr }Am. 

Ce travail doit être égal à l'accroissement AE d'énergie totale de la 
partie de fluide considérée. L’écoulement étant permanent, l'énergie du 
iluide contenu dans le volume W,N,DC n’a pas varié. Par suite AE 
est égal à la différence des énergies que possède la masse Âm de fluide 
dans les positions CDD.C, et MNN,M,. En désignant par € l'éner- 
gie totale par unité de masse, on obtient AE = (e, — e.,) Am. En 
égalant cette expression au travail À et en éliminant Am on obtient 


P P 
a+ ete (94.1) 


Il en résulte que si l'écoulement d'un fluide parfait est permanent, 
la quantité e + Plo reste constante le long d'une seule et même ligne 
de courant: 


e++=B = const, (94.2) 


C'est l'équation que Daniel Bernoulli (1700-1782) établit en 1738. 
Comme nous n’avons pas utilisé l'hypothèse que le fluide était incom- 
pressible, cette équation s'applique aussi bien aux fluides compres- 
sibles à condition que le fluide soit parfait et que son écoulement 
soit permanent. Les applications de l'équation de Bernoulli aux 
fluides compressibles seront examinées dans le tome IT puisqu'on 
doit connaître la forme explicite de l'énergie e. Ici nous examinerons 
le comportement des fluides incompressibles s’écoulant dans le 
champ de la pesanteur terrestre. L’équation (94.2) a été justement 
établie par Bernoulli dans ce cas particulier. 

Si le fluide est incompressible, lors de son écoulement la partie 
de son énergie totale €, qui dépend'de la compression du fluide, reste 
invariable. On peut donc ne pas en tenir compte. L'énergie € est 
constituée par l'énergie cinétique de l'unité de masse du fluide w/2 
et par son énergie potentielle dans le champ de la pesanteur terrestre 
gh. L'équation de Bernoulli peut s’écrire alors 


+ gh + À =B =const. (94.3) 
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8. Insistons sur le fait que Le long d'une seule et même ligne de cou- 
rant la constante de Bernoulli Best invariable. En général elle peut 
avoir des valeurs différentes pour des lignes de courant distinctes, 
bien que parfois elle conserve la même valeur dans tout le courant. 
Notons un cas fréquent où la constante reste invariable. Supposons 
que toutes les lignes de courant commencent et finissent dans une ré- 
gion où le fluide est pratiquement au repos. Choisissons dans cette 
région un point de la ligne de courant. On devra poser alors v — 0 
dans l'équation (94.3), ce qui conduit à B — gh + Plo. Mais comme 
en tout point de cette région le fluide est au repos, la condition d’é- 
quilibre est gh + P/o — const. Par suite la constante de Bernoulli 


Te + 
Fig. 240 


B a même valeur en tout point du courant. Un cas plus général est 
celui où dans une certaine région de l’espace un fluide parfait incom- 
pressible s'écoule dans n'importe quelle direction avec une vitesse 
constante v, sous forme de filets fluides parallèles (écoulement uni- 
dimensionnel) qui cessent d’être parallèles lorsqu'ils butent sur des 
parties rétrécies ou élargies d’une conduite. Dans ce cas la constante 
de Bernoulli B a même valeur pour toutes les lignes de courant. Pour 
s'en rendre compte il suffit d'utiliser un référentiel animé d’un mou- 
vemént uniforme dé vitesse v, par rapport au référentiel initial. 

4, Considérons maintenant le cas d’un tube de courant étroit de 
section variable et d'axe horizontal. (Comme illustration on peut 
prendre-un tuyau horizontal de section variable parcouru par un flui- 
de.) On a alors k — const et l’équation de Bernoulli s'écrit 


_ ++ = const, (94.4) 


On voit que la pression est plus grande là où la vitesse v est plus pe- 
tite et vice versa. D'autre part, selon (93.3), la vitesse v est minimale 
là où la section du tube est la plus grande. Il s'ensuit que la pression 
est grande dans les parties évasées du tube et petite dans les parties 
rétrécies. Ce résultat est une conséquence directe de la deuxième loi 
de Newton. En effet, lorsqu'un fluide s'écoule d’une partie large 
du tube dans une partie étroite (tube convergent) (fig. 240), sa vites- 
se augmente. On en conclut que l'accélération est dirigée dans le 
sens du courant (sur la figure 240 de gauche à droite). Cette accélé- 
ration est due à la différence de pression appliquée de gauche à droi- 
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te sur la partie du fluide considérée. Il est donc évident que la pres- 
sion est plus grande là où la section du tube est plus grande. 

5. La mise en œuvre de l’équation (94.4) permet de décider dans 
quelles conditions un fluide en écoulement peut être considéré com- 
me incompressible, bien qu’une démonstration rigoureuse doive se 
fonder sur la forme générale de l'équation de Bernoulli (94.2). En deux 
points 4 et 2 d’une ligne de courant la pression et la vitesse sont liées 
par la relation 


AP=P,—P,=£ (vu). 
D'autre part 


< étant la vitesse (célérité) du son (cf. $85, point 1). Un liquide en 
écoulement ne peut être considéré comme incompressible que si 
| Ap | € p quel que soit le choix des points 4 et 2, ce qui implique 
que 

juè—ot | < 2, (94.5) 


i. e. la variation du carré de la vitesse d'écoulement du fluide doit 
être petite par rapport au carré de la célérité du son. Si on rapporte 
l'écoulement à un référentiel par rapport auquel le fluide serait au 
repos en un point quelconque du courant, la condition (94.5) se sim- 
plifie : 

vw & c?, (94.6) 


i. e. en n'importe quel point d’un fluide en mouvement le carré de 
la vitesse d'écoulement doit être petit par rapport au carré de la célé- 
rité du son. 

Si la hauteur À est variable, l'équation (94.3) montre qu’en plus 
de la condition (94.5) doit être vérifiée la condition supplémentaire 


gAh € à (94.7) 


pour que le fluide puisse être considéré comme incompressible. 


6. Pour illustrer l'équation de Bernoulli donnons la description de quelques 
expériences suggestives. La figure 241 représente un tuyau de section variable 
à travers lequel on fait passer un courant d'air. Pour juger de la pression de 
l'air en différentes parties du tuyau, on utilise des tubes manométriques disposés 
comme indiqué sur la figure 241. On constate que dans les tubes manométriques 
reliés aux rétrécissements du tuyau, le niveau d’eau est plus élevé que dans les 
tubes reliés aux parties larges du tuyau. Cela montre bien que dans les parties 
étroites la pression de l’air dans le courant est plus petite que dans les parties 
larges du tuyau, résultat conforme à l'équation (94.4). | 

Cette expérience peut servir à expliquer le principe de- fonctionnement 
des compteurs d’eau qui mesurent le débit d'eau, i.e. la masse d’eau Q s’écoulant 
par seconde à travers une section droite du conduit. On introduit dans le conduit 
un tube dit de Venturi dont la section droite est plus petite que celle du conduit, 
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Soient S, et S, les sections de la partie large et de la partie étroite du conduit 
et P,, P, les pressions d'eau que l'on y mesure à l’aide de manomètres. Appli- 
quons l'équation de Bernoulli: | 


D, 4 Pa 28 4 Pa 
D he 2 pr 


On a ainsi M1 = PUS, = pvaS 2, d'où l'on tire v, et v,; après substitution dans 
la relation précédente on obtient 


Q=S:8;, 4 Pire . (94.8) 


7. Prenons un tube de caoutchouc muni d'un embout de verre conique et 
insufflons-y de l’air (fig. 242, vue de dessus). La pression de l'air dans la partie 
effilée de l'embout et dans le jet qui en sort est plus petite que la pression atmo- 


Fig. 242 


sphérique. Si nous approchons le jet d'air d’une petite boule creuse en celluloïde 
suspendue à un fil, nous verrons que la boule sera aspirée et entraînée par le 
He d'air. En dirigeant le jet suivant la verticale ascendante, on arrive à maintenir 
a boule en sustentation à une certaine hauteur. Elle se comporte à la façon d'une 
boule placée dan$ un creux. Il est donc inutile d’attacher la boule. 

8. Approchons maintenant le jet d'air de l’extrémité supérieure effilée 
d'un tube de verre dont l'autre extrémité plonge dans de l'eau (fig. 243, a). 
Dans le tube de verre on verra monter le niveau d’eau qui sera ensuite pulvérisée 
et entraînée par le jet d’air. C’est le principe de fonctionnement des pulvérisa- 
teurs. Si l'embout n'est pas effilé et présente une section constante {fig. 248, b), 
l'eau ne sera pas aspirée à moins qu’on ne place l’embout tout contre le tube de 
verre:(fig. 243, c) de façon à y créer un interstice. Cet interstice fera fonction 
d'embout effilé et créera dans le jet d'air une pression réduite, ce qui provoquera 
l'aspiration de l’eau et sa pulvérisation. 

9. Suspendons sur des fils de fer horizontaux deux feuilles de papier incur- 
vées (fig. 244). Si nous insufflons de l'air dans l’interstice formé, les feuilles de 
papier se rapprochent l'une de l’autre. En effet, Ià où la distance entre les feuilles. 
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est la plus petite, la pression P de l'air est plus petite que la pression atmosphé- 
rique P, et c'est cette dernière qui presse les feuilles l’une contre l’autre. On: 
peut aussi suspendre à proximité l’un de l'autre deux ballons de verre. Si on 
insuffle de l'air entre eux les ballons commencent à se rapprocher, s’entrecho- 
quent, rebondissent et ainsi de suite. Le même effet d'attraction se[manifeste 


EE 
a) _b) 
Pig. 243 


lorsque deux bateaux naviguent côte à côte ; l'effet d'attraction s'explique aisé- 
ment en utilisant un référentiel par rapport auquel les bateaux sont au repos, 
l’eau s'écoulant entre eux. Cet effet détermine maintes collisions entre bateaux. 

_ 10. La figure 245 représente le schéma de l'appareil de Clément-Désormes 
(1779-1842) et de Désormes (1777-1862). 11 comporte un disque en laiton muni 
au centre d’une perforation à laquelle est fixé un tube de laïton. Sur ce tube om 


Fig. 244 Fig. 245 Fig. 246 


peut emmancher un tube de caoutchouc par lequel on insuffle de l'air. Si on rap- 
proche alors le disque d’une feuille de papier reposant à plat sur une table, LÉ 
feuille est attirée par le disque. Lorsque la distance entre le disque et la feuille- 
est petite, il s’y forme un jet d'air radial dont la pression est inférieure à la pres- 
sion atmosphérique. La pression extérieure cherche à appliquer le papier contre: 
le disque et à obturer l’orifice À B par où s'échappe l'air; la vitesse d'écoulement 
de l’air diminue, la pression augmente, le papier se décolle et fait apparaître. 
l'interstice par lequel l'air peut s'échapper; la pression diminue et la feuille 
est de nouveau attirée. La feuille effectue ainsi un mouvement de va-et-vient. 
avec émission de bruit. 

1f. Considérons maintenant un écoulement de fluide qui rencontre sur son: 
chemin un corps (fig. 246). A partir du point À les lignes de courant de l’écoule- 
ment contournent ke corps de chaque côté de celui-ci. Au point À dénommé- 
point d'arrêt, la vitesse du fluide devient nulle et la ligne de courant aboutissant. 
au-point À s’y arrête. En appliquant l'équation de Bernoulli à la ligne de courant. 
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BA nous obtenons 


P+ Po (94.9) 


<ù Po est la pression au point d'arrêt et P la pression à l'infini en amont du corps. 
P, est la pression maximale qui peut s’observer dans le fluide sur cette ligne 
de courant. Nous négligeons ici les forces de pesanteur et nous admettrons que 
toutes les lignes de courant sontrectilignes et conte- 
nues dans des plans horizontaux: La quantité 1/,pv° 
orte le nom de pression dynamique (ou cinétique) et 
a somme P + 1/4pr? celui de pression totale du fluide 
sur la ligne de courant considérée *). En mesurant 
séparément la pression totale et la pression cinétique 
du fluide en un point donné de l'espace, on arrive à cal- 
culer la vitesse du fluide en ce ‘point. 

Pour mesurer la pression totale on utilise le tube 
de Pitot (1695-1771). C'est un tube manométrique 
recourbé dont le bout ouvert fait face au courant du 
: fluide (fig. 247). Les lignes de courant centrales diri- 

Fig. 247 gées vers le tube de Pitot s'arrêtent à l’intérieur du 

tube où le fluide est au repos. La hauteur de la colonne 

de fluide qui s'établit dans le tube de Pitot mesure la pression maximale, donc 
da pression totale du fluide dans le filet de courant considéré. 

Si on mesure en plus de la pression totale là pression Pet si on forme leur 
différence, on obtient la pression cinétique t/ pur et de là la vitesse v. S'il s'agis- 
sait de mesurer là vitesse v d’un liquide à surface ouverte, d’un fleuve par exem- 


Fig. 248 Fig. 249 


le, il serait inutile de mesurer P car la profondeur à laquelle se trouve plongé 
e tube de Pitot indiquerait aussitôt la valeur de la pression. Mais ce procédé 
ne vaut rien si le liquide s'écoule à travers un conduit ou pour la mesure de la 
vitesse d‘un avion. Dâns ces cas on utilise des sondes. Une sonde se distingue 
du tube de Pitot en ce que l'extrémité de la partie recourhée de la sonde faisant 
‘face au courant est obturée et un petit orifice est pratiqué sur sa paroi latérale 
{fig. 248). Le tube sonde ne perturbe fortement le courant qu'à.proximité de son 
«extrémité faisant face au courant. Les filets de courant qui s’écoulent le lo 
-des parois du tube ne sont pratiquement pas perturbés. Par suite, à proximité 


*) En hydrodynamique technique on utilise généralement la terminolo- 
gie suivante. La quantité P est dénommée pression statique, la quantité 
1/2 pv? est dénommée pression dynamique et leur somme P + '/pv? porte le 
nom de pression totale. Les physiciens ont souvent dénoncé cette termino- 
logie comme irrationnelle et pouvant conduire à des méprises regrettables. 
Aussi nous n'utiliserons pas cette terminologie. Dans tout fluide il n'existe 
qu'une seule pression P déterminée par le taux de compression du fluide. 
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immédiate de l’orifice, la vitesse et la pression du fluide sont les mêmes qu’en 
tout autre point de la ligne de courant passant devant l’orifice. La pression dans 
le tube sonde, que l’on mesure à l’aide d’un manomètre, coïncide donc avec 
la pression P du fluide qui contourne le tube. Dans la pratique courante on asso- 
cie un tube de Pitot à un tube sonde, comme indiqué sur la figure 249. Cet 
ensemble porte le nom de tube de Prandti (1875-1953). 


$ 95. Exemples d’application de l’équation de Bernoulli. 
Formule de Torricelli 
1. Considérons l'écoulement d’un fluide parfait incompressible 
à travers un petit orifice pratiqué dans la paroi latérale ou dans le 


fond d'un récipient de fort diamètre. Les particules de fluide qui s'ap- 
prochent de l’orifice ont des vitesses transversales (fig. 250). Par 


n 


Fig. 250 Fig. 254 


effet d'inertie il se produit une compression du jet sortant. Nous sup- 
poserons que pour éviter cet effet on utilise un orifice à bord arrondi 
(fig. 251) où les lignes de courant changent de direction.et devien- 
nent parallèles à l'axe de la tubuluré avant de s'écouler : aussi l'ef- 
fet de compression ne se réalise pas *). Toutes les lignes de courant 
passent par la tubulure et prennent naïssance à la surface libre du 
fluide où la vitesse v est négligeable. Par suite la constante de. Ber- 
noulli a même valeur pour toutes les lignes de courant. Appliquons 
l'équation de Bernoulli aux points À et B d'une ligne de courant 
(fig. 251). La vitesse étant négligeable au point PB, on peut la poser 
égale à zéro; désignons par v la vitesse au point A. L’équation de 
Bernoulli donne 


*) Ce n'est pas tout à fait exact car il subsiste une petite compression due 
aux forces superlicielles. 
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où P, est la pression atmosphérique et la hauteur À est mesurée au 
niveau de l’orifice d’écoulemént. On en tire 


v = V2gh. (95.1) 


C’est la formule de Torricelli (1608-1647). Selon cette formule, le flui- 
de acquiert à l'écoulement la même vitesse que celle d’un corps tom- 
bant en chute libre d’une hauteur À. 11 en résulte que si on recourbe 
la tubulure de façon que le jet soit vertical, ou à peu près vertical, le 
sommet du jet atteindra une hauteur égale au niveau du fluide dans 
le récipient. En fait cette hauteur sera un peu plus petite à cause du 
frottement et de la résistance de l’air dont l’équation de Bernoulli 
ne tient pas compte. 

2. Calculons la quantité de mouvement qu’emporte le jet par se- 
conde. Supposons que le fluide s'écoule en jet horizontal à travers un 
petit orifice pratiqué dans la paroi latérale du récipient. Si S est l’ai- 
re de l’orifice d'écoulement, la masse qui s’en écoule par seconde est 
pvS. Cette masse emporte une quantité de mouvement mv = pwS, 
ou en vertu de (95.1) mv = 2pghS. Par suite le récipient est soumis à 
la force de recul F — 2pghS. Si on ferme l’orifice avec un bouchon, 
le récipient restera immobile. On en conclut que les forces de pression 
horizontales du fluide qui s’exercent sur les parois du récipient s’é- 
quilibrent. Si nous retirons le bouchon, nous diminuons de S l'aire 
de la paroi correspondante. Si l'état du fluide n’avait pas varié, la 
force de pression s’exerçant sur cette paroi aurait diminué de PS — 
— pghS. En fait la pression diminue du double, c’est-à-dire de 
2pghS, ce qui est dû à une redistribution de la pression accompagnant. 
le passage de l’état de repos à l'état d'écoulement permanent. Ï1 
est évident que ce passage n’est pas instantané. Lorsqu'on enlève 
rapidement le bouchon, la force de pression s'exerçant sur cette paroi 
ne diminue d’abord que de pghS. Pendant l'établissement du régime 
d'écoulement permanent la pression diminue rapidement encore de 
pghS, atteignant ainsi la valeur 2pgAsS. 


PROBLÈMES 


1. Un récipient cylindrique placé en position verticale est rempli de fluide 
parfait jusqu’au niveau Æ par rapport au fond du récipient dont l'aire est S. 
Calculer le temps # au bout duquel le niveau s’abaissera jusqu’à une hauteur À» 
qe rapport au fond du récipient} si on pratique dans le fond un petit orifice 

’aire o. Calculer aussi le temps 7° nécessaire au récipient pour se vider complè- 
tement. 


: S 4 2 — —- S 2H 
Réponse. ES Zva-vir- LV. 
2. Une boîte rectangulaire flotte à la surface de l'eau en s’y immergeant 
à une profondeur k sous l’action de son propre poids. L’aire du fond de la boîte 
est égale à S$ et sa hauteur à AH. Calculer le temps au bout duquel la boîte se 


trouvera submergée si on pratique dans son fond un petit orifice d'aire © et si 
on lui assure une orientation invariable à l'aide de dispositifs appropriés. 
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Réponse. Ées 
2gh° 


0 V 2g 
3. Au bout de quel temps un ballon sphérique de rayon R se remplira-t-il 
d'eau s’il comporte au centre de sa partie inférieure un orifice d’aire o? Le ballon 
est immergé dans l'eau jusqu'à la partie inférieure de son col. 


2 
Réponse. i— y/ 2. 
4 Un récipient cylindrique reposant sur la surface horizontale d’une table 
est rempli d’eau jusqu'au niveau H (par rapport à la surface de la table). À quelle 
hauteur A (toujours par rapport à la surface de la table) doit-on pratiquer dans 
la surface latérale du récipient un petit orifice pour que le jet d’eau qui s'en 
écoulera retombe sur la surface de la table à 
une distance aussi grande que possible du ré- 
cipient? Calculer cette distance maximale: 


Tmax: 
Réponse. h = 


H 
2: Tmax — H . 

5. Déterminer la forme que doit avoir 
un récipient qui se viderait à travers un petit 
orifice pratiqué dans le fond de manière à ce 
que le niveau d’eau s’abaisse à une vitesse 
constante. 

Réponse. L'aire de la section droite 
horizontale du récipient doit être proportion- 
nelle à la racine carrée de la distance entre 
cette section horizontale et l’orifice. Si le 
récipient est de révolution, il doit avoir la 
forme d'un paraboloïde de révolution de qua- 


trième degré. 4 Fr — 
6. Un large récipient à fond plat est 
rempli de fluide parfait. Dans le fond on pra- Fig. 252 


tique une fente longue et étroite dans laquelle 

on place un embout constitué par deux plans 

‘formant entre eux un petit angle (fig. 252). A leurs parties inférieures la dis- 
tance entre ces plans est égale à 1, et dans leurs parties supérieures à L,. Cal- 
culer la répartition de la pression du fluide dans l'embout sachant que la pression 
atmosphérique est P,. La hauteur de l’embout est égale à het la distance entre 
le bord inférieur de l'embout et le niveau du fluide dans le récipient est A. 


ne 

A : 

| PR Die Gp PS 

la distance verticale mesurée à partir de l'extrémité inférieure de l’embout. 
. 7. L'eau s'écoule d’un large réservoir par un tuyau conique vertical intro- 

duit dans le fond. La longueur du tuyau est Z, le diamètre de sa base supérieure 

est d. et celui de sa base inférieure est 4, (d > da). Quel doit être le niveau H 

de l’eau dans le réservoir pour que la pression dans la section supérieure du tuyau 

soit égale à P, la pression atmosphérique étant Po? 

= (Po Poe — 1 (dd) 

| ; . 1—(da/d1)* 

8. Calculer la vitesse de l'écoulement permanent à travers un petit orifice 
d'un jet de fluide parfait incompressible se trouvant sous pression dans un réci- 
pient fermé (fig. 253). 

._ Réponse. v— V2 CP — Pijp + 28h, où P, est la pression atmosphé- 
rique. 
….S$. Pour qu'un jet liquide s'écoule d’un récipient à vitesse constante, on 
utilise le dispositif représenté sur la figure 254. Calculer la vitesse d'écoulement 
« dans ce cas particulier. 


Réponse. P—= P; — per + pen {1— 


Réponse. H# 
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Réponse. Tant que le niveau du liquide se trouve au-dessus de l’extré- 
mité inférieure du tube AB, la vitesse d'écoulement est constante et égale à 
v— V2gh. Ensuite la vitesse d'écoulement diminue. 

10. Un récipient cylindrique rempli d'un liquide parfait incompressible 
est mis en rotation autour de son axe géométrique vertical avec une vitesse angu- 


Fig. 253 Fig. 254 


laire w. Calculer la vitesse d'écoulement du liquide à travers un petit oritice 
pratiqué dans la paroi latérale du récipient lorsque le mouvement du liquide 
par rapport au récipient est devenu stationnaire. 

Solution. Utilisons un référentiel par rapport auquel le liquide est 
au repos. Dans ce référentiel apparaissent deux forces d'inertie : la force centri- 
fuge et la force de Coriolis. Cette dernière n'effectue 
aucun travail, mais incurve les lignes de courant sans 
affecter l'équation de Bernoulli (94.2) qui reste véri- 
fiée. La force centrifuge ajoute un nouveau terme dans 
l'expression dé l'énergie potentielle. L'énergie poten- 
tielle totale de l'unité de masse du liquide devient 
égale à u — gz — 1/,œ%r?, de sorte que l'équation 
(94.2) s'écrit maintenant 


a 

te a+ E=B= const, (95.2) 

où vest la vitesse relative du liquide (vitesse rapportée 

Fig. 255 au référentiel én rotation). La constante de Bernoulli 

B a même valeur pour toutes les lignes de courant 

puisque celles-ci prennent naissance à proximité de la 

surface du liquide où la vitesse v est Re Appliquons l'équation (95.2) 

à la ligne de courant AB issue du point À à la surface du liquide (fig. 255). Si 

on place l’origine des coordonnées en À on aura z4 = ra = va = 0, P4 = Pr= 
= Po, vp = v, 2 = —h, rg = R, et par suite 


v=V 2h +R), (95.3) 
où » désigne la hauteur du point À situé au centre de la partie la plus basse 


de la surface libre par rapport à l'orifice d'écoulement et À le rayon du réci- 
pient cylindrique. Le passage à un référentiel fixe ne présente aucune difficulté. 
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$ 96. La viscosité 


1. Dans les liquides réels, en plus des forces de pression norma- 
le, il existe aux frontières des filets fluides des forces tangentielles de 
frottement interne dénommées forces de viscosité. Des exemples simples 
permettent de se rendre compte de l'existence de ces} forces. Ainsi 
l'équation de Bernoulli, établie pour des écoulements sans viscosité, 
permet de tirer les conclusions suivantes. Lorsqu'un fluide s’écoule 
à travers un conduit rectiligne horizontal de section constante, la 
pression du fluide doit être la même sur toute la longueur du conduit. 
En réalité la pression diminue le long du conduit dans le sens de l’é- 
coulement. Pour que l'écoulement soit permanent, on doit mainte- 
nir entre les extrémités du conduit une différence de pression constan- 
te afin de compenser l’action des forces de frottement interne qui ap- 
paraissent lorsque le fluide s'écoule. 

Un autre exemple concerne le comportement d’un fluide placé 
dans un récipient en rotation. Lorsqu'on met en rotation uniforme 
autour de son axe un récipient cylindrique vertical rempli de fluide, 
on constate que progressivement le fluide se met lui aussi en rota- 
tion. Au début ce sont les couches de fluide au contact des parois qui 
se mettent en rotation, puis elles entraînent les couches internes et 
ainsi de proche en proche jusqu’à ce que tout le fluide effectue un 
mouvement de rotation uniforme comme le ferait un corps solide. 
Ainsi, tant que le mouvement ne s’est pas encore établi, il se produit 
constamment un transfert de rotation des parois aux couches adja- 
centes du fluide, puis de ces couches extérieures aux couches inté- 
rieures du fluide. Un tel transfert de mouvement aurait été impossi- 
ble s’il n'existait pas de forces tangentielles s’exerçant entre les parois 
du récipient et le fluide, ainsi qu'entre les couches de fluide animées 
de vitesses angulaires différentes. Ces forces tangentielles sont dénom- 
mées forces de frottement, internes si elles s’exercent entre les couches 
du liquide, et externes s’il s’agit de l’interaction du liquide avec les 
parois du récipient. Sont particulièrement intéressantes les forces de 
frottement interne dites forces de viscosité. Nous n’examinerons pas 
ici l'origine de ces forces, reportant cette question au tome II où on 
étudiera la physique moléculaire. 

2. Pour mieux dégager les lois quantitatives du frottement inter- 
ne, nous prendrons un exemple particulièrement simple. Considérons 
deux plaques parallèles infiniment longues entre lesquelles se trouve 
incluse une couche fluide. (On dira que les plaques sont infiniment 
longues si leur largeur et leur longueur sont beaucoup plus grandes 
que la distance entre les plaques.) Si la plaque inférieure AB est fixe 
et la plaque supérieure CD animée par rapport à la plaque AB d’un 
mouvement uniforme avec la vitesse v, (fig. 256), il faut, pour main- 
tenir le mouvement uniforme de la plaque CD, lui appliquer une for- 
ce constante F dirigée dans le sens du mouvement. La plaque AB 
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doit être soumise à une force égale et opposée afin de la maintenir 
au repos. On sait depuis les expériences de Newton que la grandeur 
de la force F est proportionnelle à La vitesse v,, à l'aire S de la plaque, 
et inversement proportionnelle à la distance k entre les plaques: 


F=ns®, (96.1) 


où n est une constante dénommée coefficient de frottement interne ou 
viscosité du fluide. La valeur de ce coefficient est indépendante de la 


TT —— 
U 
EE 7] 
Fig. 256 


nature du matériau des plaques, mais dépend de la nature du fluide 
Pour chaque fluide le coefficient n dépend des paramètres caracté- 
risant son état interne, en premier lieu de la température. 

Il n’est d’ailleurs pas nécessaire que la plaque AB soit au repos. 
Les deux plaques peuvent se déplacer parallèlement l’une à l’autre 
à une vitesse uniforme. Si la plaque AB est animée d’une vitesse v, 
et la plaque CD d’une vitesse ,, à la place de (96.1) on aura la for- 


mule générale : 
F=ns 2%, (96.2) 


Pour se rendre compte de la justesse de cette dernière formule il 
suffit d'utiliser un référentiel par rapport auquel la plaque AB est 
immobile. 

Remarquons encore que lorsque la plaque CD est en mouvement 
uniforme, le fluide doit lui appliquer une force —F afin que la force 
résultante agissant sur la plaque CD soit nulle. Il s'ensuit que la 
plaque CD exerce sur le fluide la force +F. De même la plaque AB 
exerce sur le fluide une force —F. L'expérience montre aussi que 
tout fluide visqueux adhère à la surface du corps solide le long du- 
quel il s'écoule. Cela signifie que les vitesses des particules du fluide 
sont nulles relativement à la surface du corps solide sur laquelle 
elles se trouvent. On peut donc considérer que les forces F et —F 
figurant dans (96.2) sont appliquées non pas aux plaques mais aux 
frontières de la couche fluide qu’elles délimitent. De même on peut 
dire que les vitesses v, et v, sont les vitesses de déplacement de ces 
frontières de la couche fluide. Ainsi il n’est pas nécessaire d’avoir 
recours à des plaques pour introduire la notion de viscosité. 
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3. Afin de généraliser la formule (96.2) nous supposerons que 
l'écoulement du fluide est unidimensionnel le long de l’axe X et 
que la vitesse d'écoulement ne dépend que de l’ordonnée y: 


Ve = Vx(Y), vy =v, = 0. 


Isolons en pensée une couche fluide comprise entre deux plans paral- 
lèles infiniment rapprochés perpendiculaires à l’axe Y. Ces plans 
coupent l’axe Y en des points d’ordonnées y et y + dy (fig. 251). 
Désignons par t,, la force tangentielle qu'applique sur l'unité de 


Z, 
C4 
D 7 C 
Tyx 
y*4y “el Ty 
a" 
ÿ 4 : 6 
-ÿr Tyz 
Fig. 257 Fig. 258 


surface de la frontière supérieure de cette couche le fluide qui se 
trouve au-dessus d’elle. Le premier indice ÿ indique la direction de 
la normale extérieure à la frontière supérieure de la couche fluide 
et le deuxième indice x caractérise la direction de la force appliquée 
(cf. $ 74, point 2). En généralisant la formule (96.2) nous écrirons 
pour une contrainte FRRARtIeNS 

17 


= (96.3) 


Admettons, conformément à l'expérience, que la formule (96.3) 
est vérifiée non seulement pour un écoulement uniforme, mais aussi 
pour des écoulements dont la vitesse v, varie avec le temps. La con- 
trainte tangentielle s'exerçant sur la frontière inférieure de la couche 

Teyx CSt dirigée dans le sens opposé à T,.. Ces contraintes ne diffè- 
rent que d’une quantité infiniment petite parce que l'épaisseur de la 
couche fluide dy est infiniment petite (Tux = —T-yx 

4. Isolons maintenant dans le même écoulement fnidimensionnel 
un parallélépipède élémentaire ABCD dont les côtés sont parallèles 
aux axes de coordonnées (fig. 258). D’après l'équation des moments, 
le tenseur des contraintes doit être symétrique (cf. $ 74, point 4). 
Par suite les bases BC et AD du parallélépipède, qui sont normales 
au courant, doivent être soumises elles aussi à des contraintes tangen- 


tielles telles que tx, = Tyx =" ®%z, [1 en résulte que les contraintes 


tangentielles s'exercent aussi bien le long de plans parallèles. à Pécou- 
lement que le long de plans qui luï'sont perpendiculaires. 


32—01433 
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Supposons maintenant que l’écoulement n’est pas unidimension- 
nel mais quelconque. Admettons que les composantes tangentielles 
du tenseur des contraintes visqueuses ne dépendent que de la vitesse 
de déformation du fluide et non des déformations ou de leurs déri- 
vées supérieures par rapport au temps. Limitons-nous à l’approxi- 
mation linéaire, ce qui nous permettra : de négliger les puissances 
égales et supérieures à deux des vitesses de déformation. Dans cette 
approximation les contraintes tangentielles sont des fonctions li- 
7 &vy 4 7 dve 
‘y? 8x? * ôy * x”? 

Si à la frontière CD de la couche fluide seule “4 dérivée $e 
était différente de zéro, cette frontière aurait été soumise le long de 


l'axe X à la contrainte tangentielle t, = n 55 . Si c'est la dérivée 


néaires homogènes des vitesses de déformation 


qui était différente de zéro, la contrainte tangentielle 1}, — 


= 12 serait de même orientation que dans le cas précédent. Dans 


le cas où les deux dérivées 2e et 7 seraient simultanément diffé- 


rentes de zéro, la contrainte tangentielle agissant sur la frontière 
CD serait égale à tTy3 = Tux + Tx= 1 (+ + 4 êra 2). Ce résultat découle 


directement de l'hypothèse qu'entre les So tesintes tangentielles 
et les vitesses de déformation du fluide il existe une relation linéaire 
et homogène. Il en découle également que l’expression obtenue pour 
T,+ reste en vigueur quelles que soient les valeurs des autres déri- 
dry Ov, 
vées =X, FÉ etc. En reprenant le même raisonnement que ci-dessus 
nous trouverons les expressions de toutes les autres contraintes tan- 
gentielles agissant sur les différentes faces du parallélépipède ABCD : 


ôv. êv 
Try — Tyx = +) ; 
ôv. êv 
Ge Ta (SE +), (96.4) 


dv êv 
en ARS E). 


Si le liquide est incompressible, ces expressions suffisent pour éta- 
blir les équations différentielles de l'écoulement du fluide. Mais si 
le fluide est compressible, on devra leur adjoindre encore les expres- 
sions pour les contraintes normales. Nous nous abstiendrons de don- 
ner ici ces expressions Car nous n’aurons pas l’occasion de les uti- 
liser.. 


. 5. Considérons le cas particulier où un fluide visqueux tourne . autour 
d'un axe fixe avec une vitesse angulaire w. Les lignes de courant sont alors .des 
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circonférences. Soit AB un segment élémentaire de longueur-r dg d'une ligne 
de courant (fig. 259). La contrainte tangentielle à la surface cylindrique à laquelle 


appartient ce segment est évidemment dirigée dans le sens de .la rotation; dési- 
gnons-la donc par 7-9. L'indice r caractérise le sens de la normale extérieure à la 


Va 
Fig. 299. Fig. 260 


surface cylindrique et l’indice q le sens positif de la contrainte tangentielle. 
Dans ce cas c’est dr qui remplace dy et c’est la longueur de l'arc AB = r dy 
qui remplace dx. Par suite on tire de (96.4) l'expression suivante pour la con- 
trainte tangentielle tro: 


dv ôv 
Gros 1 | ôr + 00 ) ,» 
Au point À la composante radiale de la vitesse v est nulle. Au point B il existe 
une composante de la vitesse dirigée suivant le rayon O4 et égale à dv, = —vydp, 
de sorte que = —vy et par suite 
de vo 
Trp=N ( _ ——) . (96.5) 
En y substituant v, = wr on obtient 
ca) 
pre (96.6) 


Les contraintes visqueuses disparaissent si © = 0, ce qui se produit lorsque le 


fluide tourne tout d'un bloc à l'instar d'un corps solide. On ne serait pas arrivé 
à ce résultat si on n'avait pas tenu compte du second terme dans la formule 


ÔUx êvy 
en (+). (9652) 
-6. Pour illustrer l'application de la formule (96.5) considérons le mouve- 
ment stationnaire d'un îluide compris entre deux cylindres coaxiaux animés 
d'uve rotation uniforme. Désignons par ! la hauteur des cylindres, par R, et Rà. 
leurs rayons et par Q, et Q, leurs vitesses :angulaires. Nous supposons que la 
hauteur / est très grande par rapport à l'interstice R, — R, entre les cylindres, 
ce qui revient à les considérer comme infiniment longs; on peut älors négliger 
les complications qu'introduisent les effets perturbateurs ‘dus aux ‘bords: les 
cylindres. Traçons au sein du fluide une surface cylindrique de rayon r (fig. 860): 
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Le moment des forces de viscosité rapporté à l’axe de rotation et s'exerçant sur 
cette surface est F 


LM = nn, = 2rnirs 2 ; 


En régime de rotation stationnaire du fluide ce ‘moment ne doit pas dépendre 
de r, car ce n’est qu’à cette condition que le moment des forces appliquées au 
fluide contenu entre deux surfaces cylindriques coaxiales peut s’annuler; 
le moment cinétique est alors conservatif. Nous arrivons ainsi à l'équation 


rè cons = CONSte 
ôr 


En désignant la constante par —2A nous 6btenons après intégration 


À 
or +0, 
où C est une constante d'intégration dont la valeur (de même que celle de 4) 
se déduit des conditions aux limites. Comme tout fluide visqueux adhère à la 
surface du corps le long duquel il s'écoule, la vitesse angulaire © doit devenir 
égale à Q, pour r = R, et à Q, pour r = R4. Ceci conduit à deux équations 


A À 
rte RE CE 


qui ont pour solutions 


= MP. _ Rs — AIO: 
RE D >: nu 
et 
re RÎRS Qi RQ: — RÎQ: 
EURE 7 tt RER (96 8) 


Le moment des forces de viscosité s’exerçant sur Le cylindre intérieur est 
égal à 


RIRÿ 
RE—RI 


La formule (96.9) constitue le fondement d’une méthode pratique de mesure 
des coefficients de viscosité des liquides et des gaz. Dans Île fluide à l’étude 
le cylindre intérieur est suspendu en position verticale à un fil fin et le cylindre 
extérieur est mis en mouvement de rotation uniforme avec une vitesse angulaire 
QG: = &. On mesure l'angle de torsion œ du fil de suspension pour lequel le 
cylindre intérieur se trouve à l'équilibre. Cet équilibre est réalisé lorsque le 
moment A des contraintes de viscosité est compensé par le moment f® de tor- 
sion du fil, où f est le module de torsion. Le coefficiant de viscosité est alors 
donné par la formule 


M = 2nni (—24)=4nn! 


(Qg— pe (96 9) 


__ip_ Ri-—R} 
NT RRQ (96.10) 


… PROBLÈMES 


1. En utilisant un système local de coordonnées dont l'origine coïncide 
avec le point considéré de l’espace, démontrer par dérivation directe que la for- 
mule (96.7) se: ramène.à.la formule. (96.5) lorsque le fluide est mis en rotation. 
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Solution. Menons par le point À de l’espace une ligne de courant cir- 
culaire. Plaçons l’origine des coordonnées locales au point À et orientons les 
axes de coordonnées X et Y comme indiqué sur la figure 261. Pour un point B 
les coordonnées et les composantes de la vitesse Joe 
auront pour expressions | ÿ 


z=rsing, y = r cos ® — ro, 

Ur = Ve COS P, y = —Vo Sin p, 
où rpet rsont les rayons vecteurs des points 4 et B 
et upest la vitesse au point B. En dérivant ces 


expressions et en posant  — 0 {au point A) dans 
le résultat obtenu, nous obtenons pour le point À 


dr = To dy, dy = dr, 
dv, = du dvy = —vedp, 


d'où | 

ôvx y dry Vo Ï 

y "Où T° 
En substituant dans (96.7) on arrive à la formu- Fig. 261 
le (98.5). ( 


2. À quoi se réduira la formule (96.9) dans le cas limite où l'épaisseur de 
l'interstice entre les cylindres k = R; — R; devient négligeable par rapport 
aux rayons À, et R,? 

Réponse. 

3 
M= SR GO). (96.11) 


On peut aussi obtenir cette formule en assimilant la couche fluide comprise entre 
les cylindres à une couche plane-parallèle et en utilisant la formule (96.2). 
Le lecteur est invité à faire ce calcul. 


$ 97. Ecoulement permanent d’un fluide dans un conduit rectiligne. 
Formule de Poiseuille 


1. Considérons l'écoulement d’un fluide visqueux incompressible 
le long d’un conduit cylindrique rectiligne de rayon R. Nous suppo- 
serons que les lignes de courant sont toutes parallèles à l’axe du 
conduit. Visualisons un tube de courant de section infiniment petite ; 
le fluide étant incompressible, la vitesse d’écoulement v doit être 
la même en tout point du tube de courant et par suite la vitesse du 
fluide ne peut varier le long du conduit. Par contre elle peut fort 
bien varier en fonction de la distance r à l’axe du conduit. Ainsi la 
vitesse v du fluide est fonction du rayon r du conduit. 

Faisons coïncider l’axe du conduit avec l’axe X en l’orientant 
dans le sens de l'écoulement. Délimitons dans le conduit un cylin- 
dre de rayon r et de longueur dx infiniment petite (fig. 262). Sa sur- 
face latérale est soumise dans le sens de l’écoulement à la force tan- 


gentielle de frottement interne dF—2nrm + dæ. Sur ses bases s’exer- 
ce une différence de forces de pression dF, — sr? [P (x) — P (x + 
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+ dx)] = —sr? dx également dirigée dans le sens de l'écoule- 


ment. Si l'écoulement est permanent, la somme de ces deux forces 
doit être nulle et par suite 
dP 


dv 
ar RTE 


La vitesse v (r) et la dérivée _ ne varient pas avec x. Par consé- 

quent la dérivée _ doit elle aussi être indépendante de x; cette dé- 

rivée doit être égale à (P, — P;)/1, où P, est la pression à l’entrée du 
dx 


Pix) Pix+0x) 


Fig. 262 


conduit, P, la pression à sa sortie et Z! la longueur du conduit. On 
arrive finalement à l'équation 


dv Pi— Pa 
Faber M (97.1) 
En l’intégrant on obtient 
_ Pi—Pe 
D = — Se ER +C 


On détermine la constante d'intégration C en imposant une vitesse 
v nulle sur les parois du conduit, i.e. pour r — ÆR. Ainsi 


P;—P 
D = A (R2—7r?) (97.2) 
La vitesse v est maximale sur l'axe du conduit où sa valeur est 
_— FE R2. (97.3) 


Lorsqu'on s'écarte de l’axe du conduit la vitesse v varie suivant une 
loi parabolique. 

2. Calculons le débit-masse de fluide, i.e. la quantité de fluide 
s'écoulant par seconde à travers la section droite du conduit. La 
masse de fluide s'écoulant par seconde à travers une couronne circu- 
laire comprise entre les rayons r et r + dr est égale à dQ=2nr dr x 
X pv. En y portant l'expression de v et en intégrant, on:obtient le 
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débit-masse de fluide 


R 
Q = no an Pre, 


soit 


Q=np rs RE, (97.4) 


Le débit-masse de fluide est proportionnel à la différence de pression 
P; — P,, à la quatrième puissance du rayon du conduit et inversement 
proportionnel à sa longueur et au coefficient de viscosité du fluide. 
Cette corrélation a été établie indépendamment par Hagen en 1839 
et en 1840 par Poiseuille (1799-1869). Hagen étudia l’écoulement de 
l’eau dans des conduits et Poiseuille l'écoulement des liquides dans 
les tubes capillaires. La. formule (97.4) porte le nom de Poiseuille. 
bien que s’occupant d'études expérimentales il n’établit pas lui- 
même cette formule. Elle est à la base d’une méthode expérimentale 
de mesure des coefficients de viscosité des liquides. 

‘On peut mettre la formule:(97.4) sous la forme Q = pnR?.v,/2. 
On peut aussi introduire la vitesse d'écoulement moyenne}v en la dé- 
finissant par la relation Q = pxR°v. En comparant ces deux expres- 
sions on obtient 


D = + Vos (97.5) 


La formule de Poiseuille n'est vérifiée que pour les écoulements 
laminaires. Un écoulement est dit laminaire si les filets fluides sont 
tous parallèles à l’axe du conduit. (Nous donnerons au $ 98 une 
définition plus générale applicable à n'importe quel écoulement.) 
Lorsque la vitesse d'écoulement devient grande, l'écoulement lami- 
naire devient instable et se transforme en écoulement turbulent, que 
nous étudierons au $ 98. La formule de Poiseuille n’est pas appli- 
cable aux écoulements turbulents. 

3. L'énergie cinétique que transporte par seconde un écoule- 
ment de fluide à travers la section droite d’un conduit est. donnée 
par l'expression suivante: 


R 
K — | PP nrv dr. 


En y portant l'expression de v on obtient après intégration 


K 7 Qui =Q (oÿ°. (97.6) 
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Le travail qu’effectue sur le fluide la différence de pression P, — P;, 
est À — fo (P1 — P;)-2sr dr, ou encore 


ss Des. Q. (97.7) 


Un travail de même grandeur mais de signe contraire est produit par 
les forces de frottement interne, car en régime permanent l'énergie 


cinétique du fluide doit être constante: À’ — — A4, A l’aide de 

(97.3) on exclut la différence de pression P, — P,, ce qui donne 
Anvol 

A'= — TR Q. (97.8) 


Les formules que nous venons d'établir permettent d'expliquer: 
dans quels cas on peut négliger les forces de viscosité et appliquer 
l'équation de Bernoulli à l'écoulement d’un fluide à travers un con- 
duit. Pour cela il faut que la perte d’énergie cinétique du fluide due- 
à l’action des forces de viscosité soit négligeable par rapport à l’éner- 
gie cinétique du fluide, i.e. | 4’ | € Æ. Cela implique la condition 


vo R3 
16 > 1. (97.9) 
v désigne ici la viscosité cinématique, i.e. la relation 
Te 
D (97.10) 


La quantité n est dénommée viscosité dynamique. 

&. Les lois établies par Poiseuille peuvent être retrouvées sous. 
une forme générale par la méthode de l'analyse dimensionnelle. 
L'avantage de cette méthode réside en ce qu'elle s'applique aux 
conduits rectilignes de section arbitraire et non seulement aux con- 
duits cylindriques. Il faut cependant que les sections droites de tous. 
les conduits soient géométriquement semblables. Ces sections ne- 
peuvent se distinguer l’une de l’autre que par leurs dimensions. On 
peut définir pour n'importe quelle section droite une dimension 
caractéristique. Ce peut être, par exemple, scn périmètre ou la racine 
carrée de son aire. On peut aussi couper en deux parties les sections. 
droites de tous les conduits par des segments de droite de manière à 
préserver la similitude géométrique des figures résultantes. Les lon- 
gueurs de ces segments peuvent également servir de dimensions ca- 
ractéristiques. Les longueurs caractéristiques, par exemple dans le 
cas d’une section droite elliptique, seront les longueurs du grand et 
du petit axe de l’ellipse ou bien d’autres segments de droite carac- 
térisant ses dimensions. Toutes les autres dimensions des sections 
droites des conduits sont définies par la dimension caractéristique. 

Comme dans toute autre application de la théorie des dimensions, 
pour établir les lois de Poiseuille il importe en premier lieu de dé- 
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terminer les grandeurs physiques reliées entre elles par une relation 
fonctionnelle. Dans le cas d’un écoulement laminaire permanent dans 
un conduit, les forces de viscosité sont compensées par des gradients 
de pression. Comme les gradients figurent dans l'équation de mouve- 
ment, la différence de pression P; — P, et la longueur ! du conduit 
ne peuvent apparaître que sous forme de la combinaison (P, — P,)/l. 
Comme le fluide se meut sans accélération, la nature de l'écoulement. 
doit être indépendante de la densité du fluide. La densité p et le débit- 
masse Q ne peuvent apparaître que sous forme de la combinaison 
Q/p, puisque @ est une quantité purement géométrique égale au 
volume de fluide s’écoulant par seconde à travers la section droite 
du conduit. En leur adjoignant encore la viscosité n du fluide et la 
dimension caractéristique transversale a du conduit, nous dispose- 
rons de quatre grandeurs 
_. ? Arrs. U a, un 


qui doivent être liées par une relation fonctionnelle. A la place de & 
on peut prendre l’aire $ de la section droite du conduit. En appli- 
quant la méthode générale de détermination des combinaisons sans. 
dimension (cf. $ 87, point 6) on constate sans peine qu'avec les 
quatre grandeurs ci-dessus on ne peut former qu'une seule combinai- 
son indépendante sans dimension, à savoir 

2h." 

p "P;—P3  S?* 
I] s’ensuit que cette combinaison doit être constante. Désignant cette 
constante par (€, nous obtenons: 


Qc pS?. (97.11) 
Cette formule renferme toutes les lois de Poiseuille et constitue une 
généralisation de la formule (97.4) au cas de conduits rectilignes de 
section droite arbitraire. La valeur de la constante C dépend de la 
forme de la section droite et ne peut être calculée par la théorie des 
dimensions; on doit faire appel à l'expérience ou à des méthodes 
dynamiques, i.e. à l'intégration des équations de mouvement. 


PROBLÈMES 


4. Calculer l'écoulement permanent d'un/liquide incompressible paralièle- 
ment à l’axe d’un système de deux cylindres coaxiaux de rayons intérieur R, et. 
extérieur R, et de longueur !, ainsi que le débit-masse du liquide. 

Solution. Considérons une couche annulaire de liquide de rayons. 
intérieur r et extérieur r + dr. Cette couche est soumise à une force de frotte- 
ment interne dirigée dans le sens de l'écoulement et égale à 


dv dv d dv 
set Cru (7), ]=2rn + (r +) dre 
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{Les indices r et r + dr indiquent que les quantités entre parenthèses affectées 
.de ces indices doivent être calculées respectivement pour les valeurs des rayons 
.r et r + dr.) La force due à la différence de pression (P, — P.) 2nr dr agit dans 
le même sens. Pour un écoulement permanent la somme de ces forces doit être 
mulle, ce qui s'exprime par 


d d P,—P 
(fr )= —<r. (97.12) 


La solution de cette équation, s’annulant pour r = R, et r — R;, est 
= Pi—P: 2 2 R;—R F} 
= LR a 0 A) 
Le débit-masse du liquide est: 


_ mP(P1—P2) { Rs UB—RE) 
= ET RIRI in (RR)S * 
2. Montrer que pour un écoulement laminaire permanent d’un liquide incom- 
pressible le long d’un conduit rectiligne de section droite arbitraire et de lon- 
.gueur !, la vitesse du liquide v vérifie l'équation 


CE 62 P,—P 
Pet Dr EE. (97.13) 


(Le plan des coordonnées YZ est orthogonal à l’axe du conduit, les axes Y et Z 
-sont rectangulaires et orientés de façon arbitraire.) : 

Indication. Considérer un parallélépipède élémentaire droit de 
liquide de longueur ? dont les arêtes sont parallèles aux axes de coordonnées 
-et formuler la condition d'annulation des forces de viscosité et de la différence 
de pression qui lui sont appliquées (comme nous l'avons fait pour établir l’équa- 
‘tion (97.12)). 

3. Calculer la vitesse d'écoulement et le débit-masse d'un liquide dans un 
conduit de section droite elliptique. 

Solution. Ce problème est du type de ceux que l’on résout par la 
méthode intuitive. On choisit intuitivement la forme de la solution de l’équation 
différentielle (97.13), puis on choisit les coefficients figurant dans cette solu- 
tion de façon que soit vérifiée la condition aux limites sur la paroi du conduit: 
v — 0. Orientons les axes Y et Z suivant les axes principaux de la section droite 
elliptique et cherchons une solution qui soit de la forme v = Ay + Br + vw. 
‘Cette expression vérifie l'équation (97.13) à condition que 

__ Pi—Pe 
2442B=— mn 
-Sur la paroi intérieure du conduit elliptique v = 0, c'est-à-dire Ay? +Bz? + 
+ vo = 0. Cette équation doit se ramener à l'équation de la section elliptique 


nu 2 ; 
du conduit at — 1 = 0. On en tire 


Nous disposons ainsi de trois équations linéaires pour calculer les constantes 
A, B et w. En les résolvant nous obtenons 


= Pi Pa a2p2 
9 2m ab? 


À 2 
v=n(i-H-5) (97.15) 


(97.14) 
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La constante wo représente évidemment la vitesse d'écoulement sur l'axe du 
«conduit. 

Calculons le débit-masse du liquide. Les surfaces sur lesquelles la vitesse v 
æst constante sont des cylindres elliptiques 


a'2 + b'3 | 
dont les demi-axes sont 
a'2— e? Vo —V b'2— pa Vg —V : 
Vo 0 


Prenons deux cylindres elliptiques pour lesquels le paramètre v a des valeurs 
infiniment proches. L'aire de la section droite comprise entre ces cylindres est 


4S = d(na'b') — —a® dv. Le débit-masse du liquide est 
0 
o=p([ras= —p | vd, 
Vo 
soit 
RE ve. (97.16) 


$ 98. Lois de la similitude hydrodynamique 


1. Considérons un écoulement de fluide contournant un corps ou 
"un système de corps. À côté de ce système on peut imaginer un nom- 
bre infini de corps similaires. où de corps disposés de façon similaire 
que contournent d’autres fluides. À quelles conditions doivent sa- 
tisfaire les paramètres de l'écoulement et les constantes caractéri- 
sant les propriétés des fluides (densité, viscosité, etc.) pour que les 
deux écoulements soiént mécaniquement similaires? Si la similitude 
existe on peut, connaissant la carte de l'écoulement du premier 
système de corps, prédire univoquement l'écoulement du fluide dans 
un autre système de corps géométriquement semblable. Ceci joue un 
rôle important dans la construction navale et aéronautique. Au lieu 
des navires et des avions réels on soumet aux essais leurs modèles 
réduits géométriquement semblables, puis on détermine par calcul le 
comportement des systèmes réels. La méthode la plus simple pour 
traiter ces problèmes se fonde sur la théorie dimensionnelle. 

Posons le problème sous une forme générale. Soient r et w le 
rayon vecteur et la vitesse du fluide en des points homologues, ! 
la dimension caractéristique et v, la vitesse caractéristique de l'écoule- 
ment, par exemple la vitesse à l'infini amont avec laquelle le liquide 
vient frapper le système de corps. Les propriétés du fluide sont”carac- 
térisées par la viscosité n, la densité p et la compressibilité. A la 
place de la compressibilité on peut utiliser la célérité du son dans le 
fluide considéré. Si la force de pesanteur est essentielle pour l'étude, 
on la caractérise par l'accélération en chute libre g. Si l’écoulement 
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n’est pas permanent, on doit introduire un certain temps caractéristi- 
que T au cours duquel l’écoulement se modifie notablement. Compte 
tenu de l’existence d'équations de mouvement, il doit exister une 
relation fonctionnelle entre les quantités suivantes 


Us Ugs Fr 1, Ps Ms Co Lo T 


On peut former avec ces quantités six combinaisons sans dimension 
indépendantes les unes des autres. Ce sont les deux rapports v/w 
et r/l et les quatre nombres sans dimension: 


__ Pivo __ lv 
Re — Tv (98.1) 
v 
F = (98.2) 
UV, 
M=—., (98.3) 
= 2, (98.4) 


D'après la règle des dimensions l’une de ces combinaisons sans di- 
wension doit être une fonction de toutes les autres, par exemple 


n=i(r. Re, F, M,S), (98.5) 
soit 
v=vf (+. Re, F, M,S). (98.6) 


‘Lorsque pour deux écoulements cinq des six combinaisons sans di- 
mension sont identiques, les sixièmes doivent coïncider elles aussi. 
C’est là l’expression de la loi générale de similitude des écoulements ; 
on dit alors que les écoulements présentent entre eux une similitude 
mécanique ou hydrodynamigue. 

2. Le nombre défini par (98.1) est dit nombre de Reynolds (1842- 
1912}, le nombre défini par (98.2) est le nombre de Froude, le nombre 
défini par (98.3) est le nombre de Mach et le nombre (98.4) est le 
nombre de Strouhal. 

La signification physique des nombres de Mach et de Strouhal est 
évidente, tandis que celle des nombres de Reynolds et de Froude doit 
être précisée. On constate alors que ce sont bien des nombres sans 
dimension. D'après son ordre de grandeur, le nombre de Reynolds repré- 
sente le rapport de l'énergie cinétique du fluide à la perte d'énergie ci- 
nétique occasionnée par le travail qu'effectuent les forces de viscosité 
sur une distance caractéristique. En effet l'énergie cinétique d'un 
fluide est À — 1/, puil5. Pour trouver la force de viscosité, nous de- 
vons multiplier la contrainte visqueuse nv,/l par l'aire caractéristi- 
que À, ce qui conduit à nVol. Le produit de cette force par la lon- 
gueur caractéristique donne l’ordre de grandeur du travail des forces 
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de viscosité À — nv,Ë. Le rapport de l'énergie cinétique X au tra- 
vail À 

K Plvo 

AT nn: 
est le nombre de Reynolds. Le nombre de Reynolds caractérise donc 
Je rôle relatif que jouent dans l'écoulement l’inertie et la viscosité du 
fluide. Si le nombre de Reynolds est grand, c’est l'inertie qui prédomi- 
ne, et s'il est petit c'est la viscosité qui joue le rôle principal. 

Le nombre de Reynolds n’est pas parfaitement défini, puisqu'il 
renferme la longueur et la vitesse caractéristiques qui ne sont pas 
univoquement définies. Ce nombre, de même que tous les autres 
nombres sans dimension figurant dans la loi de similitude, n'indique 
qu'un ordre de grandeur. L’indétermination qui en résulte est petite 
si le profil du corps est sensiblement le même suivant différentes di- 
rections. Mais s’il n’en est pas ainsi, on peut prendre pour longueur 
caractéristique des quantités pouvant différer notablement les unes 
des autres. Dans le cas, par exemple, où un liquide s'écoule à tra- 
vers un Conduit, on peut prendre pour longueur caractéristique sa 
longueur, son rayon ou une quantité intermédiaire. Les nombres 
de Reynolds correspondants différeront alors de plusieurs ordres de 
grandeur. Le choix de la valeur dépend de la nature du problème. 
Nous avons établi au paragraphe précédent la condition (97.9) qui 
implique qu'on peut négliger les forces de viscosité. La quantité 
figurant dans le premier membre de la formule (97.9) peut être con- 
sidérée comme un nombre de Reynolds si on prend pour longueur 


] 
caractéristique ET: Ici la dimension caractéristique dépend aussi 


bien de la longueur que du rayon du conduit. Pour un tel choix la 
«condition (97.9) est vérifiée pour tous les conduits et pas seulement 
pour les conduits géométriquement semblables pour lesquels le rap- 
port R/l est constant. Si le conduit est long (£ > 16R) la condition 
suffisante s'écrit 
. toR 
Tv 


»>1, (98.7) 


ce qui sous-entend que l'on prend pour longueur caractéristique le 
rayon À. Mais ce serait une erreur d'adopter la condition v,l/v > 1 
au lieu de (98.7). 

Le nombre de Froude F a une signification analogue. D'après son 
ordre de grandeur ce nombre définit le rapport de l'énergie cinétique du 
fluide à l'accroissement d'énergie cinétique déterminé par le travail 
que produit la force de pesanteur sur une distance égale à la longueur 
caractéristique. Plus grand est Le nombre de Froude, plus l'inertie prédo- 
mine sur la pesanteur et inversement. - 

3. Pour un écoulement. permanent le temps caractéristique + et 
le nombre-de Strouhal deviennent infinis. C’est pour cela qu'ils 
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s’éliminent de (98.6). Lorsqu'il s’agit de fluides incompressibles, 
le nombre de Mach devient égal à zéro. Par suite, pour un écoule- 
ment permanent de fluides incompressibles, la relation (98.6) doit 
s'écrire : | 


v=uf(+., Re, F). (98.8} 


Les écoulements sont semblables si leurs nombres de Reynolds et de 
Froude sont les mêmes. 

On doit cependant remarquer que si dans les essais sur maquettes 
on utilise le même fluide que celui dans lequel doit se déplacer 
l’objet réel, les critères de similitude de Reynolds et de Froude de- 
viennent incompatibles. Ecrivons ces critères sous la forme 


lit __ love v? le 
Vi Va ? Lg: “legs ? 


où l'indice 1 concerne l’objet réel et l'indice 2 sa maquette. En mul- 
tipliant membre à membre on obtient 


Ve __ 81 Ve d g2 \1/2/ 2 \3/2 ; 

lala (98.9) 
En principe on pourrait faire varier g, mais pratiquement cela ne se 
produit pas. Mais même si les valeurs de g sont identiques, on peut en 
principe satisfaire aux deux critères de similitude à la fois, à condition 
d'utiliser des fluides de viscosités cinématiques différentes et véri- 
fiant l'égalité (98.9). Comme dans la plupart des cas on n'y arrive 
pas, dans les essais sur maquettes ne se trouve vérifié que l'un ou 
l’autre des critères de similitude: celui de Reynolds ou celui de 
Froude. Dans certains cas cela peut être suffisant. Supposons, par 
exemple, que le nombre de Reynolds est grand et le nombre.de Frou- 
de petit ou voisin de l’unité. Dans ce cas l’écoulement du fluide 
sera pour l'essentiel déterminé par l’inertie et par la pesanteur. Une 
variation du nombre de Reynolds n’affectera que faiblement ,cet 
écoulement. La similitude de l’écoulement sera alors caractérisée 
par le seul critère de Froude. Par contre, dans les cas où le nombre de 
Reynolds est petit et le nombre de Froude grand, c’est l’inertie et la 
viscosité qui prédominent sur la pesanteur. La similitude est alors 
caractérisée par l'égalité des nombres de Reynolds. : 


4. Pour étudier le comportement d'un avion en vol, par exemple, pour 
mettre en évidence les forces auxquelles il est alors soumis, on fixe une maquett» 
de l'avion dans un‘tunnel aérodynamique où on crée un écoulement uniforme d'air. 
Ce procédé d'étude se fonde sur le. principe de relativité selon lequel l’évolution 
du phénomène.ne dépend que du mouvement relatif de l’avion et de l'air. Les 
souffleries modernes sont des installations extrêmement puissantes où la vitesse 
de l'air peut être portée à des centaines de mètres par seconde. On ne peut réduire 
fortement les dimensions de la maquette pour les raisons suivantes. Pour que 
la similitude aérodynamique soit respectée, il faut que les nombres de Reynolds 
Re = vl/v.soient égaux, ce qui implique.que la vitesse de l'écoulement. de l’air 
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doit être augmentée d'autant de fois que l'avion réel est plus grand que sa maquet- 
te. Or, aux grandes vitesses commence à se manifester la compressibilité de l'air: 
qui affecte la similitude aérodynamique. C’est pour cela qu'aux ER vitesses. 
caractéristiques de l'aviation moderne on doit soumettre aux études des maquet- 
tes grandeurs nature ou faiblement réduites. La conséquence en est la très grande 
section des souffleries aérodynamiques, suffisante pour y loger des parties de 
l'avion ou l'avion tout entier. Pour faire face à cette difficulté on pourrait en. 
principe accroître la densité de l’air en rendant étanches les tunnels aérodynami- 
ques. En effet la viscosité dynamique 1 d’un gaz ne dépend pratiquement pas. 
de sa densité (à température donnée) et de ce fait la viscosité cinématique v — 
= n/p est inversement proportionnelle à la densité. En augmentant la densité 
p on peut conserver la similitude aérodynamique pour des maquettes de dimen- 
sions fortement réduites, sans avoir à accroître notablement la vitesse d'écoule- 
ment v. Malgré les difficultés que présente la construction de souffleries étanches, 
ce procédé est utilisé en pratique. [Il est évident qu'il ne permet pas de surmonter 
les difficultés qui apparaissent lorsqu'on atteint ou lorsqu'on dépasse la célérité- 
du son, puisqu'alors la similitude exige l’égalité des nombres ‘de Reynolds et 
des nBES de Mach. 


PROBLÈMES 


1. Une maquette de navire ayant une longueur !, —5 m est mue par un mo- 
teur d’une puissance P, — 5 ch qui lui confère une vitesse v, — 15 km/h. Quelle- 
doit être la puissance P du moteur pour mettre en mouvement un navire de- 
80 m de long, géométriquement semblable à'la maquette, si son mouvement est 
hydrodynamiquement semblable à celui de la maquette? Calculer la vitesse 
v du navire dans ces conditions. - 

Solution. La viscosité cinématique de l'eau est v — 0,010 cm£/s. 
Le calcul des nombres de Reynolds et de Froude pour la-maquette donne les. 
valeurs suivantes: 

Re— Pl 21.107, FL 0,022. 
Vi gt 


C'est le nombre de Froude qui importe, le nombre de Reynolds étant. ici secon- 
daire. On tire de l'égalité des nombres de Froude » = , (4/1,}/2 — 60 km/h. 
Par des considérations dimensionnelles on trouve que 
P = prK/gllf (Re, F) = pFl/%/?f (Re, F). 
En négligeant l'influence des nombres de Reynolds on en tire 
P = P, (1) & 80 000 ch. 


2. De combien de fois doit-on faire varier la vitesse angulaire de rotation: 
de l’hélice d'un hélicoptère et la puissance de son moteur pour que la force ascen- 
sionnelle reste la même lorsqu'on remplace l'hélice et le corps de l'hélicoptère 
par des pièces géométriquement semblables mais de dimensions linéaires «&. 
fois plus grandes ? 

Solution. A l’aide des considérations dimensionnelles on conclut. 
que la force ascensionnelle doit s'exprimer par la formule 


1 Lo 
F=plio?f, (+) * 
et la puissance par la formule 


P—=phofs. ( — ] ’ 


Comme la densité et la viscosité de l’air.sont les mêmes dans les deux cas, la: 
force ascensionnelle ne changera pas tant que les valeurs de’la fonction f, et. 
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ÊJ 


-du coefficient qui y figure restent invariables. Il faut pour cela que Z£o, = 
= os, d où 


et 


= = = ——— — ——— 


$ 99. Turbulence et instabilité hydrodynamique 


1. Jusqu'ici nous avons limité l’étude des écoulements des fluides 
au cas d’écoulements laminaires. L'écoulement laminaire est régulier, 
en ce sens que le caractère laminaïre étant préservé, l'écoulement ne 
peut se modifier que si on change les forces appliquées au fluide ou 
les conditions extérieures dans lesquelles il se trouve. Dans le cas 
d'un écoulement laminaire dans un tube rectiligne de section droite 
constante, les particules de fluide se meuvent le long de trajectoires 
rectilignes parallèles à l’axe du tube. Lorsque la vitesse du fluide 
devient grande, l’écoulement laminaire devient instable et cède la 
‘place à un écoulement turbulent. Un écoulement turbulent se caracté- 
rise par ce que ses propriétés hydrodynamiques (vitesse, pression, et 
pour les gaz densitéet température) varient rapidement et de manière 
désordonnée dans le temps (autrement dit elles fluctuent). Les parti- 
cules de fluide suivent des trajectoires désordonnées, ce qui entraîne 
un brassage entre les couches du fluide en écoulement. Comme exem- 
ples citons l'écoulement de l’eau dans un torrent de montagne, 
dans une chute d’eau, ou dans le sillage d’un navire rapide, ou enco- 
re l'écoulement des fumées par une cheminée d'usine. Ces variations 
rapides et désordonnées résultent non pas d’une variation des forces 
appliquées ou des conditions extérieures, mais de l'instabilité des écou- 
lements laminaires qui se manifeste dans certaines conditions. L’in- 
stabilité des écoulements laminaires et l'apparition de la turbulence 
sont des questions fort complexes, incomplètement résolues encore, 
dont l'étude sort du cadre de notre cours. On se contentera donc 
d'illustrer ce problème ardu par un exemple simple où la question 
de l'instabilité de l'écoulement laminaire est facile à traiter. 


2. Cet exemple concerne l'écoulement laminaire permanent d’un fluide 
entre deux cylindres coaxiaux en rotation, avec un grand nombre de Reynolds 
(cf. au Lorsque le nombre de Reynolds est grand, on peut négliger la viscosité 
du fluide et le considérer comme parfait. Comme dans les fluides parfaits il n'y 
a pas de contraintes trngantoles la dépendance de la vitesse par rapport à la 
distance jusqu'à l’axe de rotation peut être quelconque: v = v(r). Mais il 

suffit que le fluide présente une très faible viscosité pour que s'instaure rapide- 
ment après la mise en rotation du système une répartition bien déterminée 
des vitesses le long du rayon, qui est celle donnée par (96.8). ; 

On notera cependant que la connaissance de la forme concrète de la fonc- 

-tion v='v(r) n’est pas:essentielle pour les considérations qui suivent. Dans 
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un écoulement non perturbé les particules de fluide se meuvent sur des trajectoires 
: : ; : v(r) ae / ; 
circulaires avec une vitesse angulaire w (r) — D Considérons un élément de 


fluide en mouvement sur une circonférence de rayon r,. Il est soumis à la force 
centripète F, = m&* {ro) ro due à la différence de pression créée par le fluide 
ambiant. En introduisant nn cinétique Z (r) = mr?o, on écrira cette 

ro 
poussée accidentelle l'élément de fluide considéré se soit déplacé dans une nou- 
velle position située à la distance r de l’axe de rotation. On peut supposer que 
cette poussée était dirigée vers l'axe de rotation ou en sens inverse, car si l’écou- 
lement est instable vis-à-vis d'un type concret de perturbation, il l’est d’une 
manière générale. Le moment de cette force de poussée par rapport à l'axe dé 
rotation est nul. La résultante de la force de pression exercée par le fluide am- 
biant ne produit elle non plus aucun moment, puisqu'elle est dirigée vers l’axe 
de rotation. 11 s'ensuit que le déplacement de l'élément de fluide ne modifie 
pas son moment cinétique qui reste égal à L (ro). Pour que l'élément de fluide 
se trouvant dans sa nouvelle position puisse effectuer une rotation uniforme sur 
une trajectoire circulaire de rayon r, il doit être soumis à la force centripèté 


force sous la forme F, = . Supposons que sous l’action d'une petite 


5 | 

Fi = . Oril n'est soumis qu’à la force de pression du milieu ambiant qui 
3 

est égale à F— 70) . Si cette force n'est pas égale à F4, l'élément de fluide 


ne pourra se maintenir sur la nouvelle orbite circulaire : ou bien il retourne sur 
son orbite initiale, ou bien il s'en éloigne. Dans le premicr cas l'écoulement 
du fluide sera stable et dans le second il ne le sera pas. Supposons par exemple 
que r > ro. Si F > F6, ie. L? (r) => L? (ro), la pression exercée par le fluide. 
environnant est supérieure à celle qui suffit pour retenir l'élément de fluide 
déplacé sur une orbite de rayon r. L'élément déplacé retournera sur son-orbite 
initiale, ce qui témoigne que l'écoulement est stable. Dans le cas où F < F4, 
ie. L? (r) << LA? (r,), la force de pression exercée par le fluide environnant est. 
trop faible pour retenir l'élément de fluide sur l'orbite de rayon r; celui-ci cher- 
chera donc à se déplacer plus loin, ce qui correspond à l'instabilité. Dans le- 
cas où r < r4, un raisonnement analogue conduit à conclure que pour L? (r) < 
< L? (ro) le mouvement est stable, tandis que pou L (r) > L? (ro) il devient. 
instable. Dans les deux cas le critère de stabilité s'exprime par l'inégalité +: 


> 0 699.1) 
ou bien par 
+ (rw?) >0. (99.2): 


3. Ces considérations montrent que l'écoulement sera stable si la quantité: 
rtw? croît de façon monotone lorsqu'on s'éloigne de l’axe de rotation. Si les: 
cylindres tournent en sens inverses, cette condition ne peut être satisfaite, car: 
sur les surfaces des cylindres les vitesses angulaires © sont de sens opposés: 
Par suite, la vitesse w étant une fonction continue de r, elle doit s’annuler en um 
point intermédiaire. En ce point la quantité rt? s'annule et passe donc par um 


ADS : : à ic 4 ; : 
minimum. De part et d'autre de ce point la dérivée TH (riw?) a des signes opposés, 


de sorte qe la condition (99.2) ne peut être vérifiée. On en conelut que lorsque 
les cylindres tournent en sens opposés, l'écoulement du fluide est instable. IL 
en sera de même si le cylindre intérieur est en rotation ct le cylindre extérieur 
au repos. Sur la surface de ce dernier rw? = 0, tandis que sur la surface du cy- 
lindre intérieur rw? >> 0. Ainsi avec l'accroissement de r, la quantité rw? ne 
peut croître de façon monotone et l'écoulement est instable. Si c'est le cylindre. 


1/a 33—01433 
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extérieur qui tourne, le cylindre intérieur étant au repos, la rotation du fluide 
sera stable puisqu'à mesure que l’on s’éloigne de l'axe de rotation, la vitesse 
angulaire @ et la quantité rw? augmentent. Ces ‘considérations expliquent 
pourquoi dans le procédé de mesure du coefficient de frottement interne décrit 
à la fin du $ 96 on avait précisé que c’est le cylindre extérieur qui devait être 
mis en rotation. Si on faisait tourner le cylindre intérieur, la rotation du fluide 
compris entre les cylindres aurait été instable. 

4. Dans ce qui précède nous n’avons pas tenucompte dela viscosité du flui- 
de. Les forces de viscosité diminuant l'énergie cinétique du fluide, s'opposent 
toujours au développement des instabilités et le domaine d’instabilité des écoule- 
ments laminaires se rétrécit. Cette remarque sur le rôle de la viscosité du fluide 
doit suffire car nous voulions seulement montrer que l'écoulement laminaire 
pouvait devenir instable. 

5. Lorsque la-vitesse d'écoulement augmente, le régime laminaire se trans- 
forme en régime turbulent. La vitesse à laquelle se produit cette transition est 
dite vitesse critique. 11 est préférable de caractériser la transition par le nombre 
de Reynolds puisque les considérations sur la similitude, développées au para- 
graphe précédent, concernaient le régime turbulent et le passage du régime 
laminaire au régime turbulent. En cas de similitude géométrique des systèmes, 
da transition entre le régime laminaire et le régime turbulent se produit pour un 
même nombre .de. Faynolue Aeus rele fut établie. par. Reynolds sur la base de 
la théorie dimensionnelle. La valeur limite du nombre de Reynolds pour laquelle 
se produit la transition est: le: nombre critique de Reynolds que l’on dénote par 
Recr. La valeur de Recr dépend de la configuration des corps que le fluide 
doit contourner, ainsi que du taux de perturbation de l'écoulement laminaire. 
Ainsi, .par exemple, pour l’écoulement d'un fluide à travers un conduit rectiligne; 
de section circulaire, lorsque le conduit est directement relié à un système de 
distribution d’eau et qu'aucune mesure n'est prise pour diminuer la perturba- 


tion à l'entrée du conduit, Réc; — va/v & 1100 (a — rayon du conduit, v — 
vitesse d'écoulemeñt moyenne}. Le taux de perturbation à l'entrée peut être 
réduit en utilisant un conduit à parois lisses et à bords arrondis. Il est recom- 
mandé en outre de relier le conduit à un réservoir de grande capacité et d'atten- 
dre que l'eau qui s'y déverse devienne calme. On arrive ainsi à augmenter le 
domaine d’existence de l'écoulement laminaire dans les conduits jusqu’à des 
valeurs de Reer æ 25.000. ‘ | | : 

.6. Nous avons indiqué qüe les lois de Poiseuille ne s'appliquent qu'aux 
écoulements laminaïires- dans des conduits. L'hypothèse de l’écoulement lami- 
naire avait été explicitement utilisée pour établir les formules (97.4) et (97.16). 
Mais on ne saurait dire à quel moment on ütilisa cette hypothèse pour établir 
la formule de Poiseuille (97.11) à l’aide de la théorie dimensionnelle. Il est utile 
d'éclaircir cette question ainsi que de préciser par quelle formule on doit rempla- 
cer la formule de Poiseuille pour décrire un écoulement turbulent. Comme dans 
ce dernier cas les particules du fluide se meuvent avec des accélérations, la den- 
sité p du fluide doit jouer un rôle important. 11 n’est cependant pas nécessaire 
que la densité p figure dans les combinaisons Q/p,-comme c'était le cas pour 
l'écoulement laminaire. Pour un écoulement turbulent, les quantités © et p 
seraient plutôt indépendantes. Une liaison fonctionnelle doit être établie entre 
les cinq quantités suivantes: : RS Le 

. € LE P; HAE P # 
Q; p,  — » S » M 


et non entre quatre seulement comme ce fat le cas pour le régime laminaire. 
Avec.ces-cinq quantités on peut constituer deux combinaisons indépendantes 
sans dimension, telles que 

Q. ; l n 

Le —— 7 et Re= 7% 

.p. Pi—P2 S24 7 v ? 
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où est la vitesse moyenne de l'écoulement définie par la relation Q = pus, a le 
rayon du conduit, v — m/p la viscosité cinématique. D’après la règle des dimen- 
sions une de ces combinaisons sans dimension est fonction de l'autre. Ceci donne 
la relation | 

Q—=C(Re) ne pS2. (99.3) 
Pour un écoulement laminaire le cocfficient C est une constante dont la valeur 
ne dépend que de la forme de la section droite du conduit. Pour un écoulement 
turbulent, ce coefficient est une fonction du nombre de Reynolds. On peut mettre 
la formule (99.3) sous la forme suivante: 


Re (99.4) 


qui est couramment utilisée en hydraulique. Le coefficient À est lié au coeffi- 
cient C par la relation 


‘9 
LB TR Re: 
Le coefficient À est dénommé coefficient de résistance du conduit Pour un écoule- 
ment laminaire ce coefficient est inversement proportionnel au nombre de 
Reynolds. Pour un écoulement turbulent la forme de la fonction À (Re) doit 
être établie empiriquement. Ù 

Nous devons faire quelques remarques concernant le procédé d'établisse- 
ment des formules (99.3) et (99.4). L'écoulement turbulent est non stationnaire 
en ce sens qu'à un écoulement régulier viennent se superposer des oscillations et 
des rotations irrégulières dites pulsations qui se caractérisent par des périodes 
de temps déterminées. Il s’agit donc d'un écoulement non permanent présentant 
un temps ou plutôt des temps caractéristiques. On pourrait donc s'attendre à ce que 
les coefficients C et À figurant dans les formules (99.3) et (99.4) dépendent non 
seulement du nombre de Reynolds, mais aussi du nombre de Strouhal. Mais 
en régime turbulent le nombre de Strouhal est lui-même fonction du nombre de 
DU de et il est donc inutile de le faire figurer dans les formules (99.3) et 


PROBLÈME 


Puisque dans un fluide parlait, quels que soient ses mouvements, aucune 
force tangentielle ne peut apparaître, l'écoulement peut devenir discontinu; 
les composantes tangentielles de la vitesse du fluide deviennent alors disconti- 


A 


Fig. 263 


nues sur une certaine surface (fixe ou mobile). Ces écoulements sont dits à dis- 
continuités tangentielles. Montrer que dans.un fluide incompressiblé ces écoule- 
ments sont hydrodynamiquement instables. ‘ ; 


Ji 
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Solution. Ilest évident que des deux côtés d’une surface de disconti- 
nuité la pression est la même. En régime permanent cette surface est fixe dans 
l'espace. Elle contient donc des lignes de courant. Soit 4 B une ligne de courant 
(fig. 263, a) et supposons qu’à la suite d’une perturbation infiniment petite 
cette ligne de courant se soit déformée (fig. 263, b). Du côté I l'intervalle entre 
les. lignes de courant diminue et la vitesse du fluide augmente. Du côté 
TI la distance entre les lignes de courant augmente alors que la vitesse du 
fluide diminue. D'après fa loi de Bernoulli la pression doit augmenter du 
côté ZT et diminuer du côté 7. Sous l'action de cette différence de pression accrue 
la bosse sur la ligne de courant doit augmenter, ce qui correspond à une instabi- 
lité de l'écoulement. C’est ce type d’instabilité qui explique le flottement des 
drapeaux exposés au vent. 


$ 100. Paradoxe de D’Alembert. Ecoulements discontinus 


1. Dans les derniers paragraphes de ce chapitre nous examinerons 
les forces de sustentation qu’appliquent les écoulements fluides sur 
les corps qui y sont immergés. Comme le mouvement est relatif, ce 
problème se ramène à celui du calcul des forces appliquées aux corps 
en mouvement dans un fluide immobile. C'est un problème vaste 
et ardu, qui est traité avec l’ampleur nécessaire dans les cours spé- 
ciaux d’hydro et d’aérodynamique. Dans un cours de Physique géné- 

| rale nous ne pouvons que l’esquisser, en 
8 ê » » nous bornant à l'étude qualitative. 


en deux composantes, l’une F, dirigée sui- 

: vant le sens de l'écoulement et l’autre F, 

À 4! € ©" dirigée suivant une direction rectangulai- 

Fig. 264 re. La force F, s'appelle résistance frontale 

Re (ou iraînée) et la force F, s’appelle force 

de portance. C’est cette dernière force qui 

s'exerce sur les ailes d’un avion en vol et on se la représente d’ordi- 

naire comme une force dirigée suivant une verticale ascendante, 

bien qu’elle puisse être dirigée vers le bas suivant l'orientation de 

l’avion par rapport à sa direction de vol. La force de traînée F, est 

la somme de deux forces différentes : la force due à la différence de 

pression s'exerçant sur la face avant et la face arrière du corps et les 

forces de frottement visqueux. Aux grandes vitesses (ou plus exacte- 

ment pour de grands nombres de Reynolds) c’est la différence de 

pression qui prédomine, et pour de petits nombres de Reynolds, ce 
sont les forces de viscosité qui jouent le rôle principal. 

2. Considérons d’abord un écoulement permanent d’un fluide 
parfait incompressible. Supposons qu'en l'absence de corps étran- 
gers le fluide s'écoule en filets parallèles. Immergeons un corps À 
dans le fluide (fig. 264); les lignes de courant s’en trouvent défor- 
mées, mais à grande distance du corps À (à « l'infini ») les lignes de 
courant restent parallèles. Après un certain temps l'écoulement se 


La force qu'applique à un corps un 
En écoulement de fluide peut être décomposée 
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stabilise. Nos considérations ultérieures concernent un régime per- 
manent. Pour fixer les idées supposons que le fluide s'écoule à tra- 
vers un conduit rectiligne. À grande distance du corps Æ les lignes 
de courant sont parallèles aux parois du conduit et comme le fluide 
est incompressible, sa vitesse y est partout la même. Selon l'équa- 
tion de Bernoulli la pression P sera donc partout identique. Considé- 
rons la partie ABDC du fluide où se trouve le corps X. On suppose 
que les sections AB et CD sont à assez grande distance du corps X 
pour que le fluide s'écoule à travers elles en filets parallèles. Au bout 
d’un certain temps cette partie de fluide se trouvera dans la posi- 
tion A'B'D'C" sans que son impulsion ait changé. En effet, en posi- 
tion initiale, l'impulsion du fluide est égale à la somme: 


1; = impulsion du fluide contenu dans le volume A'B'DC + 
+ impulsion du fluide contenu dans le volume ABB’, 


et en position finale elle est: 
I, — impulsion du fluide dans le volume A'B'DC + 
+ impulsion du fluide dans le volume CDD'C'. 


L'écoulement étant permanent, l'impulsion du fluide dans le 
volume 4A'B'DC est la même dans les deux cas. Et comme la vitesse 
d'écoulement à l'infini amont et aval est la même, les impulsions 
des volumes ABB'A' et CDD'C' sont identiques elles aussi. Ainsi 
l'impulsion du fluide ne varie pas lorsqu'il contourne le corps X. 
Il s'ensuit que la force totale appliquée au volume de fluide considéré 
dans le sens d'écoulement est nulle. Or cette force se compose de 
forces de pression appliquées aux bases AB et CD et de la force F4 
qu’applique le corps Æ au fluide. (On peut négliger la pression des 
parois car sa composante le long de l’écoulement est nulle.) Les for- 
ces de pression s'exerçant sur les bases AB et CD se compensent mu- 
tuellement et par suite F; — 0. La traînée F, est donc nulle elle 
aussi. 

Supposons maintenant que l’on utilise des conduits de diamètres 
de plus en plus grands. Le résultat obtenu reste valable pour les 
plus grands diamètres et donc pour le cas limite où le conduit est 
supprimé et l'écoulement étendu à l'infini dans toutes les directions 
latérales. Ainsi, lors de l'écoulement permanent d'un fluide parfait 
incompressible ou lors du mouvement uniforme d'un corps dans ce 
fluide, la force de traînée est nulle. Ce résultat sembla à l’époque 
stupéfiant et reçut le nom de paradoxe de D’ Alembert (1717-1783). 
L'existence du paradoxe indique que dans les déterminations de la 
traînée à laquelle est soumis un corps en mouvement uniforme dans 
un fluide, ce dernier ne peut être considéré comme parfait. 

3. La conclusion à laquelle nous sommes arrivés ne concerne 
que la traînée F, et nullement la portance F, et le moment des 
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forces M qu'exerce le fluide sur le corps. Le moment M rapporté au 
centre de masse est nul si le corps est symétrique et disposé symétri- 
quement par rapport à l'écoulement. S'il n’en est pas ainsi, le mo- 
ment M n'est pas nul et l’écoulement se déplace dans une direction 
normale à la direction de l’écoulement non perturbé. De ce fait le 
moment cinétique du fluide varie, ce qui fait apparaître un moment 
M appliqué au corps. Ce dernier tourne jusqu’à ce que le moment # 
s’annule et que l'écoulement du fluide à proximité du corps X 
redevienne permanent. La question de la for- 
DT KR vs 008 de portance F, sera examinée au $ 108. 
pe 4. Le paradoxe de D’Alembert ne se pose 
pas si le mouvement du corps immergé est 
non uniforme. Chaque fois qu'un corps mo- 
or. bile se meut dans un fluide, il entraîne 

ME NEC . . . 
nr de 2 avec soi une certaine masse de fluide appe- 
| lée masse associée. Lorsque le corps prend 
Fig. 265 de la vitesse, ceci concerne également la 
masse associée, de sorte que pour commu- 
niquer au corps une accélération donnée on doit lui appliquer une 
force plus grande qu’en l’absence de fluide. Cela signifie que le flui- 

de oppose une résistance aux corps en mouvement accéléré. 

5. Il est facile d'expliquer le paradoxe de D’'Alembert par l’étude 
de la répartition dans l’espace des lignes de courant. La figure 265 
est une représentation schématique des lignes de courant de l’écou- 
lement permanent d’un fluide parfait contournant un cylindre où 
une sphère. Les lignes de courant sont parfaitement symétriques par 
rapport à la direction d’amont en aval ou à la direction inverse. Les 
vitesses des particules de fluide en des points homologues situés en 
amont et en aval du corps ont même module mais sont de sens diffé- 
rents. Comme dans l’équation de Bernoulli (94.4) ne figure que le 
carré de la vitesse v, la répartition des pressions en amont et en aval 
du corps est exactement la même. La pression exercée sur La face 
avant du corps est exactement compensée par la pression exercée sur. 
sa face arrière et par suite la force de traînée est nulle. 

Si le corps n’est pas symétrique, l'écoulement ne peut l'être et le 
raisonnement se complique, mais comme il n’y a pas de perte d’éner- 
gie, l'écoulement permanent d’un fluide parfait jouit de la propriété 
suivante. Si à un instant quelconque on inverse le sens du mouve- 
ment de toutes les particules de fluide, elles se déplaceront le long 
des mêmes lignes de courant avec des vitesses de mêmes modules 
mais en sens opposé. Comme dans l’équation de Bernoulli la vitesse 
d'écoulement figure au carré, l’inversion du sens de l’écoulement ne 
modifiera pas la répartition des pressions dans le fluide. La force F 
que le fluide applique au corps conservera le même module, la même 
direction et le même sens. La force de traînée F, ne devrait donc 
pas varier. Or l’expérience montre que la force F, s'exerce toujours 
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dans le sens de l’écoulement *), et par suite en inversant le sens 
de l'écoulement, le sens de F, doit s’inverser. Il s'ensuit directement 
que F, — 0. Ces considérations ne conviennent pas pour la portance 
car il n'y a aucune raison d'affirmer qu’en inversant le sens de l’é- 
coulement on inverse le sens de la force de portance. 

6. Dans tout ce qui précède, on supposait que l’écoulement était 
continu. Cependant les équations de l’hydrodynamique admettent 
l'existence d’écoulements permanents où la vitesse du fluide n'est 
pas continue. C’est Kirchhoff (1824-1887) qui le premier attira l’at- 
tention sur cette possibilité. Supposons que l’on attache au corps K 


Fig. 266 


une paroi élastique infiniment mince MCDN (fig. 266). L'espace 
délimité par MCDN est rempli par un fluide immobile sous une 
pression constante P,. Le long de ce système s'écoule un fluide par- 
fait incompressible. Dans un écoulement permanent du fluide la 
paroi MCDN se comportera comme la surface extérieure d’un corps 
solide et une partie des lignes de courant se disposera le long de cette 
surface. La loi de variation de l’épaisseur des tubes de courant infi- 
niment ténus se trouvant à proximité de la surface MCDN sera 
telle que la vitesse du fluide y sera constante. En vertu de l'équation 
de Bernoulli la pression exercée par le fluide sur cette surface sera 
elle aussi constante. Si on enlève maintenant la paroi élastique 
MCDN l'écoulement n'en sera pas modifié car la surface MCDN 
restera une surface de pression normale constante et les forces tan- 
gentielles ne pourront se manifester, le fluide étant parfait. Nous 
arrivons ainsi au cas d’un écoulement permanent de fluide compor- 
tant une discontinuité tangentielle sur la surface MCDN (voir pro- 
blème au $ 98). Cet écoulement se caractérise par le décollement le 
long d'une ligne de l'écoulement par rapport au corps. Il est évident 


*) La théorie n'implique pas nécessairement ce résultat (om au 
bas de la page 520). La force F, peut fort bien être orientée à l'encontre du cou- 
sant mais cette possibilité n'est qu’une vue de l'esprit, 
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qu'on pourrait dénombrer un nombre infini d'écoulements de ce type, 
se distinguant les uns des autres par la position de la ligne de décolle- 
ment CD et la forme de la surface de discontinuité tangentielle 
MCDN. Dans la zone où le fluide est au repos la pression P, est évi- 
demment égale.à la pression qui règne sur la ligne de décollement 
CD. Or cette pression est plus petite que la pression qui règne au 
point d'arrêt 2, la résultante des forces de pression s'exerçant sur la 
face avant du corps est plus grande que celle qui s'exerce sur sa face 
arrière. C’est ainsi qu'apparaît une force de traînée F, *). 

7. Les discontinuités tangentielles sont hydrodynamiquement 
instables (voir problème au $ 98) et les surfaces de discontinuité se 
résolvent en fourbillons. Néanmoins les écoulements discontinus 
parfaits s’accompagnant d’un décollement du corps contourné présen- 
tent un certain intérêt. On peut les considérer comme un cas limite 
des écoulements réels d’un fluide visqueux. Loin du corps inmergé, 
les forces de viscosité étant faibles sont peu importantes. Elles ne se 
manifestent que dans une couche limite de faible épaisseur adjacente 
au corps immergé. Comme elles y sont grandes, elles déterminent le 
décollement de l'écoulement du corps contourné et à la place d’une 
zone de fluide au repos on voit apparaître une zone de forte turbulen- 
ce. C'est l'existence de cette zone de turbulence qui est la cause de la 
traînée. Les forces de viscosité lèvent automatiquement l’indétermi- 
nation sur la position de la ligne de décollement, cette indétermina- 
tion étant caractéristique des écoulements discontinus de fluides 
parfaits. Plus la zone de décollement est étroite, plus la force de 
traînée est petite. Afin de réduire cette force on cherche à donner aux 
automobiles et autres véhicules rapides un « profil aérodynamique ». 


$ 101. Application de la théorie dimensionnelle 


1. Faisons abstraction pour l'instant de l'origine de la force F 
qu’exerce l'écoulement permanent d’un fluide incompressible sur un 
corps immobile et appliquons à ce problème la théorie dimensionnel- 
le. La force F dépend du profil et des dimensions du corps, de son 
orientation par rapport à l'écoulement, de la vitesse d'écoulement 
v (« à l'infini ») et des propriétés du fluide. Un profil d'aile est géné- 
ralement caractérisé par l'angle d'attaque, c'est-à-dire l’angle entre 
le plan de l’aile et la direction de vol. Nous n'avons d’ailleurs nul 
besoin d'introduire explicitement les paramètres caractéristiques 
d'une aile, “ar nous considérerons des corps qui présentent non seule- 
ment une similitude géométrique mais aussi une similitude de posi- 


*) Si on inverse le sens d'écoulement, la force F, ne doit varier ni en module 
ni en direction. Dans un écoulement inversé, la force F, sera dirigée à l'encontre 
du courant, ce qui signifie que la « traînée » sera négative. C’est ce cas que nous 
avions en vue en affirmant qu’il était théoriquement possible dans la remarque 
au bas de la page 519. 
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tion. Les propriétés du fluide seront caractérisées par sa densité p 
et son coefficient de viscosité n. Il doit donc exister une relation 
fonctionnelle entre les quantités F, v, p, n, S, où S est l'aire carac- 
téristique de la section droite du corps. La racine carrée de S : ! — 
= VS est la dimension linéaire caractéristique du corps. Avec ces 
cinq quantités on peut former deux combinaisons sans dimension 


indépendantes. Ce peut être le nombre HE et le nombre de Reynolds 


Re — ©. Selon la règle des dimensions l’une de ces combinaisons 
est fonction de l’autre. On obtient ainsi 


F _— SC (Re), (401.1) 

ou bien ; 
Fx = SC, (Re), (101.2) 
y = 2 SC, (Re). (101.3) 


Les coefficients sans dimension €, (Re) et C, (Re) sont dénommés 
respectivement coefficient de traînée et coefficient de portance. Ils 
dépendent tous deux du nombre de Reynolds, du profil du corps et 
de son orientation par rapport à l'écoulement. Comme leur calcul 
théorique est ardu, on les détermine par l'expérience. 

2. Pour de grands nombres de Reynolds la force de traînée F, 
est presque exclusivement déterminée par la différence de pression. 
Si le bord arrière du corps est effilé, le décollement de l'écoulement 
se produit toujours au même endroit, quelle que soit la vitesse. (Un 
exemple en est fourni par une plaque placée normalement à la direc- 
tion de l'écoulement. Le décollement se produit aux bords de la 
plaque.) Dans ce cas le coefficient de traînée est presque constant et 
la force de traînée est proportionnelle au carré de la vitesse v. On 
explique simplement ce résultat en considérant le modèle idéalisé 
d’un écoulement discontinu (cf. fig. 265). Si à toutes les vitesses le 
décollement se produit au même endroit, l’aire caractéristique S de 
la section droite est indépendante de la vitesse. D'autre part, selon 
la loi de Bernoulli, la différence de pression en amont et en aval du 
corps est égale à !/,pv°. Il en résulte la formule (101.2) où le coeffi- 
cient C, est constant. Aux vitesses proches ou supérieures à la céléri- 
té du son les valeurs des coefficients C, et C, dépendent non seule- 
ment du nombre de Reynolds Re, mais encore du nombre de Mach M. 

3. Considérons maintenant le cas où le nombre de Reynolds est 
petit et où c’est la force de traînée F, qui présente le plus d'intérêt. 
Ni l'inertie, ni la densité du fluide ne sont alors importantes et la 
force F, est surtout due à la viscosité du fluide. Par suite, la densité 
p s’élimine de la formule (101.2). Or cela ne peut avoir lieu que si 
et seulement si le coefficient de traînée est inversement proportion- 
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nel au nombre de Reynolds: 


À 
Ce? 


où À est une constante sans dimension. En y substituant l'expression 


de Re nous obtenons 
F, = Ant. (101.4) 


Cette formule n'est vérifiée que pour Re € 1, puisqu'elle correspond 
au cas où l'influence de l’inertie du fluide est négligeable comparée à 
celle de la viscosité. La valeur du coefficient À dépend du profil du 
corps et de son orientation par rapport à l’écoulement et son calcul 
est laborieux, car il nécessite l'intégration des équations de mouve- 
ment d'un fluide visqueux. Le cas le plus simple est celui de la 
sphère. Stokes (1819-1903) a montré que dans ce cas À — 6n si on 
adopte pour dimension caractéristiqué Z le rayon a de la sphère. 
On obtient ainsi la formule de Stokes: 


F, = Gnnar. (101.5) 


Etant donné que cette formule trouve de nombreuses applications en physi- 
que expérimentale (détermination de la charge de l’électron par la méthode de 
Millikan, mouvement brownien, etc.) ilest utile de préciser ses limites de vali- 
dité dans quelques cas concrets. 

Au cours de ses expériences sur la mesure de la charge de l’électron, Millikan 
(1868-1953) appliqua la formule de Stokes (101.5) à des gouttelettes d'huile 
tombant dans l'air sous l’action de la pesanteur. En désignant par m la masse 
des gouttelettes, pendant la chute uniforme leur poids mg doit être compensé 
par la force de viscosité 6nmav, c'est-à-dire mg = 6nnav (en négligeant la force 
d’Archimède). Si la densité de l'huile est ps, la masse de la gouttelette est m — 


= F aÿp,. En substituant cette valeur on trouve d’abord la vitesse de chute v, 


puis le nombre de Reynolds 


où p est la densité de l’air. La condition d’applicabilité de la formule de Stokes 
Re < 1 conduit à 


Avec n — 1,8-10-4 g/(s-em), p — 1,29 10 g/emS, po = 0,9 g/emÿ, on constate 
que la formule de Stokes n’est vérifiée que si a < 0,05 mm. Cette formule s’ap- 
plique donc aux très fines gouttelettes de brouillard, mais certainement pas aux 
gouttes de pluie. . 

À Un autre exemple est celui des gouttes de mercure tombant en chute libre 
dans un liquide. En mesurant la vitesse de chute des gouttes, on peut calculer 
la viscosité du liquide, ce qui constitue une méthode de mesure de la viscosité. 
Dans ce cas on doit tenir compte de la force d'Archimède. En désignant par Po 
la densité du mercure, par p et n la densité et la viscosité du liquide étudié, 
la formule de Stokes ne sera vérifiée que si 


9 nè 
BL — —— 
METTENT 
Pour l'eau n — 0,010 g/(s-cm) et par suite a € 0,45 mm. 
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$ 102. Ecoulements tourbillonnaires et à potentiel 
des vitesses 


1. Tous les écoulements de fluides se subdivisent en écoulements 
à potentiel des vitesses et en écoulements tourbillonnaires. Considérons 
le champ des vitesses v (r) d'un fluide à un instant donné. Traçons 
dans le fluide un contour fermé € et fixons un sens positif de circula- 
tion le long de ce contour (fig. 267). Soient t le vecteur unitaire de la 
tangente et ds un élément de longueur du con- 
tour dirigés dans le sens positif. L'intégrale 4 % 


= vds = $ (ds) (102.1) 
€ C 


est dénommée circulation du vecteur vitesse le 
long du contour C. Si la circulation de la vi- 
tesse sur tout contour fermé est nulle, on dit € 
que l'écoulement du fluide est à potentiel des 
vitesses ou irrotationnel. Dans le cas contraire 
l'écoulement est dit fourbillonnaire. 

Ces définitions supposent que le domaine . 
de l’espace où se produit l'écoulement est Fig. 267 
simplement connexe, ce qui signifie que tout 
contour fermé de ce domaine peut être réduit par déformation conti- 
nue à un point sans intercepter aucun corps immergé. Si le domaine 
n’est pas simplement connexe (par exemple un fluide contournant un 
corps en forme de tore) les définitions que nous venons de donner doi- 
vent être complétées par les remarques suivantes. On ne doit choisir 
que des contours fermés € pouvant être réduits à un point par leur 
déformation continue sans sortir des frontières du fluide. Un cas 
important est celui de l'écoulement dit plan, qui est une idéalisation 
des écoulements réels. Supposons que le. corps immergé soit un cy- 
lindre infiniment long de section droite arbitraire et que la direc- 
tion de l’écoulement soit normale à l'axe de ce cylindre. Dans ces 
conditions il suffit de considérer l’écoulement dans un des plans per- 
pendiculaires à l'axe du cylindre. C’est l'écoulement dans un tel 
plan que l’on dénomme écoulement plan. Il sera à potentiel des 
vitesses si la circulation de la vitesse est nulle le long de tout contour 
fermé n’embrassant pas le cylindre contourné, par exemple le long du 
contour C; (fig. 268). La circulation le long du contour C embrassant 
le cylindre ne peut être nulle. On démontre aisément que si l’écoule- 
ment est irrotationnel, la circulation F aura la même valeur pour 
tous les contours fermés entourant une seule fois le cylindre. Dans le 
cas où | - 0, on dit que l'écoulement à potentiel des vitesses est à 
circulation. 

2. La définition de l'écoulement à potentiel des vitesses est par- 


2 


faitement analogue à celle des forces conservatives (cf. $ 24). Par 
34% 
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suite, pour tout écoulement irrotationnel, l'intégrale linéaire 
ç + : | 
\ (v ds) prise le long d’une courbe non fermée passant par les points 


ÀB 
A et B ne dépend que des positions des points extrêmes À et B de 
la courbe AB sans être affectée par sa forme. En raisonnant comme 
nous l'avons fait pour l'énergie potentielle, on arrive à la conclusion 
qu'on peut introduire une fonction des coordonnées @ permettant de 
définir v par la formule 

v — grad (102.2) 


(cf. $ 29). La fonction æ est dite potentiel des vitesses. 
Un exemple d'écoulement à potentiel des vitesses est fourni par 
l'écoulement d’un fluide le long de droites parallèles avec une vitesse 
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Fig. 268 Fig. 269 


constante. On démontre que l'écoulement d'un fluide parfait résul- 
tant de l'application de forces conservatives à un fluide initialement au 
repos est un écoulement à potentiel des vitesses. 

3. Comme exemple de tourbillon nous prendrons un écoulement 
plan d’un fluide dont les particules sont animées d’un mouvement 
de rotation sur des cercies concentriques avec la même vitesse angu- 
laire w (fig. 269). La circulation de la vitesse sur un cercle de rayon r 
est alors égale à l' = 2nrv — 2nr°w. Le rapport de T à l’aire sr? 


du contour _ — 2o est donc indépendant du rayon r. Dans le cas 


où la vitesse de rotation dépend du rayon r on prendra à la place du 
rapport l'/(xr?) la limite de ce rapport pour r —+ 0. Il est clair que 
cette limite est égale au double de la vitesse angulaire que possèdent 
les particules de fluide à proximité immédiate de l’axe O. Cette 
limite est le tourbillon ou le rotor de la vitesse v, ou plus exactement, 
la projection du rotor sur une direction normale au plan du contour. 
D'une manière générale, pour un mouvement arbitraire du fluide, 
le rotor de la vitesse v est défini par ses projections sur une direction 
arbitraire et ce, de la façon suivante. On prend un contour arbitraire 
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d’aire infinitésimale AS. Soit z sa normale extérieure. La projection 
du vecteur rot v sur la direction de la normale n est: 
: r 
D — — 9) 
Toth ne 25 (102.3) 
où l'est la circulation du vecteur v le long du contour considéré. 
4. Considérons un autre exemple, celui d’un écoulement plan 
parallèle à l’axe X et tel que la vitesse varie le long d’une direction 
rectangulaire à l’axe X selon la loi linéaire v, = ay (fig. 270). Pour 
démontrer que l’écoulement est tourbillon- 
naire, considérons le contour rectangulaire 
ABCD dont les côtés sont parallèles aux axes 
de coordonnées. La circulation de la vitesse 
le long de ce contour est 
VD — (to — 21) (1 — 02) = 
= — 0 (ze es 21) (Ya — Yi). 
Le rapport de l' à l’aire du contour AS — 
= (X3 — 1) (Ya — Y1), Ou, ce quirevient au 
même, le rotor de la vitesse vw est 


Tot, v= — a, T de. x 
ou bien | 
rot, v=—%E. (102.4) PÈF800 


Si v, varie avec y non pas selon la loi linéaire mais de façon arbitrai- 
re, la formule (402.4) reste valable, maïs rot,v est alors une fonc- 
tion de y. | 

Notons que dans le cas considéré la vitesse & peut être représentée 
sous forme d’une somme vectorielle de deux vecteurs vw, et v, dont 
les composantes sont : 


v a _ Ve __4@ 
Dix = = 5 Un Dex =D = 5 Us 
a 
y — 5 TL Vey 5 Le 


Le vecteur v, est représenté par le produit vectoriel 

Di — —+ [kr] = gi ai. 
Cela permet de traiter l'écoulement à la vitesse v, comme‘ une rota- 
tion autour de l’axe Z avec une vitesse angulaire @ = — Th. Les 
composantes du vecteur v, se déduisent du potentiel des vitesses 
p = 5 TU à l’aide des formules 


9e êe 
Pen 5 VW Sy: 
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11 s'ensuit que l'écoulement de vitesse w, est un écoulement à poten- 
tiel des vitesses. On peut montrer sous une forme générale que n’im- 
porte quel écoulement de fluide peut être décomposé en un écoule- 
ment de rotation et un écoulement à potentiel des vitesses, la vitesse 
angulaire pouvant changer en module et en sens sans discontinuer 
d’un point de l’espace à l’autre. 

La discontinuité tangentielle peut être considérée comme un 
exemple d'écoulement tourbillonnaire. Pour s'en rendre compte il 
suffit de reprendre le raisonnement utilisé dans le deuxième exemple 
ci-dessus. La décomposition de la discontinuité tangentielle conduit 
à l’apparition d’un écoulement turbulent à tourbillons. 


$ 103. Couche limite et effet de décollement 


1. Pour un grand nombre de Reynolds, les forces de viscosité 
n’interviennent que faiblement à grande distance du corps autour 
duquel s'effectue l'écoulement. Elles sont suffisamment petites par 
rapport aux forces dues aux différences de pression pour pouvoir les 
négliger et considérer le fluide comme parfait. Il n’en est pas de même 
à proximité de la surface du corps. Les forces de frottement visqueux 
provoquent l'adhésion du fluide à la surface du corps contourné, ce 
qui se traduit par le fait que les particules de fluide s’y trouvent au 
repos, malgré l'existence d’un gradient de pression dirigé dans le 
sens de l'écoulement. Il s’ensuit qu’à proximité de la surface du 
corps immergé, les forces de frottement visqueux sont comparables 
aux forces dues aux différences de pression. Or cela implique que la 
vitesse d'écoulement doit augmenter rapidement à mesure que l’on 
s'éloigne de la surface du corps. Cette croissance rapide de la vitesse 
se produit dans une mince couche superficielle, dite couche limite. 
La théorie de la couche limite fut élaborée pour l’essentiel par 
L. Prandtl. Nous nous contenterons de donner une idée qualitative 
des conclusions auxquelles aboutit cette théorie. 

2. L'épaisseur 8 de la couche limite est une notion imparfaite- 
ment définie car la frontière extérieure de la couche limite est floue. 
L'épaisseur de la couche limite dépend non seulement des propriétés 
du fluide, mais aussi du profil du corps. Elle n’est pas constante le 
long du corps, augmentant du bord d’attaque au bord arrière du pro- 
fil. On ne peut donc donner une expression exacte de l’épaisseur de la 
couche limite et il ne peut s’agir que d’estimations de cette épaisseur. 
Or l'estimation est facile à faire en remarquant qu’à l'intérieur de 
la couche limite les forces de viscosité sont comparables aux forces 
dues aux différences de pression. Evaluons d’abord la force de frot- 
tement visqueux fr. s’exerçant sur l’unité de volume de fluide dans 
la couche limite. Le gradient de la vitesse du fluide à l’intérieur de la 
<ouche limite dans la direction transversale à celle de l'écoulement 
est de l’ordre de v/6. La force de viscosité s’exerçant sur une aire S 
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de la couche limite est de l’ordre de n Sv/6 et la force s’exerçant 
dans l'unité de volume est 
v 
fr AE Ë =. 

Evaluons maintenant la . da à la différence de pression fr 
que nous rapporterons aussi à l’unité de volume de fluide. Elle est 
égale à fr — —grad P (cf. $ 90). Les variations de pression suivant 
une direction transversale à la couche limite sont petites et ne 
jouent aucun rôle dans notre étude, car ce n’est que le gradient de 
pression longitudinal qui importe. Pour l’évaluer nous devons consi- 
dérer l'écoulement de fluide extérieur à la couche ne Cet écou- 


lement est régi par l'équation de Bernoulli P — P, — - ou, d’où 


on tire grad P — —(p/2) grad v°. Il en résulte que la force fr — 
 pv?/l, l'étant la dimension linéaire caractéristique du corps con- 
tourné. En égalant fs. et fr on trouve après des transformations 


arithmétiques élémentairus: 
sy À n., (103.1) 


soit 


l 
ô Re: (103.2) 
Par exemple, pour une sphère de diamètre D — 10 cm placée dans 
un courant d'air de vitesse v — 30 m/s, le nombre de Reynolds est 
Re — vD/v = 2.10 (la viscosité cinématique de l'air à 20 °C est 
v = 0,15 cm°/s) et l'épaisseur de la couche limite 8 & D/V Re = 
= 0,2 mm. 

3. Pour un nombre de Reynolds petit, de l’ordre de l'unité et 
au-dessous, on ne peut plus utiliser le raisonnement qui avait été 
utilisé pour établir la formule (103.2). Néanmoins la mise en œuvre 
de cette formule conduit à un résultat qualitativement correct, selon 
lequel l'é épaisseur de la couche limite serait de l’ordre des dimensions 
du corps immergé. Il n’y a donc plus de raison d'utiliser la notion de 
couche limite. Cette notion est tout aussi inutile dans le cas d'un 
écoulement permanent laminaire dans un tuyau, car les forces de 
viscosité sont alors compensées par les gradients de pression non 
seulement à proximité des parois du tuyau, mais également dans 
tout le volume de fluide. En effet, d'après les formules (97.2) et (97. 3), 
la vitesse du fluide s'écoulant à travers un tuyau de section circu- 
laire est 


UV = (1). 


N'étant pas fonction de la viscosité du fluide le profil de la vitesse 
ne dépend pas du nombre de Reynolds. Si on voulait utiliser dans ce 
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cas la notion de couche limite, on serait amené à dire que la couche. 
limite occupe tout le tuyau et ce, quel que soit le nombre de Rey- 
nolds. Or cette notion n’a alors aucun sens. Dans ce qui suit il ne 
s’agira que d'écoulement de fluide contournant le corps, le nombre de 
Reynolds étant grand. 

&. Comme à l’intérieur de la couche limite la vitesse varie sui- 
vant sa largeur, l’écoulement du fluide y est tourbillonnaire. Or 
tout écoulement tourbillonnairé comporte une rotation à laquelle 
est associé un moment cinétique (cf. $ 102, point 4). 

5. S'il ne se produisait pas un décollement de la couche limite 
due à l’action des forces de viscosité, l’étude de l'écoulement aurait 
pu être faite en supposant le fluide parfait. L'influence de la couche 
limite se réduirait alors à un simple accroissement des dimensions 
efficaces du corps. C’est ainsi que se comporte la couche limite sur 
le bord d’attaque du corps situé face à l’écoulement de fluide. Mais 
sur le bord arrière, la couche limite se décolle généralement de la 
surface du corps; si on admet dans ces conditions que les forces de 
viscosité sont négligeables, on aboutit à des résultats en contradic- 
tion avec la réalité. Le décollement de la couche limite modifie 
qualitativement l’allure de l'écoulement autour du corps immergé. 

Voyons quelles sont les causes du décollement de la couche limite 
et quelles en sont les conséquences. Sous l’action des forces de visco- 
sité les particules de fluide se meuvent plus lentement dans la couche 
limite que dans l'écoulement extérieur. Dans ce dernier existe une 
différence de pression déterminant l’accélération ou le ralentisse- 
ment de l’écoulement. La même différence de pression doit exister 
dans la couche limite puisque la différence de pression entre les 
frontières de la couche est négligeable (s’il n’en était pas ainsi les 
particules de fluide dans la couche limite auraient été accélérées dans 
une direction normale à la surface du corps). Dans l'écoulement 
extérieur attaquant le bord avant du corps, la pression diminue 
dans le sens de l'écoulement. La même chose doit se produire dans 
la couche limite. La force due à la différence de pression est dirigée 
dans le sens de l'écoulement. Par suite les particules de fluide sont 
accélérées aussi bien dans l’écoulement extérieur que dans la couche 
limite ; les particules y poursuivent donc leur mouvement le long du 
profil malgré l'apparition des forces de frottement. Dans la partie 
de l'écoulement contournant le bord arrière du corps, la pression 
augmente dans le sens de l'écoulement. La vitesse diminue aussi 
bien dans le courant extérieur que dans la couche limite. Comme 
dans la couche limite la vitesse des particules de fluide est plus pe- 
tite que dans l'écoulement extérieur, le ralentissement de ce dernier 
peut conduire à une immobilisation ou même à un mouvement ré- 
trograde des particules dans la couche limite. Aussi apparaît à proxi- 
mité de la surface du bord arrière du corps un écoulement rétrograde 
du fluide, bien que l’écoulement extérieur continue son mouvement 
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vers l’avant. De nouvelles masses de fluide parvenues au lieu où le 
fluide rétrograde s'arrêtent puis rétrogradent elles aussi. (Notons 
que si l'écoulement extérieur n’est pas suffisamment freiné, le mou- 
vement rétrograde de la couche limite ne se produit pas.) La quan- 
tité de fluide freiné se trouvant entre la surface du corps et le courant 
extérieur augmente rapidement, l'écoulement rétrograde s’élargit. 
et repousse finalement de la surface du corps le courant extérieur. 
On dit qu'il se produit un décollement de l’écoulement. La surface 
de discontinuité ainsi créée, étant instable, se résout en tourbillon. 
Une partie de fluide immobilisé est entraînée par le tourbillon lui- 
même emporté par l'écoulement. 

6. Ces différentes étapes de formation du tourbillon sont illus- 
trées! par la figure 271, a, b, c représentant six photographies consé- 
cutives d’un écoulement d’eau autour d’un cylindre immobile im- 
mergé *). Pour rendre visibles les lignes de courant on a répandu sur 
la surface de l’eau de la poudre d'aluminium. Au premier instant se 
formait autour du cylindre un écoulement à potentiel des vitesses 
dont les lignes de courant divergeaient en amont du cylindre et con- 
vergeaient en aval. Les autres photographies montrent les change- 
ments ultérieurs de l'écoulement. Les trois dernières photos montrent 
la formation de deux tourbillons près du bord arrière du cylindre, 
qui se détachent l’un après l’autre du cylindre avant d’être emportés 
par l’écoulement. Les tourbillons détachés sont remplacés par d’au- 
tres qui se forment alternativement dans chacun des écoulements se 
décollant successivement des parties inférieure et supérieure du 
cylindre. Tous ces tourbillons se détachent du corps à la même ca- 
dence. Un tel système de tourbillons porte le nom de sillage de Kar- 
man (1881-1963) et est représenté sur les figures 272 et 273. La figure 
272 représente un aspect de l’écoulement dans un référentiel où le 
cylindre est au repos et l’eau s'écoule dé gauche à droite; la figure 
273 se rapporte à un référentiel dans lequel c’est l’eau non perturbée 
qui est immobile et le cylindre se déplace de droite à gauche. La vites- 
se d'écoulement des tourbillons est plus petite que la vitesse d’écoule- 
ment de l’eau, puisque les tourbillons rassemblent les particules 
d’eau qui avaient été freinées par le corps. L’impulsion qu'emporte 
l'écoulement contenant les tourbillons est plus petite que l'impulsion 
qu'apporte l'écoulement venant frapper le corps. La diminution de 
l'impulsion de l'écoulement de fluide se retrouve dans l'apparition 
d’une force de traînée appliquée au corps dans le sèns de l’écoule- 
ment. 

7. Les considérations ci-dessus montrent que la notion de couche 
limite ne peut être utilisée que sur la partie avant du corps s’éten- 


*) Les photographies représentées sur les figures 271, 272, 273, 279, 280 
et 281 ont été empruntées à l'ouvrage de Z. Prandtl, O. Tietjens, Hydro- und 
Aeromechanik, Berlin, Verlag von Julius S. Springer, zweiter Band, 1931. Sur 
la figure 271 l'écoulement est dirigé de gauche à droite. 
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dant jusqu'au point de décollement de l’écoulement (ligne de décolle- 
ment). À partir de la ligne de décotlement apparaît une zone d’écou- 
lement particulier dont la longueur est plus grande que la dimen- 
sion linéaire caractéristique du corps (fig. 274). Comme cette zone 


Fig. 273 


renfermeiles particules provenant de la couche limite, la vitesse 
moyenne d'écoulement y est plus petite que dans l'écoulement amont 
et le régime est turbulent. Cette zone est dénommée sillage. C'est 
l’existence du sillage qui détermine la partie de la force de traînée 
due à la différence de pression sur les bords avant et arrière du corps. 
Plus l’étendue du décollement est importante, plus le sillage est 
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large et plus la traînée est grande, toutes choses égales d’ailleurs. 
Nous verrons au paragraphe suivant que c’est l’existence du sillage 
qui explique l'apparition de la force de portance. 

8. Tant que le nombre de Reynolds n’est pas trop grand, l’écou- 
lement dans la couche limite est laminaire. Lorsque le nombre de 
Reynolds croît l'écoulement laminaire devient instable et une tur- 
bulence apparaît dans la couche limite. Cette turbulence prend naïis- 
sance dans la partie arrière de la couche limite adjacente à la ligne de 
décollement et de là se propage vers le bord avant de la couche limi- 
te. Ainsi, la partie avant de la couche limite est laminaire, puis vient 
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un écoulement turbulent suivi après la ligne de décollement du silla- 
ge. Dans une sphère le régime turbulent apparaît pour un nombre de 
Reynolds 3.105, L'apparition de la turbulence dans la couche limi- 
te a pour effet de déplacer vers l'arrière la ligne de décollement et 
par suite de rétrécir le sillage. Le coefficient de traînée C, et donc 
la force de traînée F, s’en trouvent diminués. Cet effet porte le nom 
de crise de trainée. Celle-ci ne se manifeste pas si l'accroissement de 
la vitesse d'écoulement ne s'accompagne pas d’un déplacement de 
la ligne de décollement. Dans ce dernier cas le coefficient de traf- 
née C; ne dépend plus du nombre de Reynolds. C'est ce qui se pro- 
duit pour une plaque à bords effilés placée perpendiculairement par 
rapport à l'écoulement. La position de la ligne de décollement y est 
déterminée par des considérations purement géométriques et coïn- 
cide avec les bords de la plaque. | 


$ 104. Portance d’une aile d'avion 


1. L'effet de décollement est lié à l’apparition de la force de 
portance. Nous nous attacherons à l’étude de la force de portance 
s’exerçant sur une aile d'avion, bien que le mécanisme d’apparition 
de cette force soit le même quelle que soit la forme du corps. Lors- 
qu’un avion vole à vitesse constante, son orientation dans l’espace 
reste invariable. Cela témoigne de ce que dans ces conditions de vol; 
les moments de toutes les forces extérieures appliquées à l’avion se 
compensent mutuellement et que son moment cinétique est constant. 
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Pour simplifier nous considérerons une aile isolée en mouvement 
uniforme dans l'air perpendiculairement au plan de la figure 
(fig. 275). Nous supposerons que la longueur de l’aile est infinie; 
l'aile s'appelle alors aile d'envergure infinie. Par commodité, nous 
utiliserons un trièdre de référence lié à l'aile en plaçant l’origine 
des coordonnées, par exemple, au centre de masse C de l'aile. Il est 
évident que c’est là un référentiel d’inertie. Cela revient à supposer 
que l’aile est immobile et que l'écoulement de l'air est plan. L’écou- 
lement non perturbé est naturellement uniforme. Pour éviter toute 
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confusion nous rapporterons tous les moments cinétiques dont il 
sera question ci-dessous au centre de masse C. Le moment cinéti- 
que de l’aile elle-même est nul et on n’en parlera donc plus. 

2. Pour qu'apparaisse une force de portance, il faut que l'aile 
soit de forme asymétrique ou qu'elle soit disposée de manière asy- 
métrique par rapport au plan horizontal dans lequel elle se déplace. 
Aucune portance n'apparaît si on met en mouvement un cylindre à 
base circulaire non animé d’un mouvement de rotation autour de 
son axe. On en conclut que la symétrie requise fait défaut. Rappelons 
que dans la couche limite les vitesses des particules d’air croissent 
à mesure que l’on s'éloigne de la surface de l’aile. De ce fait l’écou- 
lement y est tourbillonnaire et comporte donc une rotation. Sur la 
partie supérieure de l’aile (extrados) la rotation s'effectue dans le 
sens des aiguilles d’une montre et sur sa partie inférieure (intrados) 
dans le sens contraire (si l'écoulement de fluide progresse de gauche 
à droite). Supposons que par suite du décollement une certaine masse 
d'air qui se trouvait sur l’intrados soit emportée par l'écoulement 
principal sous forme d'un ou de plusieurs tourbillons. Comme cette 
masse est en rotation, elle entraîne le moment cinétique qui y est 
lié. Cependant le moment cinétique total de l'air ne peut être modi- 
fié. Si la couche limite sur l’extrados ne s’est pas décollée, la con- 
servation du moment cinétique exige que l’air de l’écoulement exté- 
rieur se mette à tourner autour de l'aile dans le sens des aiguilles 
d’une montre. Cela signifie qu'une circulation de la vi- 
tesse de l’air ambiant doit s'établir autour de l’aile dans le sens des 
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aiguilles d’une montre et cette circulation viendra se superposer à 
l'écoulement principal. La vitesse d'écoulement doit donc diminuer 
sous l’aile et augmenter au-dessus de celle-ci. On peut appliquer 
l'équation de Bernoulli à l'écoulement extérieur: on constate alors 
que du fait de la circulation la pression augmente sous l’aile et di- 
minue au-dessus de celle-ci. La différence de pression qui en résulte 
donne naissance à une force de portance dirigée suivant la verticale 
ascendante. Par contre si les tourbillons libres ont été formés par les 


particules de fluide de la couche limite de l’extrados, il apparaîtra 
une circulation dans le sens contraire des aiguilles d’une montre et 
la force de «portance » sera dirigée vers le bas. 

8. Pour mieux saisir la nature de l'effet, on considérera une pla- 
que mince plongeant dans l’écoulement d’un fluide parfait. Si la 
plaque est orientée le long de l'écoulement, les points critiques où la 
vitesse du fluide doit s’annuler se trouveront sur les bords 4 et B 
de la plaque (fig. 276, a). Si le plan de la plaque est normal à l’écou- 
lement les deux points critiques sont confondus au centre de la 
plaque et la vitesse atteint son maximum aux bords de la plaque À 
et B (fig. 276, b}. Si le plan de la plaque est incliné par rapport à la 
direction de l’écoulement (fig. 276, c), les points critiques X; et X3 
se trouvent dans une position intermédiaire entre le centre et les 
bords de la plaque. La vitesse d'écoulement est maximale près des 
bords de la plaque. À proximité du point critique XK, elle est plus 
grande au-dessous de ce point et plus petite au-dessus, car l’écoule- 
ment inférieur est plus près du bord B de la plaque que l'écoulement 
supérieur du bord 4. On observe un comportement analogue dans le 
cas de l’écoulement d’un fluide visqueux. 

4. La même chose se produit avec une aile d'avion ; au début du 
mouvement l'écoulement sous l’aile contourne son bord de fuite et 
rencontre le long de la ligne KD l'écoulement contournant l’extrados 
de l’aile. Le long de cette ligne apparaît une surface de séparation 
qui engendre ensuite un tourbillon libre dont le sens de rotation est 
contraire à celui des aiguilles d’une montre (fig. 277, a et b). Ces 
différentes étapes apparaissent nettement sur les photographies des 
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figures 279, 280 et 281; les deux premières photos ont été prises 
dans un référentiel par rapport auquel l’aile est immobile et Ia troi- 
sième dans un référentiel par rapport auquel c’est le fluide non per- 
turbé qui est immobile. Les tourbillons libres emportent un certain 
moment cinétique et autour de l’aile s'établit une circulation dans 


Fig. 279 


le sens des aiguilles d'une montre. L'accroissement dejla vitesse 
d'écoulement au-dessus de l'aile .et sa diminution au-dessous de 
l’aile provoquent un déplacement de la ligne de décollement vers le 
bord de fuite de l’aile (fig. 278). S'il n’y avait pas de forces de viscosi- 
té, il ne se formerait plus de tourbillons libres et la circulation de 
l'air autour de l’aile cesserait. Grâce à l'existence des forces de vis- 
cosité, la circulation autour de l’aile diminue progressivement, la 
ligne de décollement remonte et rétablit les conditions de formation 
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des tourbillons. Ceux-ci intensifient de nouveau la circulation et 
remènent la ligne de décollement au bord de fuite. Lorsque la vites- 
se de l’avion est uniforme, ce processus est régulier, les tourbillons 
libres s’échappent périodiquement du bord de fuite de l'aile et en- 
tretiennent ainsi une circulation pratiquement constante. 


Fig. 281 


5. La variation du module de la portance en fonction de la circu- 
dation de la vitesse fut démontrée indépendamment par N. E. Jou- 
kovski et par Kutta. Leur formule concerne une aile d’envergure 
infinie et donne la valeur de la portance par unité de longueur de 
cette aile. La formule avait été établie en supposant que l'aile est 
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animée d’un mouvement uniforme au sein d’un fluide parfait et 
qu'autour de l’aile la circulation de la vitesse est constante. Dans un 
référentiel par rapport auquel l'aile est immobile l'écoulement est 
donc à potentiel des vitesses et avec circulation. Dans un fluide par- 
fait la circulation peut avoir une valeur arbitraire indépendante de 
la vitesse d'écoulement, de l’angle d’attaque et des autres para- 
mètres. Toutefois une viscosité, même très petite, conduit à une dépen- 
dance univoque de la valeur de la circulation par rapport à ces para- 


Fig. 282 


mètres. Comme la circulation elle-même est indépendante de la 
viscosité du fluide, la formule de Joukovski-Kutta constitue une 
bonne approximation pour le calcul de la portance d’une aile dans 
l’air qui est un fluide visqueux. 

6. Nous allons donner maintenant une démonstration simple de la 
formule de Joukovski-Kutta, afin de bien mettre en évidence que la 
circulation est essentielle pour faire apparaître la force de portance. 
Supposons que l'écoulement s'étend de tous côtés jusqu’à l'infini. 
Nous supposerons encore que l’écoulement non perturbé est horizon- 
tal; orientons l’axe X le long de l'écoulement et l’axe Ÿ suivant la 
verticale ascendante normale à l'écoulement. Plaçons l’aile X à 
l’origine des coordonnées (fig. 282). Disposons au-dessous et au-des- 
sus de l’aile À un nombre infini d'ailes identiques à l’aile X en les 
plaçant à intervalles réguliers. Admettons qu’autour de toutes ces 
ailes s'établit la même circulation qu’autour de l’aile X. En régime 
établi l’écoulement de fluide sera alors rigoureusement périodique en 
y. Si la distance entre les ailes successives est grande par rapport à 
leurs dimensions transversales, la déformation de l'écoulement à 
proximité immédiate de l’aile X sera négligeable. On n’observera 
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des perturbations notables qu’à grande distance de l'aile K. Tra- 
çons un contour rectangulaire ABCD dont les côtés horizontaux pas- 
sent par le milieu de l'intervalle entre les ailes voisines. La lon- 
gueur AD du contour est infiniment grande par rapport à sa hau- 
teur. Sur les côtés latéraux AB et CD la vitesse vest constituée par la 
vitesse horizontale v. de l’écoulement non perturbé et par la vitesse 
verticale v’ déterminée par la circulation. Si nous prenons pour sens 
positif de la circulation le sens des aiguilles d’une mon- 
tre, sur le côté AB la vitesse v’ sera dirigée suivant la 
verticale ascendante (elle sera donc positive) et sur le côté 
CD elle sera dirigée suivant la verticale descendante (elle sera néga- 
tive). Considérons le fluide contenu dans un parallélépipède rectan- 
gle de base ABCD et de hauteur unitaire normale au plan de la fi- 
gure. Au bout d’un temps dit le fluide qui était contenu dans ce paral- 
lélépipède se sera déplacé dans le volume 4’B'C'D'. Calculons l’ac- 
croissement d{' de sa quantité de mouvement. En régime permanent 
cet accroissement sera égal à la différence, à un même instant, entre 
la quantité de mouvement que possède le fluide dans la région de 
l’espace qu'il est venu occuper dans le temps dt et la quantité de 
mouvement que possédait le fluide dans la partie de l’espace qu'il 
quitta dans le même temps dt. Or comme le mouvement du fluide le 
long de l’axe Ÿ est strictement périodique, les quantités de mouve- 
ment du fluide contenu dans les volumes AA'M et BB'N sont ri- 
goureusement égales. De même sont égales les quantités de mouve- 
ment du fluide contenu dans les volumes MDD' et NCC’. Il s’en- 
suit que l’accroissement de la quantité de mouvement df s'obtient 
en retranchant de la quantité de mouvement correspondant au volu- 
me CC'D'D la quantité de mouvement correspondant. au volume. 
AA'B'B. Or chacun de ces volumes vaut 4. dt, où L est la longueur. 
du côté AB — CD; les vitesses horizontales v. sont les mêmes dans: 
ces deux volumes, tandis que les vitesses verticales v’ sont de signes: 
contraires. C’est donc la seule composante verticale de la quantité 
de mouvement qui subit un accroissement égal à 


EF: dl, = —2wep di. 


Or 21’ — T'est la circulation de la vitesse v’ le long du contour 
ABCD ; les côtés AD et BC n'y apportent aucune contribution puis- 
que la vitesse v’ y étant la même, dans la circulation suivant ABCD 
elle intervient avec des signes opposés. La quantité T représente si-: 
multanément la circulation le long du contour ABCD de la vitesse 
totale » — vd + v’, puisque le terme constant v ne peut apporter 
aucune contribution à la circulation. Ainsi 


dl, = —Tovs dt, 


L'accroissement de la quantité de mouvement duÿfluide est égal à 
l'impulsion des forces.extérieures qui lui sont appliquées. Parmi ces 
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forces on peut négliger les forces de pression appliquées à la surface. 
ABCD de la masse de fluide considérée, car leur résultante est nulle. 
La seule force qui subsiste est celle qu’exerce l'aile sur le fluide. 
Elle est égale et opposée à la portance F,. En appliquant le théorème. 
de l'impulsion de la force nous obtenons. 

Fy = Tv (104.1) 
Il est manifeste que l'est ici la circulation le long du contour ABCD. 
Pour un écoulement à potentiel des vitesses on peut tracer le contour 
y dé manière arbitraire, à cela près qu’il entoure seulement l'aile 
K. Ayant tracé un contour y arbitraire nous pouvons maintenant éloi- 
gner à l'infini toutes les autres ailes sans toucher au contour Ÿ. 
Nous arrivons à la limite à une seule aile contournée par un courant 
de fluide. Dans ce cas limite le résultat (104.1) reste en vigueur, et 
c’est justement la formule de Joukovski-Kutta. 


$ 105. L'effet Magnus 


1. Si on place dans un écoulement d'air uniforme un cylindre 
circulaire immobile dont l’axe est perpendiculaire à l'écoulement, 
par raison de symétrie il.n ’apparaît qu'une force; -de. traînée, mais 
aucune force de portance ne se mani- ÿ 
feste dans ce cas. Mais si le cylindre F 
est mis en rotation autour de son axe, 
on voit apparaître une force de portan- ———+ 
ce qui est normale à l'écoulement exté- ——— 
rieur; sous l’action de cette force le —- 
cylindre est repoussé de côté. Cet effet  —— 
fut découvert par Magnus (1802-1870) 
et porte son nom. Supposons que le 
cylindre tourne autour de son axe avec 2 
une vitesse constante dans le sens des 
aiguilles d’une montre (fig. 283). Par 
effet de frottement l'air ambiantest mis 
en rotation et apparaît une couche limi- 
te ; l'écoulement y est tourbillonnaire et comporte un écoulement à 
potentiel des vitesses auquel se superpose une, rotation. Comme la 
vitesse de l’air diminue vers l'extérieur, la rotation dans la couche li- 
mite s'effectue dans le sens contraire des aiguilles d'une montre, done 
en sens inverse à celui du cylindre. Pour un grand nombre de Rey- 
nolds, l'écoulement laminaire dans la couche limite devient instable 
et cède la place à un écoulement turbulent (voir $ 99). Dans cet 
écoulement turbulent la rotation des particules d'air est surtout 
dirigée en sens inverse à celui du cylindre. Supposons maintenant 
que l’on dirige sur le cylindre en rotation un courant d'air allant de 
gauche à droite. Sur la partie supérieure du cylindre le sens de l'écou- 
lement est le même que celui de la rotation du cylindre et sur sa par- 


Fig. 283 
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tie inférieure ils sont de sens opposés. Les particules appartenant 
à la couche limite de la partie supérieure du cylindre étant accélé- 
rées par l'écoulement d'air, le décollement de la couche limite est 
réndu plus difficile. Dans la partie inférieure c'est l'inverse qui se 
produit et les particules d'air de la couche limite sont emportées par 
l'écoulement sous forme de tourbiilons libres tournant dans le sens 
contraire des aiguilles d’une montre. Ainsi s'établit autour du cy- 
lindre une circulation de la vitesse dans le sens de rotation du cy- 
lindre. La circulation du vecteur vitesse s'accompagne de l’appari- 
tion d’une portance dirigée vers le haut. Si on inverse le sens de rota- 
tion du cylindre, la portance sera dirigée le long d’une verticale 
descendante. Il va de soi que pour un cylindre infiniment long la 
portance est donnée par la formule (104.4). 


2. Pour la démonstration de l'effet Magnus on peut réaliser l'expérience 
suivante. On dispose un cylindre circulaire droit en position verticale sur un 
petit chariot placé sur des rails horizontaux. Le cylindre est mis en rotation à 


| 


| | 


a) 8) 


Fig. 284 


l'aide d’un petit moteur électrique et on le soumet à un courant d'air. Si ce 
courant est perpendiculaire aux.rails, le chariot se met en mouvement. Il en 
est de même si le courant d’air est oblique aux rails. On peut même obliger le 
chariot à se déplacer à l'encontre du vent sous un angle aigu. En inversant le 
sens de rotation du cylindre, le mouvement du chariot change de sens. 

Voici une autre démonstration de l'effet Magnus. On enroule un ruban sur 
une bobine en carton, l'extrémité libre du ruban étant attachée à une canne. On 
place la bobine en position horizontale sur une table, puis en tirant sur la canne 
on met la bobine en rotation; la bobine acquiert aussitôt une vitesse horizon- 
tale et une force de portance qui soulève la bobinelau-dessus de la table (fig. 284, a). 
Si on enroule le ruban comme indiqué sur la figure 284, b, le sens de la force 
de portance s’inversera et appliquera la bobine conire la table. 

‘ Un cylindre en papier, après avoir dévalé un plan incliné, tombe avec un 
mouvement de recul. Il en esi de même d'une balle de tennis «coupée » qui vole 
en tournant. Ce sont des manifestations de l'effet Magnus. . 

8. Flettner suggéra l’idée d'utiliser l’effet Magnus pour la propulsion des 
navires par le vent en remplaçant les voiles par des cylindres verticaux animés 
d’un mouvement rapide de rotation. Il disposa sur les extrémités des cylindres 
des disques de diamètre plus grand pour diminuer l'aspiration de l'air dans la 
zone de moindre pression. Les expériences démontrèrent la fiabilité technique 
de navires à rotors, mais comme leur rendement économique s'avéra plus faible 
que ‘celui des navires à moteurs usuels le projet fut abandonné. 
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